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VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE 


Unter „Wellen‘‘ werden in diesem Buche alle physikalischen Vorgänge 
verstanden und dargestellt, bei denen sich Energie ohne gleichzeitigen 
Materietransport durch den Raum hindurch fortpflanzt. Das Vorwort soll 
dem voraussiehtlichen Leser und Nichtleser sagen, warum, wann, wo, unter 
welchen Bedingungen, für wen und von wem das vorgelegte Buch ge- 
schrieben wurde. ö 


Wenn der Autor sich trotz des Vorhandenseins einer ganzen Anzahl 
hochwertiger Lehrbücher der theoretischen Physik entschlossen hat, mit 
dem vorliegenden Band ‚Wellen‘ eine Lehrbuchreihe über theoretische 
Physik zu eröffnen, so hat das einen besonderen Grund. Mit der Entdeckung 
der Quantentheorie und ihrem formalen Abschluß in der relativistischen 
Quantenelektrodynamik hat die Physik der Gegenwart einen gewissen 
Abschluß erreicht, der in seinen Endkonsequenzen unter anderem auch 
eine Neuaufteilung des Lehrstoffs bedingt. Während die elementare Physik 
als eine Lehre von der sinnlich wahrnehmbaren Welt eine Unterteilung in 
Gebiete wie Mechanik, Akustik, Optik, Thermodynamik besitzt, die weit- 
gehend nach den Sinnesorganen unterschieden sind, mit denen wir von ihr 
erfahren, pflegt die fortgeschrittene Physik ihre Sachgebiete mehr nach den 
grundsätzlichen Zusammenhängen einzuteilen. In diesem Sinne z.B. ist 
die Akustik zu einem Teilgebiet der Mechanik geworden, das übrigens in 
den meisten Darstellungen der theoretischen Physik weitgehend vernach- 
lässigt wird. 

Eine Unterteilung der Physik vom Stand der gegenwärtigen Erkenntnis 
sieht dagegen etwas anders aus: Die Phänomene der Physik lassen sich als 
ein Ablauf bestimmter Konzeptionen wie Teilchen, Wellen, Quanten in 
Raum und Zeit beschreiben. Die Konzeption des Teilchens führt dabei zu 
einem Verständnis der klassischen Mechanik der Massenpunkte und Kon- 
tinua, bleibt jedoch unvollständig für das Verständnis atomarer Vorgänge. 
Die Konzeption der Welle hingegen ermöglicht das Verstehen mechanischer, 
akustischer und elektrodynamischer Schwingungsvorgänge und Aus- 
breitungserscheinungen, ist aber für die Beschreibung atomarer Vorgänge 
ebenfalls unzulänglich. Die Konzeption des Quants schließlich besitzt den 
Nachteil der Unanschaulichkeit, entspricht dafür aber in ihrer Mittel- 
stellung zwischen Teilchen und Welle den realen Vorgängen sehr viel weit- 
gehender und ermöglicht auch eine Beschreibung des Atominneren, die der 
Wirklichkeit gerecht wird. 
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IV Vorwort 


Es liegt somit nahe, eine Einteilung der Physik nach folgenden Themen 
durchzuführen: 


T. Teilchen |———| IV. Felder | 

] in 
| I. Wellen |] [_V. Statistik | 
IIT. Quanten VI. Relativität | 


wie das die hier begonnene Lehrbuchreihe beabsichtigt. Die Bände I bis 
III enthalten, wie dargestellt, die zur Beschreibung physikalischer Vorgänge 
verwendeten Grundkonzeptionen und ihre Anwendung zur Beschreibung 
der zugehörigen physikalischen ;Erscheinungen, während sich Band VI 
„Relativität‘‘ mit der Kritik der Begriffe Raum und Zeit im Rahmen 
der speziellen und allgemeinen Relativitätstheorie für klassische und 
quantenmechanische Systeme auseinandersetzt. Hinzu tritt zu dieser 
Darstellung Band V „Statistik“ als spezielle mathematische Methode zur 
Beschreibung von Systemen vieler Freiheitsgrade und enthält dementspre- 
chend die phänomenologische Thermodynamik, die klassische und die 
Quantenstatistik. Die durch die Pfeile in der schematischen Übersicht vor- 
geschlagene Reihenfolge für das Studium der einzelnen Bände unterliegt 
didaktischen. Erwägungen. 

Während es das Ziel von .BandI ‚Teilchen‘ ist, die Bewegungen von 
Teilchen unter vorgegebenen Kräften zu bestimmen, enthält Band IV 
„Felder“ die Theorien der Kräfte und damit neben einer einleitenden 
Behandlung der Gravitationskräfte die Elektrodynamik. An sich werden 
die elektrodynamischen Grundgleichungen in Band II „Wellen“ bei der 
Untersuchung der transversalen Wellen beiläufig abgeleitet, wegen der 
starken technischen Bedeutung dieses Gebiets jedoch empfahl sich eine 
besondere Behandlung in Band IV, die der herkömmlichen Darstellungsweise 
weitgehend entspricht und.unmittelbar auf. den Stoff von Band I aufbaut. 


Dieser Band ‚Wellen‘ wie auch alle künftigen Bände wenden sich an 
den lernenden theoretischen und experimentierenden Physiker, aber auch 
an den theoretisch interessierten Techniker und. Ingenieur. Bei der Dar- 
stellung ist besonderer Wert darauf gelegt worden, die gesamte Spanne 
von den grundsätzlichen, erkenntnismäßigen Zusammenhängen bis zu 
den technischen ‘Anwendungen zu umfassen. An mathematischen Hilfs- 
mitteln wird neben der elementaren Physik und Mechanik eine gewisse 
Vertrautheit mit der Differential- und Integralrechnung vorausgesetzt. 
Alle darüber hinaus benutzten mathematischen Hilfsmittel werden kurz, 
aber den Bedürfnissen entsprechend vollständig in engem Zusammenhang 
mit den physikalischen Problemstellungen entwickelt. Dabei ist, um nicht 


Vorwort V 


von den physikalischen Fragestellungen abzulenken, auf mathematische 
Strenge bewußt verzichtet worden, die den entsprechenden Fachbüchern 
überlassen bleiben muß. Will sich ein theoretisches Fachbuch nicht zu sehr 
in Kleinigkeiten verlieren, um den Überblick über die behandelten Probleme 
zu wahren, ist es außerdem unerläßlich, gewisse einfache Schlüsse und 
mathematische Umformungen dem Leser selbst zu überlassen. Das Studium 
eines solchen Buches, wie auch des vorliegenden, kann daher nur mit dem 
Bleistift in der Hand erfolgen, indem man sich die einzelnen Gedankengänge 
und Überlegungen wiederholend selbst klar macht. Auch sollte der Leser 
die am Schluß der einzelnen Kapitel auftauchenden Übungsaufgaben 
nicht übergehen, da sie nicht nur zur Vertiefung des Stoffes, sondern teil- 
weise auch zu seiner Vervollständigung dienen. 

Die Teile, Kapitel und Abschnitte des Buches werden ein-, zwei- und 
dreiziffrig angegeben. Hinweise auf Formeln anderer Abschnitte erfolgen 
in der Form (314.2), wobei die Formel (2) von Abschnitt 314 gemeint ist. 
Zum leichteren Auffinden solcher Formeln ist neben der Seitenzahl überall 
die betreffende Abschnittsnummer in eckigen Klammern als [314] an- 
gegeben. Die zu Beginn der einzelnen Kapitel eingefügten Zusammen- 
fassungen dienen in erster Linie der Inhaltsangabe und Wiederholung. Dar- 
über hinaus sind im Text bei jedem Absatz diejenigen Worte durch Kursiv- 
schrift hervorgehoben, die über seinen Inhalt stichwortartig informieren. 
Mit einem Stern versehene Kapitel und Abschnitte sind schwieriger und 
für das Verständnis der jeweils nachfolgenden Kapitel nicht unbedingt 
erforderlich, weswegen sie beim ersten Studium übergangen werden können. 
Formeln, die man sich wegen ihrer grundsätzlichen Wichtigkeit merken 
sollte, um einen Überblick über das betreffende Gebiet zu bekommen, sind 
eingerahmt. 

Das Manuskript ist aus Lehrbriefen hervorgegangen, deren Inhalt auf 
Vorlesungen über Theoretische Physik zurückgeht, die der Verfasser in 
den Jahren 1950 bis 1957 in Hannover, Säo Paulo und Dresden gehalten 
hat. Für die Durchführung der Korrekturen habe ich meinem Mitarbeiter- 
kollektiv zu danken, dem die Herren G. Bessner, W. KoLsBeE, R. Lenk, 
K.U. Praru, H.J. Sıx und P. ZızscHhe angehörten. Herrn H. FELKE 
danke ich für seine maßgebliche Mitarbeit bei der ersten Hälfte des Manu- 
skripts, während mein ganz besonderer Dank Herrn KARL SCHMIDT 
gilt für seine zusammenfassende Bearbeitung der gesamten Korrektur. 
Ohne des letzteren ständige Geduld und Hilfsbereitschaft hätte das Buch 
bei meiner starken anderweitigen Inanspruchnahme sicher noch lange nicht 
erscheinen können. Dem Verlag sei für seine verständnisvolle Zusammen- 
arbeit gedankt, mit der er bereitwillig auf alle Wünsche des Verfassers 
eingegangen ist. 


Dresden, den 30. August 1957 WILHELM MAcKE 


VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE 


Der rasche Absatz der ersten Auflage zwang Verlag und Autor, kurz- 
fristig eine Zweitauflage der „Wellen‘‘ als Nachdruck herauszugeben, noch 
bevor alle übrigen Bände erschienen sind. Dabei wurden verschiedene 
Druckfehler beseitigt. Obwohl die spezielle Relativitätstheorie inzwischen 
im Band „Felder“ ihren Platz gefunden hat, wurde sie aus technischen 
Gründen zunächst noch in diesem Band belassen. 


Dresden, im Dezember 1960 WILEELMm MAcKE 
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1 Schwingungen 


Das Anschauungsvermögen des Menschen hat sich an denjenigen Er- 
fahrungen orientiert, welche ihm über die Sinnesorgane von der Außenwelt 
zugeflossen sind. Diese Erfahrungen aber beinhalten vorwiegend mecha- 
nisches Geschehen, und es ist deshalb auch nicht weiter verwunderlich, 
daß mechanische Vorgänge von uns als unmittelbar anschaulich empfunden 
werden. 


Man fühlt sich angesichts dieser Tatsache versucht, der Physik pro- 
grammatisch die Aufgabe zuzuschreiben, unserer unmittelbaren Anschauung 
nicht zugängliche Erscheinungen, wie die der Ausbreitung von Schall- und 
Lichtwellen, auf Anschauliches zurückzuführen, also auf verborgene mecha- 
nische Vorgänge. Dies ist der Versuch des ‚‚Begreifens“ im wahrsten Sinne 
des Wortes; denn das Greifen und Be-,,greifen‘‘ eines Vorgangs mit unseren 
Händen etwa bedeutet ja nichts anderes als das Aufsuchen der rein mecha- 
nischen Bedeutung dieses Vorgangs. 


Soweit die Suche nach einem ‚Begreifen‘‘ im wörtlichsten Sinne Pro- 
gramm der Physik gewesen ist, ist dieses Programm bereits um die Jahr- 
hundertwende bei dem Bemühen zusammengebrochen, die elektromagne- 
tischen Erscheinungen auf mechanische Vorgänge zurückzuführen. Während 
elastische Schwingungen und Wellen sowie Schallwellen sich nämlich als 
rein mechanischen Ursprungs verstehen lassen, ist das bei experimentell 
so gesicherten Ausbreitungserscheinungen von anderen Wellen wie elektro- 
magnetischen Wellen, Lichtwellen und Materiewellen nicht der Fall. Es 
gibt keine ihnen zuzuordnende mechanische Interpretation. Es gibt kein 
bis zum Anfassen dieser Phänomene vordringendes Begreiflichmachen. Sie 
bilden in all ihren Erscheinungsformen logisch zusammenhängende Gruppen 
von Erscheinungen, lediglich beschrieben durch mathematisch geschlossene 
Theorien, deren Wirkungsweise bis in alle Details zu überblicken zwar 
ebenfalls ein Verstehen bedeutet, aber ein Verstehen auf einer ganz anderen 
Ebene, ohne mechanisches Bild, ohne Anschauung, abstrakt. 


Die Notwendigkeit zum Verzicht auf mechanische Anschaulichkeit. beim 
Studium der allgemeinen Theorie der Wellen ist unvermeidlich, unabwend- 
bar, solange die Forderung nach einer präzisen Beschreibung der wirklichen 
Erscheinungen aufrechterhalten wird. Denn diese Erscheinungen sind so, 
wie unsere mathematischen Formeln sie darstellen, unzugänglich einer 
mechanischen Begründung und daher — so abstrakt. 
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Wenn die Darstellung physikalischer Erscheinungen durch abstrakte 
Formeln zwar im Sinne einer möglichst exakten Beschreibung der Wirklich- 
keit einen Fortschritt darstellen mag, so bedeutet der dabei vollzogene 
Verzicht auf Anschaulichkeit trotzdem einen erheblichen Verlust. Denn 
die gesamte menschliche Intuition, die allein den Einblick in neue, unbe- 
kannte Zusammenhänge gewährt, lebt aus der Anschauung heraus. Trotz 
der Unmöglichkeit, die Theorie der Wellen mechanisch zu interpretieren, 
bleibt es daher für ein Lehrbuch dieser Theorie nach wie vor eine not- 
wendige Forderung, gewisse anschauliche Vorstellungen von ihrem Inhalt 
zu vermitteln. 


Für die Erfüllung dieser Forderung gibt es nur einen Weg: das Zurück- 
greifen beim Studium der Wellentheorie auf ähnliche und analoge Ver- 
haltensweisen mechanischer Modelle von gleichen oder ähnlichen mathe- 
matischen Eigenschaften. Wie jeder Vergleich im Leben hinkt, so gibt es 
auch hier keine mechanischen Modelle, die den vollen und geschlossenen 
Inhalt einer Wellentheorie umfassen. Es lassen sich aber zu allen begriff- 
lichen Einzelheiten dieser Wellentheorie mechanische Analoga studieren, 
die den jeweils behandelten abstrakten Begriffen einen anschaulichen 
Hintergrund verleihen. 


Die Vermittlung von anschaulichem Hintergrund, von einer besonderen 
Art physikalischer Anschauung also, wird hier als eins der Hauptanliegen 
eines Lehrbuchs der Wellentheorie angesehen. So mag verständlich 
erscheinen, daß hier der Darstellung mechanischer Schwingungen und 
Wellen ein besonders breiter Raum gelassen wurde. In diesen ersten Teilen 
(1 bis 3) werden nämlich aus der unmittelbaren Anschauung heraus alle 
Erscheinungen und Begriffsbildungen mechanisch ausführlich studiert, die 
später in jeweils nur wenig abgewandelter Form zum Aufbau der unanschau- 
licheren Wellentheorien von Schall, Licht und Materie verwandt werden. 
Dem Leser wird ein besonders eingehendes Studium gerade dieser Teile 
empfohlen. 


11 Der harmonische Oszillator 


Zusammenfassung: Ein dämpfungsfreier harmonischer Oszillator mit der 
Masse m und der rücktreibenden Kraft —ay schwingt mit der „Kreisfrequenz‘ 
w= 2nv=2n/t= Ya/m sowie mit konstanter Amplitude A und Energie Z = «.4°/2 
= m w%.4?/2. Alle mechanischen Bewegungen um eine Gleichgewichtslage lassen sich im 
Grenzfall kleiner Amplituden als harmonische Oszillatoren beschreiben, 

Tritt beim Oszillator zur rücktreibenden Kraft —ay noch eine schwache Reibungs- 
kraft —myY hinzu, so entsteht eine gedämpfte Bewegung mit der etwas niedrigeren 
Frequenz (Kreisfrequenz) & = Ya/m — (y/2)*%, deren Amplitude in der Zeit 27, = 2/y 
und deren Energie in der Zeit 7,= 1/y auf den e-ten Teil exponentiell abgeklungen ist. 
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Ein Maß für das Abklingen ist das sogenannte logarithmische Dekrement d, der Log- 
arithmus vom Verhältnis zweier aufeinanderfolgender Maximalamplituden. Es wird 
als d= ny/o= 1/27, durch Frequenz und Dämpfung bestimmt. 

Zur Beschreibung der Bewegung y(t) des Oszillators werden komplexe Funktionen 
zugelassen, die oftmals eine einfachere Darstellung periodischer Bewegungen gestatten. 
Die wirklich stattfindende Oszillatorbewegung ist dann als Realteil in y(t) enthalten. 
Unter quadratischen Ausdrücken wie y® oder 43 ist jedoch im allgemeinen stets (Rey)? 
bzw. Reyftey zu verstehen. Bei der Bildung von Zeitmitteln über quadratische Aus- 
drücke wird (Rey)?= y*y/2, und die komplexe Rechnung hat hier wieder besonderen . 
Vorteil. 


111 Ungedämpfte Schwingungen 


In den Kapiteln 11 und 12 werden die Schwingungsprobleme des so- 
genannten harmonischen Oszillators behandelt, eines Massenpunkts mit 
der Masse m, der an eine Ruhelage (r — 0) elastisch gebunden ist. Unter 
elastischer Bindung ist dabei eine Kraft zu verstehen, die auf den Massen- 
punkt wirkt, in der Ruhelage verschwindet, bei Entfernung des Teilchens 
aus der Ruhelage rückwärts auf den 
Ruhepunkt gerichtet und — ihrem 
Betrage nach — dem Abstand von 
der Ruhelage proportional ist. Der y 
eindimensionale harmonische Oszil- m I--- 
lator wird zum Beispiel durch eine 
Feder (Abb. 111) realisiert, an der 
die Masse m befestigt ist, die man 
sich anf Schienen Jaufend Yarst ellen Abb. 111. Schematische Darstellung und 
mag, so daß sie nur noch vertikaler Bewegungsablauf eines harmonischen 
Bewegung fähig ist, deren Orte durch Oszillators 
eine Koordinate y gemessen werden. 

Der Ursprung des Koordinatensystems sei so gewählt, daß y = 0 mit dem 
Ruhepunkt der Masse zusammenfällt. Mögliche Bewegungen von m werden 
durch Funktionen y(t) beschrieben. 


Das für die Bewegung der Masse m gültige Trägheitsgesetz lautet 


ZA 


mj=K=—.ay. (1) 


Dabei ist ü die zweite Ableitung von y nach der Zeit, K die rücktreibende 
Federkraft —ay, welche mit dem Abstand wächst und a als charakteri- 
stische Konstante (Kraft pro cm) der Feder enthält. a ist dabei anschaulich 
ein Maß für die „Federkraft“. Verschwindende Federkraft äußert sich in 
a = 0, der Grenzfalleiner undehnbaren Federina- oo. 


« Zu den möglichen Bewegungsformen der Masse m gehört das Verharren 
in der Ruhelage, also y(t) = 0. Man überzeugt sich leicht, daß diese Lösung 
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die Gleichung (1) trivial befriedigt. Im Grenzfall a — oo ist dies sogar die 
einzige Lösung, formal einfach ersichtlich, indem man (1) durch a dividiert 
und erst dann zur Grenze a — oo übergeht. Bei endlichem a, und das ist im 
weiteren die Voraussetzung, erhält man bekanntlich periodische Schwin- 
gungen, in allgemeinster Form dargestellt durch 


y(t) = A cos(wt — a) (2) 


mit A und « als beliebiger Amplitude und Phase. Die Größe w bezeichnet 
die Kreisfrequenz der Schwingung, sie muß ihrer Einführung entsprechend 
von der Dimension sec”! sein. Schematisch ist (2) in Abb. 111 dargestellt. 
Die Maxima der Funktion sind durch die Werte 


cos(wi—a)=1 ot— a=0,2n,4rn,... (3) 


gegeben. Der zeitliche Abstand zweier benachbarter Maxima bei t, und 7, 
ist 'die Schwingungsdauer T=1%,—1}: 


& 2n 1 
of, —t)=zwr—=27 I m (4) 


Das Reziproke von r wird als Frequenz » bezeichnet und gibt die Zahl 
der Schwingungen pro Sekunde an. Die Theorie bevorzugt den 2r-fachen 
Wert von », also », um die Gleichungen nicht mit unnötigen 3r-Faktoren 
zu belasten. 


Die in (2) angegebene periodische Funktion y(t) beschreibt nur dann 
eine Bewegung des Systems der Abb. 111, wenn sie der Differentialglei- 
chung (1) genügt. Durch zweimaliges Differenzieren von (2) nach der Zeit 
und Vergleich mit (1) folgt, daß das Trägheitsgesetz (1) in der Tat erfüllt 
wird, wenn die Frequenz & durch Federkraft a und schwingende Masse m 


bestimmt ist zu 
| a | 


Die Frequenz ist niedrig, wenn die Federkraft klein und die schwingende 
Masse groß ist. 


Die periodische Bewegung (2) ist somit eine Lösung des Trägheits- 
gesetzes (1). Da letzteres den Bewegungsablauf in Form einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung vorschreibt und da nach einem mathe- 
matischen Satz die allgemeinste Lösung einer solchen Differentialgleichung 
zweiten Grades zwei willkürliche Integrationskonstanten enthält, ist die 
durch (2) und (5) gegebene periodische Lösung y(t) auch gleichzeitig die 
allgemeinste Lösung von (1), weil y(£) in (2) die beiden willkürlichen Kon» 
stanten A und « enthält. 
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112 Erhaltung der Energie 


Ein erstes Integral der Gleichung (111.1) von sehr allgemeiner Bedeutung 
wird durch Multiplikation von (111.1) mit der Geschwindigkeit y des 
Massenpunkts gewonnen. Es ist 


mit rre a) 


Die Integration von (1) über t liefert als Integrationskonstante E die 
Energie: 


(2) 


Setzt man die Bewegung (111.2) in den Ausdruck für die Energie ein, 
so wird 
BER RN 
E=z ma? A = za. (3) 
Die Energie ist in der Tat zeitunabhängig und nur durch Federkraft a 
und Amplitude A allein bestimmt. Bemerkenswert ist dabei die Unab- 
hängigkeit der Energie von der schwingenden Masse m. 


Die beiden Bestandteile der Energie in (2), die kinetische und potentielle 
Energie, sind bei der Lösung (111.2) im einzelnen: 


En? = 5 @ A’sin?(wt —a) 
(4) 


Epot = . oaf— z w? A? cos?(wt — a). 


Die potentielle Energie verschwindet also in den Augenblicken y(f) = 0 
und hat ihr Maximum in den Augenblicken y(t) = A, während für die 
kinetische Energie das. Umgekehrte gilt. Die Gesamtenergie wird also im 
Laufe der Bewegung fortwährend umgewandelt, einmal in rein potentielle 
und dann wieder in rein kinetische Energie. 


Die hier beschriebene Bewegung des harmo- 
nischen Oszillators entspricht der eindimensio- 
nalen Bewegung eines Massenpunkts unter der 
Einwirkung eines Kräftepotentials: 


VW=-Eo=5% (5) 


Betrachtet man mit Abb. 112 allgemeinere Be- 
wegungen eines Teilchens, das zwar an eine 
Abb. ER, Potential dinss 56: Ruhelage gebunden ist, jedoch nicht notwen- 
bundenen Teilchens (gestri. dig durch elastische Kräfte, so entnimmt man 
chelt:harmonischer Oszillator) der Abbildung unmittelbar, daß die Approxi- 


2 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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mation eines solchen Problems durch die Annahme elastischer Kräfte 
(in Abb. 112 gestrichelt) immerhin eine geeignete Näherung für kleine 
Amplituden darstellt. Auch aus diesem Sachverhalt folgt die fundamentale 
Bedeutung des harmonischen Oszillators als eine einfach und exakt zu 
behandelnde Näherung für eine Großzahl anderer physikalischer Probleme. 


113 Gedämpfte Schwingungen 


Ungedämpfte Schwingungen vom Typ der Gleichung (111.2) werden in 
der Natur selten beobachtet. Vielmehr wird in den meisten Fällen die 
Amplitude A der Bewegung allmählich abklingen, und zwar in jeweils 
gleichen Zeiten auf den gleichen Bruchteil. Eine solche Bewegung entsteht 
formal aus (111.2), wenn A etwa ersetzt wird durch Ae?:2, also 


Re om 


Sie ist in Abb. 113 dargestellt. Aufeinanderfolgende Maxima wie A, und A, 
unterscheiden sich um stets den glei- 
yit) chen Faktor. y ist die Abklingkon- 
stante des Vorgangs. Bei kleinerem y 
klingt die Schwingung langsamer ab, 
sie ist nur wenig „gedämpft“. Ein 
Maß für das Abklingen der Amplitu- 
den ist das in der Technik gebräuch- 
liche logarithmische Dekrement d, de- 
finiert durch 


‚” Abb. 113. Gedämpfte Schwingung. d=In = (2) 
Die Amplitude Ae-r!2 ist gestri- Dgpei ist : 


chelt eingezeichnet Ad, ee TR 
als der Schwingungsdauer. Mit der durch y = 1/r, definierten Abkling- 
zeit 7; wird daher 


ee Ben 
a ee Y u" (8) 


Für die Theorie der Schwingungen und Wellen interessieren uns hier nur 
Probleme mit schwacher Dämpfung, also geringem d und kleinem y: 


d<] y<w u>t. (4) 


Fragt man nach den mechanischen Voraussetzungen, unter denen eine 
durch (1) und Abb. 113 dargestellte gedämpfte Schwingung y(t) auftritt, 
so wird man zweckmäßig die Beschleunigung (t) bilden und durch y und 
darzustellen suchen, da der Ausdruck für m;j immer einen Überblick über 
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die Kräfte gewährleistet, die auf das schwingende Teilchen wirken. Die 
erste Ableitung von y(t) ist i 


ERRL 
j=—Zy—w4e 2" sin(wt—e), (5) 
und die zweite Ableitung wird unter Verwendung von (5) und (1) 


u BB 
j=—-Z3+Zw4e 2 sin (ot — )— w®Ae 2" os (wt— a) 
(6) 


=-43-% (+37) er. 
Das der Bewegung (1) zugrunde liegende Kraftgesetz lautet also 
mj=—ay—myj. M 


Zur elastischen Kraft —ay ist also noch ein Glied hinzugetreten, nämlich 
die der Geschwindigkeit entgegenwirkende Reibungskraft —myyj. Dieser 
Ausdruck beschreibt die bei Schwingungen auftretende Reibung im all- 
gemeinen in sehr guter Näherung, insbesondere bei niedrigen Geschwindig- 
keiten, bei denen der Einfluß von eventuellen zusätzlichen Reibungsgliedern 
höherer Ordnung mit 3° oder 5/5 vernachlässigbar gegen den linearen 
Term wird. 


Die Größen m, a und y sind durch die experimentelle Anordnung be- 
stimmt. Definieren wir w, als eine „hypothetische‘ Frequenz, die gelten 
würde, wenn die Dämpfung y nicht wäre, nämlich als 


wel (8) 
so bekommt (7) die Form 


[y+r3+@3u=0. | (9) 


Der Vergleich mit (6) zeigt, daß », von der wirklich beobachteten Frequenz 
& verschieden ist: 

= (£)" (10) 
Wie Gleichung (10) zeigt, bewirkt die Dämpfung „/2 des Systems nicht nur 
eine Verringerung der Schwingungsamplitude, sondern gleichzeitig noch 
eine unter der Voraussetzung (4) schwacher Dämpfung geringe Erniedrigung 
der Frequenz. Der aperiodische Grenzfall y = 2 w, sowie der Fall gedämpf- 
ter, nicht oszillierender Bewegung y > 2w, interessieren hier nicht weiter. 
Vielmehr wird das Hauptaugenmerk nach wie vor auf den Fall d<1 
mit y< w und somit ® = w, gerichtet sein. 


2# 
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114 Komplexe Darstellung der Bewegung 


Will man den umgekehrten Weg von der Bewegungsgleichung (113.77 
oder (113.9) zum Aufsuchen der Bewegung (113.1) gehen, so erweist sich 
die Einführung komplexer Zahlen mitj = Y— 1 als der imaginären Einheit als 
zweckmäßig. Es werden dann zunächst komplexe Lösungen y(t) von (113.9) 
zur reellen Variablen t aufgesucht, bei denen einfach zu handhabende 
Exponentialfunktionen an die Stelle der unhandlicheren trigonometrischen 
Funktionen treten. Für einen solchen exponentiellen Ansatz 


y=e R2+4y+03=0 (i) 


wird A komplex, und es entstehen zwei Lösungen, 


6) 
Y+ =Aje ? etiet 


mit A, und A_ als willkürlichen komplexen Konstanten. Wegen der 

Linearität der Differentialgleichung (113.9) ist die Summe beider Lösungen 

wieder eine Lösung, und es lassen sich unter Zuhilfenahme der Formeln 
eti*— cos@ +jsin« 

Lee da ge (3) 


= —g sin«= 5; 
die Konstanten A, und A_ leicht so bestimmen, daß y=y,-+ y_ reell 
wird. Das Ergebnis wäre wieder die allgemeine ge- 


dämpfte Schwingung (113.1). 


Hier wird jedoch ein anderer Weg beschritten, der 
sich für die weiteren Betrachtungen als zweekmäßig 
erweist. Es wird nur eine der komplexen Lösungen 
beibehalten, nämlich 

- 3 t jet 


y=y,-4,e e . (4) 


Abb. 114. Veranschau- : 2 ; 
lichung der komplexen Jedem Wert der reellen Variablen t ist ein Punkt 


Zahlen in der Ebene y(t) auf der komplexen Zahlenebene zugeordnet. 
Entsprechend der Abb. 114 und ganz analog zu den 
Formeln (3) werden Realteil und Imaginärteil von y definiert durch 


y=NRey+j9Imy yYRey—jImy 
.y+y* _y-%* (6) 
ie Sa Tg 


Dabei ist y* in (5) als die zu y komplex konjugierte Größe definiert, die aus 
4 hervorgeht, wenn j durch —j ersetzt wird. Unter dem Betrag |y| der 
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komplexen Zahl y wird in der komplexen Ebene ihr Abstand vom Koordi- 
natenursprung verstanden, also 


\y]=VRey)+ (Imy)? = Yy*y. (6) 


Da die Differentialgleichung (113.9) nicht von j abhängt, muß mit jeder 
Lösung y auch y* eine Lösung derselben Gleichung sein. Aus der Linearität 
der Differentialgleichung folgt ferner, daß auch Linearkombinationen von 
y und y* Lösungen sein müssen. In anderen Worten: Ist y(t) irgendeine 
komplexe Lösung der Gleichung, so sind wegen (5) Rey und Im y einzeln 
Lösungen derselben Gleichung. Die Bewegungen des mechanischen Systems 
können daher durch irgendwelche komplexe Funktionen y(t) beschrieben 
werden, von denen Rey den Ort des Massenpunkts zur Zeit t angibt, 
während 9ny zunächst ohne physikalische Bedeutung bleibt. Da ent- 
sprechend (2) und (3) die Lösungen y, und y_ beide den gleichen Realteil 
enthalten, genügt zur vollständigen Beschreibung der Bewegung eine 
Lösung allein, etwa y, in (4). Die beiden willkürlichen Konstanten der 
Lösung sind in der komplexen Zahl A, vereinigt. Mit A, = Ae”’* beschreibt 
der Realteil von (4) 

v ; 
Ney=Ne|lde 2] 
die Bewegung (113.1) des gedämpft schwingenden Massenpunkts. In der 
komplexen Ebene der Abb. 114 ergibt die Darstellung von y(f) in (7) eine 
logarithmische Spirale. Rey stellt dann die Projektion dieser Spirale y(f) 
auf die waagerechte Achse dar. 


— Ace 7 eos(wi—a) (7) 


Eine Schwierigkeit tritt insofern auf, als bei quadratischen Ausdrücken 
in y, wie etwa bei der Energie, die komplexen Größen sich nicht so ohne 
weiteres multiplizieren lassen, da zu den Produkten die physikalisch sinn- 
losen Imaginärteile beitragen würden. Es wird sich aber dafür heraus- 
stellen, daß bei der Bildung wichtiger zeitlicher Mittelwerte die komplexe 
Behandlung wiederum erhebliche Vereinfachungen enthält. 


115 Energiebilanz beim gedämpften Oszillator 


Im Gegensatz zum ungedämpften Oszillator läßt sich beim gedämpften 
Oszillator kein der Energie entsprechendes erstes Integral angeben. Multi- 
pliziert man die Bewegungsgleichung (113.7) mit der Geschwindigkeit 9, 
so wird hier (reelle Größen y und y vorausgesetzt): 


d 5 ; dEit 
77 E + ob] == en = 2yErm. (1) 


Behalten wir für die Energie E den in (112.2) eingeführten Begriff bei, so 
enthält (1) die Aussage, daß die Energie im Zeitablauf stets vermindert 
wird, da wegen y > 0 die rechte Seite der Gleichung negativ definit ist. 
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Dabei erfolgt gemäß (1) die Abnahme der Energie beim Ablauf der Be- 
wegung nicht gleichmäßig, sondern erreicht bei jedem Nulldurchgang 
(y(t) = 0) ein Maximum, weil an diesen Stellen die Geschwindigkeit 3, von 
der die Reibung abhängt, ihr Maximum hat. 

Die durch (1) definierte Energie EZ(t) wird am einfachsten durch Ein- 
setzen der gedämpften Bewegung (113.1) bestimmt. Die unwichtige Phase « 
wird gleich Null gesetzt. 


B)=Z-1°+ 09] 


Ben) 2 ee 2 
(47° ? coswt) + adle : cost) | 


I 


(2) 
Ale?! I(-% coswi— wsin or)" +03 cos] 


m 

2: 

m 

2 
Mm 42,-yi|.2 : [y\2 2 ; 

= A e=? [o5+ yosinot os or + (2) (cos ot sin ot)]. 


Dabei wurde der Zusammenhang w® = wo, — (y/2)? benutzt. Die endgültige 
Bestimmung der Energie gibt 


2 
Ei) = 4er loö+z ro sin2wt +- (4) cos 2@i| h (3) 


Unter der Voraussetzung y®< @® kann 
das letzte, in y quadratische Glied von 
(3) vernachlässigt werden. Die Energie 
schwankt also gemäß (3) periodisch um 
einen Mittelwert m Alwje”?/2, der seiner- 
seits exponentiell mit der Zeit fällt, und 
zwar doppelt so rasch wie die Amplitude 
y(t) der Schwingung. Die Schwankungen 
sind um einen Faktor y/w, kleiner als der 
mittlere Energiewert und rühren, der Dis- 
kussion der Gleichung (1) entsprechend, 
von ‘der ungleichmäßigen Wirkung der 
Reibung her. Nach der in (113.3) definier- 
ten Abklingzeit 7, = 1/y ist die mittlere 
Energie jeweils auf den e-ten Teil ge- 
sunken. 


Abb. 115. Energieverlauf bei : 
der gedämpften nie Die Interessieren nicht die kleinen Energie- 


Schwankungen rühren daher, daß - schwankungen, sondern statt dessen nur 
die en en Isa die Mittelwerte der potentiellen und kine- 
Ara zimum hat. Trotz der j;scnen Energie über mehrere Perioden. 

uß E(t) natürlich ö 
ee nn so bietet die komplexe Darstellung der 


wegen (1) eine monoton fallende : 2 ; 
Funktion bleiben Bewegung y(t) Vorteile. Gemittelt wird 
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zunächst die potentielle Energie über einen Zeitraum T 
Uu> T2 T, (4) 


der groß gegen die Schwingungsdauer 7, aber klein gegen die Abklingzeit r, 
ist, was unter der Voraussetzung schwacher Dämpfung stets möglich ist: 
Die Mittelwertbildung wird durch ein Überstreichen der zu mittelnden 
Funktion angedeutet, also 
t+7]2 
Epot = - ) U Ey = > wi Rey)”. (8) 
t-T12 

Da sich Real- und Imaginärteil von y nur um eine Phase « = z/2 unter- 
scheiden, die für die Mittelung ohne Belang ist, gilt mit .. 


(Re y)? = (Imy)?— e7 [Re y?+ Imy=4 yY *y. (6) 


Mit der komplexen Funktion y(t) von (114.4) berechnet sich der Mittelwert 
der potentiellen Energie daher in sehr einfacher Weise als 


Ba oly'y= older, 0) 


da gemäß Voraussetzung (4) der Exponentialfaktor e””' aus der Mittel- 
wertbildung herausgelassen werden kann und der Rest von y*y nicht mehr 
von der Zeit abhängt. Entsprechend wird der Mittelwert der kinetischen 
Energie: 


(8) 


Im zeitlichen Mittel über mehrere Perioden sind also kinetische und poten- 
tielle Energie gleich groß. Ihre Summe 


E— Ey + Bon = @Ate rt (9) 


ist gleich dem ersten Summanden des Energieausdrucks von (3), da durch 
die Mittelwertbildung gerade-die in Abb. 115 dargestellten Schwankungen 
herausfallen. 


Übungsaufgaben 

11.1. Für die Ladung g an einer Kondensatorplatte im geschlos- 
senen, hier abgebildeten Schwingkreis gelten alle Über- 
legungen zum gedämpften harmonischen Oszillator, wenn 
man g(f) mit y(t) identifiziert. Manleite die Schwingungs- 
gleichung für q(t) und den Energiesatz ab und stelle m, 
Q, 09 Y5 Ta, @, d, E,., und Ey. durch die elektrischen 
Größen dar. 


12 1 Schwingungen tı21} 


11.2. y(t) von Kapitel 11 soll den Drehwinkeleines starren Körpers beschreiben, der um 
eine Achse schwingt. Welche physikalische Bedeutung haben dann die Größen 
m, a und y? 


11.3. Es sind die Integrationskonstanten A und « einer gedämpften Schwingung zu 
bestimmen, deren Anfangswerte y, und %, für Ort und Geschwindigkeit be- 
kannt sind. 


11.4. Bei gegebenen Anfangswerten von Ort und Geschwindigkeit soll die dreidimen- 
sionale Bewegung eines Massenpunktes aus der Differentialgleichung 


mi=—-ar— myi 
bestimmt werden. 


11.5. Man versuche für verschiedene schwingungsfähige Systeme durch Abschätzen 
von a und m die Frequenz zu bestimmen für a) ein Schlüsselbund am Gummi- 
band, b) die Federung eines Autos, c) Elektronen im Atom und d) Ionen im 
Molekülverband. 


12 _ Erzwungene Schwingungen 


Zusammenfassung: Der Einfluß einer in ihrem Zeitverlauf vorgegebenen äußeren 
Kraft X (t) aufeinen Oszillator läßt sich nur dann einfach überblicken, wenn es gelingt, 
K(t) in periodische Funktionen zu zerlegen. Die allgemeine Bewegung besteht aus. 
einem homogenen Anteil mit der Abklingkonstante y, der nach einiger Zeit ver- 
schwindet, und einem inhomogenen Anteil, der stationären Bewegung, die sich nach 
hinreichend langer Zeit herausbildet. 

Ist K‘(t) einfach periodisch mit der Frequenz w, so findet die stationäre Bewegung 
mit der gleichen Frequenz statt. Amplitude und Phase der Bewegung werden durch 
die Eigenfrequenz w, = Ya/m des Systems bestimmt und sind bei geringer Dämpfung 
y<w, in der Nähe der Resonanzfrequenz » = w, empfindlich von » abhängig. Die 
Halbwertsbreite von A? ist Aw=y. Das Verhältnis der Amplituden selbst bei @ = &, 
und &—0 wird als Resonanzüberhöhung p bezeichnet. Es ist g = o,/y = /d. Die Energie- 
bilanz zeigt, daß die äußere Kraft im Zeitmittel Arbeit am Oszillator leisten muß. Diese 
dem Oszillator zugeführte Anregungsenergie wird allmählich durch die Reibung ver- 
braucht. Der Energieumsatz beträgt in der Zeiteinheit N = Z(w) 202/(w? + @})T,, 
während die jeweils im Oszillator befindliche Energie im Zeitmittel E(w) = 
m(w? + 3) A (w)?/4 ist. . 


121 Beschreibung erzwungener Schwingungen 


Während bislang nur die Schwingungen eines elastisch gebundenen 
Massenpunkts behandelt sind, die nach einmaligem Anstoßen, also nach 
Vorgabe von Anfangsbedingungen, selbständig einsetzen und beim Vor- 
handensein einer Dämpfung zeitlich exponentiell abklingen, soll nunmehr 
der Massenpunkt noch einer zusätzlich wirkenden äußeren Kraft K(t) 
unterworfen werden. Der zeitliche Verlauf von K(t) ist fest vorgegeben. 
Das kann bei dem in Abb. 111 dargestellten System etwa dadurch realisiert 
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werden, daß man den unteren Befestigungspunkt z der Feder vertikal 
beweglich macht und z(t) = K(t)/a im Rhythmus der gewünschten Kraft- 
wirkung K(t) variiert. Dann wirkt nämlich am Punkte y nicht mehr die 
Kraft —ay wie bei z = 0, sondern —a(y—2)=—ay+az=—ay-+ Kt). 


Zur elastischen Kraft —ay tritt also noch die willkürliche äußere Kraft 
Kt) hinzu, und die Bewegungsgleichung des Problems lautet, wieder mit 
a= mw, und w, als der „Eigenfrequenz“ des Systems: 


mj=—moy—myy+K() () 


oder in etwas anderer Form, bei der die Differentialoperationen durch 
selbständige Symbole dargestellt sind, 


mtr + alu =KW=matz(ı. er 


@&, symbolisiert hier die Härte der Feder. Im Falle w<w, (w sei die 
Frequenz der äußeren Kraft K (t)) wirkt die Feder wie eine starre Verbindung, 
und es muß also y—z werden. Im. entgegengesetzten Falle o>w, aber 
macht sich die Trägheit der bei y befindlichen Masse dahingehend bemerkbar, 
daß y den schnellen Schwingungen von 2 nicht folgen kann und y == 0 ist. 


Würde zu der in der Klammer von (2) dargestellten Operation eine inverse 
Operation existieren, so könnte man die gesuchte Bewegung y(t) formal 
angeben als 

1 [ « d —ı 
ww at tel Ku. (8) 
Da aber hierüber zunächst nichts bekannt ist, müssen die Lösungen des 
Problems unter speziellen Voraussetzungen für K(t) studiert werden. 


122 Periodisch wirkende äußere Kraft 


Als erstes wird für K(t) eine einfach periodische Kraft angesetzt mit der 
Frequenz w. In komplexer Form also ist 


Kit)=Kod®, . 9 


wobei nur der Realteil von K(t) physikalisch sinnvoll ist. Genauso wird 
aus (1) über die Bewegungsgleichung (121.2) die komplexe Funktion y(t) 
berechnet. Ihr Realteil wird durch den Realteil von X(t) allein beeinflußt 
und beschreibt die erzwungenen Schwingungen des Oszillators, unbeschadet 
der komplexen Rechnung. Für y(t) wird eine Lösung der gleichen Periodi- 
zität wie K(t) angesetzt: 


yi) = Ae’”! Fri (2) 
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‘ 
Beim Einsetzen von (2) in (121.2) kann in diesem speziellen Falle jeder 
Differentialoperator d/dt durch jo ersetzt werden, wie das bereits in (2) 
angedeutet ist. Die Gleichung (121.2) dient dann nur noch zur Bestimmung 
der Konstanten 4: 
ml-o?+joy+o2]A=K,, (3) 


und es ist schließlich s 
1 : = 
W=— -e’+joy+tail'Kü). ( 


Vergleicht man (4) und (2) mit (121.3), so wird der Sinn der dort durch- 
geführten Umformung für periodische Ansätze von K(f) unmittelbar klar. 


Allerdings stellt y(t) nur eine ganz spezielle Lösung der inhomogenen 
Differentialgleichung (121.2) dar, nämlich die stationäre Lösung ohne 
Integrationskonstanten, die sich bei gedämpften Oszillatoren immer ein- 
stellt, wenn man hinreichend lange wartet, bis die durch beliebige Anfangs- 
werte der Schwingung hervorgerufenen Einflüsse mit der Konstanten y 
abgeklungen sind. Die allgemeinste Lösung Y,ıg von (121.2) entsteht aus (4) 
durch Überlagerung einer beliebigen freien Schwingung Yyom: 


Y (ang = Yıtat + Ynom > (5) 


da sich die Lösungen wegen der Linearität der Differentialgleichung über- 
‚lagern können. Bei der formalen Lösung (121.3) ist mit den Differential- 
operatoren wie mit Zahlen gerechnet worden. Aber auch bei Zahlen ist die 
Umkehrung der Gleichung 


AB=(C B=4"!0 (6) 


nur eindeutig, wenn A von Null verschieden ist. Da A dem Differential- 
operator entspricht, dessen Anwendung auf „homogene Lösungen B“ Null 
ergibt, bedeutet das also nur dann Eindeutigkeit, wenn man von homogenen 
Lösungen der Differentialgleichungen absieht. Und bis auf das Hinzutreten 
der homogenen Lösungen ist die der Darstellung (121.3) entsprechende, 
durch (4) gegebene Lösung in der Tat eindeutig. 


123 Diskussion des Bewegungsverlaufs 


Um aus (122.4) den Bewegungsverlauf zu entnehmen, ist der Realteil 
von 4(t) aufzusuchen. Durch Einführung einer Phasenverschiebung 
zwischen den Perioden von Kraft K und Auslenkung y wird (122.4) 


Ko, eat u K,etst-9 


er re a ee en o 
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Die Wurzel im zweiten Ausdruck stellt dabei den Betrag des Nenners im 
ersten Ausdruck dar. Durch Vergleich beider Ausdrücke läßt sich eine 


Bestimmung von 9 erzielen: 
x 2 _ 2 ; 
erie ZCFINYV _ 0089 +jsing 


Y(w3 — 2)? + w?y? 


Ze 
tgp = o—a8' 


(2) 


Nach der ersten der Gleichungen (2) muß 0O< osx sein wegen des posi- 
tiven Imaginärteils wy. Die zweite Gleichung erlaubt bei gegebenen Werten 
von y und w, eine Bestimmung von 9 = 9(w), deren Verlauf qualitativ in 
Abb. 123 wiedergegeben ist. Bei schwacher Dämpfung ist die Phasen- 
verschiebung 

90 für wo 


9-5 für eo, (3) 
y>nr für w>w.. 


Der Übergang von g = 0 auf = erfolgt dabei gemäß (2) um so rascher, 
je kleiner die Dämpfung ist. 


A 

Die durch (1) gegebene undin Afu,) 

Abb. 123 dargestellte Amplitude 
Aw) =|yl)] 


K, 1 
En Vegan rat 


(4) 


weist bei = w, (genauer bei 
& = Yo2—y2/2) ein Maximum 
auf, das um so schärfer ist, je 
geringer die Dämpfung y ist. 
Bei schwach gedämpften Syste- 
men kann daher im Resonanz- 
falle = w, bei sonst gleich- 
bleibender äußerer Kraftampli- 
tude K, die Schwingungsampli- 
tude A(w) Werte erreichen, die 
um ein Vielfaches größer sind 
als die entsprechenden Ampli- 


tuden im statischen Grenzfalle 
&-0. Das Verhältnis dieser Abb.123. Qualitativer Verlauf von Schwin- 

: N Ba gungsamplitude A (w) und Phasenverschiebung 
beiden Amplituden wird bi der P(w) in Abhängigkeit von der Frequenz w der 
Technik als Resonanzüberhö- zußeren Kraft. @, = @, ist die Resonanzfre- 
‚hung o bezeichnet und nach (4) quenz des Oszillators 


w 
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bestimmt: 
se Aa (5) 


Der Zusammenhang zwischen der Resonanzüberhöhung o und dem in 
(113.2) definierten, bei freien gedämpften Schwingungen des gleichen 
Systems beobachtbaren logarithmischen Dekrement d ist nach (113.3) 
En RBB 

0= y —ag° (6) 
In der Grenze verschwindender Dämpfung y — 0 wird o—> x. Da dieser 
Umstand bei mechanischen Schwingungen geringer Dämpfung leicht zur 
Zerstörung des Mechanismus führen kann, spricht man hier von „Re- 
sonanzkatastrophen“. 


124 Energiebilanz 


Die Znergiebilanz bei erzwungenen Schwingungen des harmonischen 
Oszillators wird in üblicher Weise aus der Bewegungsgleichung (121.1) 
bzw. (121.2) gewonnen durch Multiplikation mit der Geschwindigkeit % 
(mit y und y als reellen Funktionen): 


ae + an] = 7RO my. a) 


Im Mittel über große Zeiten 7’ verschwindet die linke Seite von (1), da 
ganz allgemein die Mittelwerte von zeitlichen Ableitungen beliebiger aber 
beschränkter Funktionen f(t) stets verschwinden müssen wegen: 


af _ KN-IO) 
Li Hlast- u 2 = (2) 


Die beiden Glieder auf der rechten Seite von (1) enthalten den Energie- 
austausch über die äußere Kraft y K (t) sowie die Energievernichtung durch 
Reibung —myyj?2. Während letztere negativ definit ist, während also durch 
Reibung stets Energie verbraucht wird, kann je nach der Phasenlage der 
erzwungenen Schwingung jK sowohl positiv als auch negativ sein. Es 
kann also ein System über die äußere Kraft sowohl Energie aufnehmen als 
auch abgeben, je nachdem, ob die Richtungen (Vorzeichen) von y und X (t) 
zur Zeit t gerade gleich oder entgegengesetzt sind. Im Zeitmittel jedoch 
müssen wegen (2) sich beide Terme auf der rechten Seite von (1) zu Null 
ergänzen. Es wird also ständig über die äußere Kraft Energie an das System 
nachgeliefert, die dem System dann wieder über die Dämpfung entzogen 


wird. 
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Über lange Zeiten hinweg kann davon ausgegangen werden, daß sich im 
Oszillator die stationäre Lösung (123.1) eingestellt hat, die Amplitude A (w) 
also den durch (123.4) gegebenen Wert besitzt. Der zugehörige Mittelwert 
der Energie ist 


2 
m +03 


EKo)=zZWH+Ham)= Tg 


2 wa (Ze) 2 


Auch die Energie besitzt also wieder wegen y <<, bei Resonanz ein scharfes 
Maximum. Wegen der großen Amplituden und entsprechend höheren 
Geschwindigkeiten bei der Resonanz wird auch der mittlere Energie- 
verbrauch durch Reibung bei w = w, ein Maximum aufweisen. 


Wird mit N (wo) die im Mittel vom Oszillator aufgenommene und nach 
den Ausführungen des vorletzten Absatzes damit auch die abgegebene 
Energie pro Zeit bezeichnet, so ist 


N(o)=yK()=myy° (4) 


die vom Oszillator aufgenommene sowie verbrauchte Leistung. Zur kom- 
plexen Berechnung von N (w) eignet sich der zweite Ausdruck besser wegen 
seiner quadratischen Form. Mit y aus (123.1) und Verwendung von (3) sowie 
Benutzung von (115.6) ist: 


1 A ES 
Nw)=zmyy*y= zZ myaty*y 


_ 2y@®E(w) 202 E(w) (8) 


w!+w; o+0 % 


Die im Oszillator gerade vorhandene Energie wird bei Resonanz also jeweils 
innerhalb der Abklingzeit r, der Energie (siehe (115.3) und Text dazu) 
umgesetzt. Bei höheren (bzw. niederen) Frequenzen ist der Energieumsatz 
um den Faktor 20?/(w®+ 5) Z 1 höher (bzw. niedriger). 


Die Leistung N (w) ist proportional zu A(w)? und weist das qualitative 
Verhalten von A(w) in Abb. 123 auf. Durch die charakteristischen Größen 
m, a und y des Oszillators wird die Resonanzstelle w, der Funktion fest- 
gelegt. Die Resonanzbreite des Maximums in Abb. 123 wird durch den 
Frequenzabstand Aw zwischen den beiden Frequenzen bestimmt, an denen 
N (w) auf den halben Wert abgesunken ist. Diese Halbwertsbreite Aw wird 
daher ihrer Definition entsprechend aus den Gleichungen 


N(o)=4.N(o,) 0o=09,+240 (6) 
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bestimmt. Dabei wurde die Resonanzfrequenz gleich &, gesetzt, was bei 
dem hier interessierenden Fall geringer Dämpfung stets erlaubt ist. Die 
Bestimmungsgleichung lautet also 


w? _1 0% 
Wizar ar I Fol m 
und vereinfacht sich zu 2 
(® — 0, = y° Totaj . (8) 


Bei kleiner Dämpfung y < w, kann auf der rechten Seite w in guter Nähe- 
rung durch w, ersetzt werden, und es ist 


(9) 


Der Zusammenhang zwischen Resonanzüberhöhung o, Halb wertsbreite Aw 
und logarithmischem Dekrement d ist-dann gemäß (123.6) durch 


N 


o=.4+% Aw=y 


o 7 
rer: (10) 


gegeben. Damit ist das Problem des gedämpften Oszillators unter dem 
Einfluß einer äußeren Kraft von einfacher Periodizität in den Grundzügen 
erschöpfend behandelt. 


125 Beliebige Zeitabhängigkeit der Kraft 


Besteht die äußere, auf den Oszillator einwirkende Kraft aus der Über- 
lagerung zweier periodischer Funktionen mit den Frequenzen w, und @,, 
so Jautet die komplexe Bewegungsgleichung 


d? d ; ; 
mtr +] Kent Ka. () 


Auch hier wird man, ausgehend von irgendeiner Lösung der Gleichung, die 
allgemeinste Lösung durch Addition der bekannten allgemeinen Lösung 
der homogenen Gleichung erhalten, so daß wir uns hier wiederum auf die 
Bestimmung der ‚„stationären‘‘ komplexen Lösung y(t) von (1) beschränken 
können. 


Ein dem Problem angemessener Ansatz zur Auffindung von y(t) wird 
beide Perioden der Kraftfunktion enthalten: 


yl) = Acdant + Ageient (2) 


Dieser Ansatz befriedigt in der Tat die Gleichung (1), wenn man über die 
Konstanten A, und A, entsprechend verfügt. Die stationäre Lösung lautet 


dann: pe Kı ger en E PEN (3) 
m[-o}+jyo, +0] mil-o+jyos+ wi] 
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Auch hier bekommt man wieder die gleiche Lösung durch a der 
formalen Methode (121.3). 

Besteht die Kraft K(t) aus der gig mehrerer (N) Frequenzen, 
so läßt sich das in (1) bis (3) verwandte Verfahren unmittelbar erweitern. 
Der Weg über die formale Lösung (121.3) von Gleichung (121.1) bzw. (121.2) 
soll dabei jetzt nur eine vereinfachte Ausdrucksweise des soeben für zwei 
Frequenzen erläuterten Inhalts darstellen: 


1 [@ d =; 
un letrartell Sr 
K,nI@ d 1, 
elta u (4) 
= a „ Don tjony+ oe. 


Wenn man bei dieser Rechnung das vorher für N = 2 explizit durchgeführte 
Verfahren im Auge behält, die Umformungen (4) also nur im Sinne einer 
Gedankenstenographie verwendet, so geschieht damit mathematisch nichts 
Unerlaubtes, auch wenn prinzipiell die Reziproken von Differentialopera- 


toren natürlich nicht immer einen definierten Sinn haben können. 
Die Bewegung ist somit durch 
N nt 
K, e’ n 
_— (5) 


un Sm m 8 —-@+j0,Y 


in einzelne Kcmponenten aufgelöst, die sich additiv ükerlagern und den 
einzelnen Kcmponenten K, der Kraft zugeordnet sind. Die weitere Unter- 
suchung von Energie und Leistung des durch (5) beschriebenen Bewegungs- 
zustands des harmonischen Oszillators liefert nichts physikalisch Neues, 
so daß an dieser Stelle darauf verzichtet werden kann. 

Damit, ist gezeigt, daß die Bewegung eines Oszillators unter äußerer, 
zeitabhängiger Kraft in einzelne, einfach ükerschaubare Bewegungselemente 
aufgelöst werden kann, falls es möglich ist, den zeitlichen Verlauf der Kraft 
durch eine Überlagerung periodischer Funktionen darzustellen. Die Frage, 
ob und inwieweit so etwas grundsätzlich immer möglich ist, führt auf das 
Problem der Zerlegtarkeit einer beliebigen Funkticn in periodische Bestand- 
teile. Sie wird in den beiden Kapiteln 13 und 14 über Fourızrsche Reihen 
und Integrale in positivem Sinne beantwortet und in einer Form, die den 
weiteren Entwicklungen angepaßt ist, ausgeführt. 


Übungsaufgaben 


12.1. Man übertrage die Überlegungen von Kapitel 12 auf 
den abgebildeten Schwingkreis. Bei g(t)= y(t) wie in 
Aufgabe 11.1 spielt U(t) die Rolle der äußeren 
Kraft. 


1% 
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12.2. Für ein gedämpft schwingendes System sei das Amplitudenverhältnis 
n= A(w)/A(0)=n(£) mit &=w/w, zu bestimmen, wobei n(l)=g=1,0; 1,5; 
2,0; 2,5; 5,0 an der Stelle &,=1 vorgegeben sei. Man diskutiere an Hand 
einer Zeichnung die Lage der Maxima von n in Abhängigkeit von & und og. 


13  Fovriersche Reihen 


Zusammenfassung: In einem endlichen Intervall der Länge T wird eine 
komplexe Funktion y(t) vorgegeben, die durch eine Überlagerung % periodischer 


Funktionen €” mit den Koeffizienten c,/T angenähert werden soll. Ohne Ein- 
schränkung der Werte von y im Intervall T reicht eine Beschränkung der Frequenzen 
o, = (2r/T)n auf ganzzahlige n aus. y wird durch 5 maximal angenähert, wenn die 
Koeffizienten c, bestimmt werden durch c„ = f dte’®»!y(t). Unter sehr allgemeinen 
Voraussetzungen läßt sich y=y erhalten, sobald alle Frequenzen w, mit n =(, 
+1, ....+® an der Darstellung beteiligt sind. 

Als für physikalische Überlegungen sehr wichtige Funktion wird die ö-Funktion 
studiert, die ihrer anschaulichen Bedeutung nach die Massendichte eines Massen- 
punktes mit der Gesamtmasse m = 1 repräsentiert. Zur Vermeidung mathematischer 
Schwierigkeiten ist ö(t) stets durch eine Funktion ö,(t) von der sehr geringen Breite e 
und weitgehend beliebigem Verlauf (Abb. 133) zu ersetzen. Nur wenn über d-Funk- 
tionen integriert wird, darf im Anschluß an die Integration zur Grenze e>0 über- 
gegangen werden. 


131 Problemstellung 


Das am Schluß des letzten Kapitels aufgeworfene Problem der Zerleg- 
barkeit von Funktionen in periodische Bestandteile soll in diesem Kapitel 
vom rein mathematischen Standpunkt aus zunächst für ein endliches Zeit- 
intervall behandelt werden. Erst im nächsten Kapitel wird die Betrachtung 
auf ein unendliches Intervall ausgedehnt. Wegen der besonderen Übersicht- 
lichkeit und der einfachen Rechnungsweise wird auch hier die komplexe Be- 
handlung beibehalten. y(t) sei daher eine beliebige komplexe Funktion 
der reellen Variablen ti, die in einem Bereich — T/2 <t<s+-T/2 beliebig 
vorgegeben ist: 


yyl) n - sitz. ) 

Diese Funktion y soll durch eine sogenannte Fourıkrsche Reihe / 
30=-% ment Cn &y beliebig (2) 
angenähert werden. Die voneinander verschiedenen Frequenzen o, können 


zum Zweck dieser Annäherung beliebig reell gewählt werden, während ihre 
zugehörigen Koeffizienten aus später ersichtlichen Zweckmäßigkeits- 
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gründen mit c,/T bezeichnet, beliebig wählbare komplexe Zahlen sind. Das 
Problem besteht nun darin, zu untersuchen, unter welchen Voraussetzungen 
y(t) durch %(f) approximiert werden kann, und weiter, wie die Frequenzen 
@, und Koeffizienten c, zu wählen sind, damit $=y wird. Die Zerlegung 
reeller Funktionen in einfach periodische Komponenten ist dann nur ein 
Spezialfall des durch (1) und (2) gegebenen Problems. 


Der allgemeinen Behandlung vorweggenommen sei der einfache Fall einer 
Schwingung f(t) der Frequenz w, deren Amplitude mit einer Een 
Au <  moduliert ist: 

ft)=4cosAwt-cosot. (3) 


Die Funktion fit) kann als Realteil einer Funktion 
y(t) = Ad®! cos Amt Ney=f (4) 
aufgefaßt werden, die ihrerseits mit (114.3) dargestellt wird durch 


y()= $ [ee rdot 4 w-dol], (5) 


Damit ist die Zerlegung aber auch bereits vollzogen. Die amplitudenmodu- 
lierte Schwingung besteht aus der Überlagerung zweier Komponenten 
mit den Frequenzen ® + Aw und den gleichgroßen Koeffizienten A/2. 


Bei der Behandlung des allgemeinen Problems wird ınan ebenso wie 
in (3) bis (5) einfacher zu Lösungen gelangen, wenn man es mit sich peri- 
odisch wiederholenden Vorgängen zu tun hat. Die Funktion y(t) ist gemäß (1) 
nur im Intervall zwischen — 7/2 und + 7/2 definiert, die Funktion 5 (t) 
auch außerhalb des Intervalls. Da das Problem 7— y nur im Intervall 
zu lösen ist, ist die Lösungsfunktion 5 außerhalb des Intervalls immer - 
noch beliebiger Werte fähig, die die Richtigkeit der Lösung nicht beein- 
trächtigen, wohl aber den Größen w, und c, von $(f) = y(t) noch einen 
gewissen Spielraum-lassen. Über diese verbliebene Willkür in der Wahl 
der Koeffizienten wird — zur einfacheren Rechnungsführung — durch 
die Forderung verfügt, daß sich der Funktionsverlauf von f{t) jeweils in 
Abständen der Intervallänge 7’ wiederholen soll: 


JE+T)= I). (6) 
Diese Periodizitätsforderung für (1) läßt unter den wählbaren Frequenzen 


«, des Ansatzes (2) nur eine gewisse Auswahl zu, nämlich alle Frequenzen 
mit der Eigenschaft 


"einlt we eiünt, (7) 
Iso: 
oa &T=0, +22, +4n,... 
nn mit n=0, +1, +2,...,+N. (8) 


3. Macke, \ellen, 2. Aufl. 
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Das Problem 5 = y kann also im gegebenen Intervall der Länge T durch 
einen Ansatz (2) zu lösen versucht werden, dessen sämtliche Frequenzen w, 
positive und negative Vielfache einer Grundfrequenz &, = 2n/T sind. 
Bis zu welchen Zahlen N der Index n notwendig aufzusummieren ist, 
bleibt dabei noch offen. 


132 Die Bestimmung der Fourızrkoeffizienten 


Die nächste Aufgabe gilt der Bestimmung der Koeffizienten c,, über 
die in zweckentsprechender Weise so zu verfügen ist, daß y(t) durch %(t) 
möglichst gut approximiert wird. Die Forderung nach möglichst guter 
Approximation kann etwa quantitativ so formuliert werden, daß man 
das Absolutquadrat der Abweichung 7—y über alle Teilintervalle dt 
aufsummiert und verlangt, daß diese, nur aus positiven Beiträgen be- 
stehende (infinitesimale) Summe J 


z 
Rz 
2 


J= [wlso-vor- al, BR “ty 00 


= 


| 3 


durch geeignete Wahl der Koeffizienten c, zu einem Minimum gemacht 
wird. Ist dann der so aufgesuchte Minimalwert Jym = 0, so ist wegen der 
positiv definiten Form des Integranden die Gewähr dafür gegeben, daß 
die Abweichungen 7—y in allen Teilintervallen einzeln verschwinden. 


Bei dieser Vorschrift zur Bestimmung der Koeffizienten c, sind still- 
schweigend zwei Voraussetzungen über die zu zerlegende Funktion y(t) 
gemacht, die im folgenden als notwendig angesehen werden und den 
im Sprachgebrauch oft verwandten (wenngleich nicht immer ganz klaren) 
Begriff der „physikalisch vernünftigen Funktion‘ definieren: 1. Die Funk- 
tion y(t) muß im vorgegebenen Intervall absolut-quadratisch integrierbar 
sein. 2. Die Funktion y(t) muß durch ihre Angabe in den Teilintervallen dt 
bereits hinreichend definiert sein. Denn nur unter diesen Voraussetzungen 
läßt sich aus dem eventuellen Verschwinden des Integrals (1) der Schluß 
ziehen, daß auch die im Integranden stehende Funktion 9— y selbst 
verschwindet, 7 und y also gleich sind. Zur zweiten Voraussetzung genügt 
es durchaus zu verlangen, daß y(t) wenigstens stückweise stetig sein soll. 
Als Beispiel für eine Funktion y, die der zweiten Voraussetzung nicht 
genügt, kann y durch die Vorschrift definiert werden, daß y(t) = 1 für 
alle rationalen Zahlen t sein soll und y(t) = 0 für alle irrationalen Zahlen. 
Wegen der höheren Mächtigkeit der irrationalen Zahlen würden dann 


ı 
nämlich alle Integrale f dty(t) verschwinden, da y(f) sich unter dem. 
r 
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Integral genauso verhält wie die Funktion y(t)=0 (für alle Zahlen, 
einschließlich der rationalen). 9(t) würde also die gegebene Funktion %(t) 
nicht approximieren. 


Zur Berechnung der Koeffizienten c, muß zunächst das Integral (1) 
ausgewertet werden: 


= [alsgerm- yo) [2F ey] 
u 


2 
* 
J= 2 Se dt ei (m IT =[ate- amt y(t) (2) 


fatal 


Der erste Term in (2) enthält ein Integral, das in dimensionsloser Form 
zweckmäßig mit ö,„,„ bezeichnet wird: 
T 


a, 
u} 


nn | dt ei(om- ondt == gm -un)t, (3) 


Bei m = n und infolge (131.8) somit &, = @, ist 6, trivialerweise gleich 1. 
Bei mn dagegen wird 


ö 1 1 Fre mA = m Dr 
ae ge Tal 
T Kom — ) (4) 
eTitm-n) _ e-Tilm-n 0 
T j(on— @,) i 


Dieser Ausdruck verschwindet wegen der Ganzzahligkeit von m und n, 
und es gilt zusammenfassend für alle ganzzahligen m und n 


Dieses sogenannte KRONECKERsymbol ö,,, wird sehr oft zur Abkürzung 
bei irgendwelchen Summationen verwandt und vereinfacht den ersten 
Term von J aus (2) zu einer einfachen Summe 


+N E . 
= 3 [eton—ct Atos y)—cn[dteiont y(e)| a (6) 
n=-N s 5 
Der vierte Term von (2) ist nur angedeutet, da er unabhängig von den c, 
und daher für die weitere Rechnung ohne Belang ist. 
ar 
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Nunmehr soll J unter Variation der c, zum Minimum gemacht werden. 
Das kann durch unabhängige Variation der Real- und Imaginüärteile von ce, 
geschehen: 

J=J (ch, 9) = Ian —Ißn: An + Ißn) 
Ann + 6%, Bn-> Bat Oßn- 
Die Variation von J ergibt, der Abhängigkeit von x, und ß, entsprechend, 


öJ 
öct 


öJ öJ .[öJ 5J 
- 55 = | On ibn Su | dB. 
Soll also 6.J/ bei willkürlichen Variationen öx, und öß, verschwinden, 
so muß nach (8) 


M) 


6J = (an On) + (to) 


(8) 


I, II 
de, der 
sein. Diese in (7) bis (9) durchgeführte Schlußweise zeigt, daß beim Auf- 
suchen der Extremwerte einer komplexen Funktion J die Bedingungen 


ih ee en (10) 


ck Öc, 


= (9) 


zu erfüllen sind, genauso als wären c, und c* zwei voneinander unabhängige 
Variable und nicht komplex konjugiert zueinander. Diese Schlußweise 
wird sich bei anderen Minimalproblemen der Physik überall dort wieder- 
holen, wo die Variation komplexer Größen eine Rolle spielt. 


Hier ergibt die Variation von J in (6) über die 


1 


8I= Str Ich = Zöerln—[dtertyw]. (11) 


J wird also zum Minimum bei 
6J=0 en = [dteien'yie). (12) 


Da nämlich die öc* voneinander unabhängig sind und beliebig gewählt 
werden können, ist es möglich, alle bis auf eines gleich Null zu setzen. Führt 
man das für alle Werte von n durch, so folgt, daß jedes Glied der Summe 
für sich verschwinden muß. Die Variation von (6) über c, führt auf die zu 
(12) konjugiert komplexe Gleichung, liefert also nichts Neues, wie auch 
nichts, was zu (12) im Widerspruch stünde. 


Bislang ist somit gezeigt worden, daß eine beliebige, durch (131.1) 
gegebene Funktion y(t) mit Hilfe eines Ansatzes der Form (131.2) und 
der Eigenschaft (131.6) am besten approximiert wird, wenn die Koeffi- 
zienten c, der approximierenden Funktion %(t) nach Gleichung (12) aus 
der Funktion y(t) bestimmt werden. In diesem Sinne stellt (12) eine not- 
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wendige Bedingung dar für die Annäherung einer Funktion y(f) durch 
eine Fovriersche Reihe $(t). Inwieweit die durch (131.2), (131.8) und (12) 
gegebene Annäherung auch hinreichend ist für die exakte Wiedergabe 
von y durch %, hängt von der Anzahl N der ausgewählten Frequenzen ab 
und bleibt noch zu untersuchen. Man kann bei dieser Untersuchung nach 
den Bedingungen fragen, unter denen Jy; verschwindet. Man kann aber 
auch einen anderen Weg wählen, der hier eingeschlagen werden soll. 


Wenn die periodischen Funktionen nämlich ein vollständig abbildendes 
Funktionensystem ergeben, müssen sie zwischen der gegebenen Funktion 
y(t) und dem Koeffizientenschema c, der Fourikzrreihe eine umkehrbar 
eindeutige Zuordnung vermitteln. Aus der gegebenen Funktion y(t) folgen 
eindeutig nach (12) die Koeffizienten c,, während die c, ihrerseits gemäß 
(131.2) eine Funktion 5 aufbauen, die im Falle der Vollständigkeit der 
. Abbildung mit y identisch sein muß. Durch Zusammenfassung von (12) 
und (131.2) unter Elimination der c, erhält man den direkten Zusammen- 
hang zwischen y(f) und At) in der Form 


3) = [ar ey —)yW) 


+ 1 +N (13) 
AÜ)= 23 ze = erion! 
n=—N N 


mit einer sogenannten Grernschen Funktion G,. Das Vorzeichen im 
Exponenten von Gy ist willkürlich, weil mit jedem », auch „= —w, 
in der Summe auftritt. Demgegenüber definieren wir die identische Ab- 
bildung einer Funktion y auf sich selbst durch eine Greexsche Funktion 


ö (’ —t) mittels y(i) — [dr öl — i) y(t) (14) 


und fragen, indem wir (14) als eine Definitionsgleichung dieser ö-Funktion 
auffassen, nach den Eigenschaften einer solehen Funktion 6, die die Glei- 
chung (14) für beliebige (‚physikalisch vernünftige“) Funktionen %(t) 
erfüllt. Anschließend läßt sich dann die Frage untersuchen, ob und unter 
welchen Voraussetzungen die in (13) definierte Funktion @, diese Eigen- 
schaften besitzt. 


133 ö-Funktionen 
Im letzten Abschnitt ist in (132.14) durch die Gleichung 
yo) = [ar öt—)y() (ı) 
eine Funktion ö( —t) definiert worden mit der Eigenschaft, daß die 
Integralgleichung (1) durch beliebige Funktionen y erfüllt wird. Aus der 
Betrachtung von (1) für spezielle Funktionen y lassen sich die Eigenschaften 
der ö-Funktion ablesen. 


26 1 Schwingungen [138] 


Ist y(t) = 1 für alle Werte von t, so folgt aus (1): 
+00 
fwösh=1. (2) 


Da weiter zwischen y(t) und y(f’) für ’ +t keinerlei Zusammenhang be- 
steht, muß 
öt)=0 für !+0 (3) 


sein. Weil die 6-Funktion nicht nur y(f’) in y(f), sondern auch y(—’) 
in y(—t) abbilden muß, ist sie symmetrisch, und es gilt 


d(—1)=Öö(+t), (4) 


wie man sich an Hand von Gleichung (1) leicht überzeugt. Da die beiden 
Eigenschaften (2) und (3) auch hinreichend sind, um eine Funktion ö 
mit der Eigenschaft (1) zu bestimmen, können sie auch gemeinsam zur 
Definition der 6-Funktion an die Stelle der Gleichung (1) treten. Ob diese 
Gleichungen jedoch mathematisch mitein- 
' Slt-t) ander verträglich sind, bleibt allerdings noch 

zu untersuchen. 


yW Der anschauliche Inhalt der Gleichungen (1) 
bis (4) ist in Abb. 133 wiedergegeben. Die 
Funktion ö(f’ —t) verschwindet überall und 
hat nur in der Umgebung von ’=t ein 
scharfes Maximum, so daß zum Integral (1) 
nur eine kleine Umgebung von !’=t bei- 
trägt. Wegen der Normierung (2) von ö(f) 


f bedeutet die Integration (1) daher eine Mit- 
Abb. 133. Wirkungsweise der telung der Werte von y(t!’) um eine sehr kleine 
ö-Funktion in (1) Umgebung von t, in einem Bereich also, in 


dem y (t’) als konstant angesehen werden kann. 


Mathematisch betrachtet, ist 5(t’) eine uneigentliche Funktion, da die 
Definitionsgleichungen (2) und (3) zueinander im Widerspruch stehen; 
denn ein einzelner Punkt, nämlich ”=0 kann kein endliches Integral 
liefern, und es hat in der Mathematik erst einer Umdefinition des Funk- 
tionenkörpers bedurft, um die ö-Funktion logisch widerspruchsfrei darin 
einbauen zu können (ScHhwArtzsche Theorie der Distributionen). 


Dagegen lassen sich ohne weiteres wohldefinierte Funktionen ö,(t) 
angeben, die in der Grenze e > 0 in die durch (2) und (3) definierte sinn- 
lose Funktion übergehen. e kann dabei als Maß für die Breite angesehen 
werden, auf der ö, von Null verschieden ist. Da im Limes ohnehin zu ver- 
schwindender Breite übergegangen wird, kommt es auf die spezielle Form 
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von ö, nicht einmal an. ö, kann durch eine Rechteckfunktion definiert 
werden: 


1 € € h 
_ für ——_ en 
lie ar (6) 
0 sonst, 
aber auch durch eine spitze Exponentialfunktion 
5 ı _& 
=, (6) 
sowie durch eine Glockenkurve in der Form 
x 1 " 2 % 
ine 7 
= ze m 
oder 
1 € 
0-1 (8) 


Alle diese verschiedenen Definitionen von ö, erfüllen die Normierungs- 
bedingung (2) und in der Grenze e> 0 auch die Bedingung (3). Wenn 
daher ö(t) auch keine Funktion im eigentlichen Sinne darstellt, so kann 
man Jer Gleichung (1) trotzdem einen wohldefinierten Sinn beilegen. 
Denn wenn der Grenzwert lim ö, = ö selbst auch nicht existiert, so be- 


e—0 

kommt man doch ein vernünftiges Ergebnis, wenn man im Sinne der an- 
schaulichen Bedeutung von Abb. 133 ö(t) in (1) ersetzt durch eine der 
Funktionen 6, von (5) bis (8) und erst nach Durchführung der Integration 
zur Grenze e — 0 übergeht. In diesem Sinne ist ö(t) dann zwar keine eigent- 
liche Funktion, sie gibt aber eindeutig an, wie bei nachfolgenden Inte- 
grationen zu verfahren ist. Gleichung (1) ist demnach nur als eine ab- 
gekürzte Schreibweise der Gleichung: 


| y() = lim [dr ö,(#— 1) y(e) | (9) 
e—>0 


Die Wirkungsweise der 6-Funktion soll an einem Rechenbeispiel erläutert 
werden. Es wird die spezielle Funktion y (t) = at? verwendet und das zuge- 
hörige Integral 


aufzufassen. 


+00 
Yo= [ aröW@—Nyl) (10) 


berechnet. Mit dem Ansatz (5) erhält man 
t+e/2 n r 
ga N fg 
Y()= / di Zr?= 3 (+3) ( >). (11) 


t- e/2 
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woraus sich in der Grenze e-0 wieder die ursprüngliche Funktion at? 
ergibt. Mit der Form (6) der ö,-Funktion wird 


et} ie 


4.00 
BR; a Se 2 —_ 2 € ” 2 
= f dt’e nt. ef dire © (i"0) 


0 I +00 in 
| Java ("+n? + [are B Forte (12) 
=, Het — 21420) + (ef? +24 20°)]= (+ 20°) 


und in der Grenze e > 0 wiederum at?. Entsprechendes erhält man mit dem 
Ansatz (7) und (8). In allgemeinster Form läßt sich das Integral (10) durch 
Übergang zur Variablen {” =!’ —t behandeln. Zunächst wird 


Yo) = far”ö.(")ye-+t”). (13) 


Da die 6,-Funktion im Integral (13) aber nur Beiträge in der Umgebung 
von {” —0 liefert, darf die Funktion y unter dem Integral entwickelt werden, 
und es wird 

yr2 


Ya = [ars vo +r (+ 2 (5), a0 ]: 0 


Der erste Term von (14) liefert y (t) wegen (2). Alle übrigen Terme liefern 
nur Beiträge, solange der Übergang e— 0 noch nicht vollzogen ist. In der 
Grenze € — 0 verschwinden sie, weil dann die ö-Funktion nur an der Stelle 
t’’=0 von Null verschieden ist, an dieser Stelle jedoch t” und höhere 
Potenzen verschwinden. 


Verwendet man die ö-Funktionen im Sinne von (9), so kann man 
sich in physikalischen Gleichungen, die ja immer das Naturgeschehen 
nur jeweils in einer ganz bestimmten Größenordnung beschreiben wollen, 
den direkten Grenzübergang zumeist sparen. Die Hauptsache ist, daß e 
so klein gewählt wird, daß es vernachlässigbar wird gegenüber allen in 
dem gleichen Problem noch auftretenden Größen von der gleichen Di- 
mension. Die Massendichte „(t) eines „Massenpunktes“ bei r=r, mit 
der Masse m kann so beschrieben werden durch 


uk)=mölt— 1), (15) 

wobei unter ö(t—r,) das Produkt der drei Funktionen 
ölt— 1) = 6(x — x) 6 (y — Yo) d(2—%o) (16) 
zu verstehen ist. Auch hier sind unter den ö-Funktionen in (15) und (16) 


ö,-Funktionen zu verstehen, in denen & ein Maß für die Ausdehnung der 
Massenverteilung ist. Auf jeden Fall ist dabei & klein zu wählen gegen die 


1134] 13 Fouriersche Reihen 29 


Dimensionen, in denen etwa die Bewegung dieses „‚Massenpunktes“ statt- 
finden soll. Beim Raumintegral 1 do mit do = dxdydz dagegen kann 
zur Grenze e — 0 übergegangen werden. Die Gesamtmasse von (15) ist 
natürlich m. 


134 Vollständigkeit des Funktionensystems 


Nach diesen allgemeineren Ausführungen über ö-Funktionen, die bei 
den einzelnen Wellentheorien noch eine erhebliche Rolle spielen werden, 
soll die Frage nach der vollständigen Approximierbarkeit von Funktionen 
y(t) durch Fovriersche Reihen Y(t) in einer mehr anschaulichen Form 
wieder aufgegriffen und beantwortet werden. Nach Gleichung (132.13) 
und (132.14) ist diese Abbildung dann vollständig, wenn 9 = y ist, wenn 
also die in (132.13) auftretende Funktion G,„(f) die besprochenen Eigen- 
schaften einer ö-Funktion hat. Die der Gleichung (133.2) entsprechende 
Normierung besitzt die Funktion @,(t) ebenfalls in dem hier zugrunde 
gelegten Intervall. Denn es ist mit den Formeln (132.3) und (132.5) 


T 
2y 


+N, 1 j “+N 
[ ara, = 3 Zrfdteie = 28,1, a) 
Sp ne—N 


n=—-N 


+ 


2 
Im übrigen läßt sich @,(t) durch Kosinusfunktionen darstellen und ist 
reell: 


aM N 
G,)= - k ++ er -z|ı + 2.2; 008 an| (2) 


Diese Funktion hat den durch Abb. 134 wiedergegebenen Verlauf. Eine 
andere Darstellung von Gy erhält man durch Berücksichtigung von ©, = on 
und Aufsummation der exponentiellen 
MU) Bestandteile von (2) als geometrische 

Reihe. Aus (132.13) wird dabei 


+N 


N: 4, 
Exit) == 2 T elent 
n=—-N 
rt a 
Fun F Przii (3) 


Nn=( 
REN 1— er N+D 


: T 
Mit o, = 2n/T entsteht also: 


1 sin2N+1)nt/T 
Ex) . 


Abb. 134. Darstellung der Funktion m... 
or sin nt/T 


Gy, =6, mit e=T/2nN 


(4) 
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In der Nähe von t — 0 hat diese Funktion die Form einer Glockenkurve: 


9-4 [ex+ 1 ran ara) Fe (6) 


In größerem Abstand vom Ursprung löschen sich die verschiedenen Fre- 
quenzen w, von (2) „durch Interferenz‘ gegenseitig aus. Je größer die Zahl 
N der verwendeten Frequenzen ist, um so ausgeprägter ist: nach (4) das 
Maximum bei ti = 0 und um so stärker ist die gegenseitige Auslöschung bei 
it +0. Sieht man den Abstand der beiden ersten, durch sin(2N + 1)z!/T=0 
gegebenen Nullstellen rechts und links von t = 0 als Maß 2e für die Aus- 
dehnung der Funktion an, so ist (2N + 1)n2ne/T = 2n, und für große N 
gilt e= T/2xN. Die in (132.13) definierte Funktion @, hat also im ge- 
gebenen Intervall durchaus die gleiche Bedeutung wie eine der durch 
(133.5) bis (133.8) definierten Funktionen ö,, und es gilt 

Erd, (t) e= 21a N 

lim Gy(t) = lim, (t) = öft). 

No e>0 
Die besondere Eigenschaft dieser Funktion besteht lediglich darin, daß 
sie sich gemäß (131.6) mit der Periode 7’, also außerhalb des betrachteten 


Intervalls, periodisch wiederholt. Im Grenzfall N — oo geht sie im Inter- 
vall zwischen —T/2 und + T/2 in die d-Funktion über. 


Betrachtet man unter diesen Voraussetzungen Gleichung (132.13), 
so folgt daraus, daß = y wird, wenn man zur Grenze N — oo übergeht. 
In anderen Worten: Eine beliebige Funktion y(t) kann beliebig gut durch 
eine Fourıkrreihe dargestellt werden, wenn man nur hinreichend viele 
hohe Frequenzen zur Darstellung mit heranzieht. Die Konvergenz dieser 
Entwicklung soll hier nicht näher untersucht werden. Netürlich konver- 
gieren die Reihen ganz allgemein um so rascher, je glatter — und damit 
je ärmer an „Obertönen‘“ -— der darzustellende Funktionsverlauf ist. 


(6) 


135 Zerlegung reeller Funktionen 


In der Praxis haben wir es meist mit Funktionen y(t) zu tun, deren 
Realteil allein eine physikalische Bedeutung hat. Es ist daher die Frage 
nach der Fovrrerzerlegung des Realteils von y(t) allein berechtigt. Die zu 
y(t) gehörige Fourızrsche Reihe f(t) ist, wie bislang, durch die Angabe 
aller c, in 


+80 c ‘ 

= He 0) 
00 

bestimmt. Der Realteil von (1) läßt sich darstellen in der Form 


Reg Rec + (ment ne). 2) 
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Unter Berücksichtigung von Re y = Ne y* wird daraus: 
oo 
Rey= Re B +2 (mn +c%n) om ; (3) 


so daß sich schließlich mit den Definitionen 
B,=Nec, Be ’r—c,+ cn (4) 
eine Darstellung von Re % durch Kosinusfunktionen ergibt: 


Ney= = B + IB 008 (wyt — 2] . (5) 


In dem besonderen Falle, daß y eine rein reelle Funktion ist, müssen 
die Koeffizienten c, der Bedingung c_„= c* unterliegen, und es gilt in 
diesem Spezialfall der einfache Zusammenhang 

Bo = 60 = reell B,ner— 2c, (6) 


zwischen den Koeffizienten von (1) und (5). Die anschaulichen Beispiele 
und physikalischen Anwendungen zu diesem Abschnitt werden erst im 
nächsten Abschnitt behandelt, nachdem die etwas willkürliche Beschrän- 
kung auf endliche Intervalle 7’ fallengelassen sein wird. 


Übungsaufgaben 


+00: 
13.1. Die Normierungsvorschrift f dtö(t)=1 ist für die durch (133.5) bis (133.8) 
— 0 
gegebenen ö,-Funktionen als gültig nachzuweisen. 

13.2. Gegeben sei die trigonometrische Reihe 
Y ; 

yy=2 F(-le-i Be 

n=1 n 


Wie sehen die sich für N=1, 2, 3... & ergebenden Kurven im Bereich 
—_nr<t<+n aus? 


13.3. Wie lautet die Fouriskzerlegung folgender, für -a<t<+r gegebener 


Funktionen: 
a) y=t, c) y=1'signt, 
b) y=|t|, d) y=|sint| 


Mit sign t (lat. signum) ist das Vorzeichen von t gemeint. 


14  Fovuriertransformationen 


Zusammenfassung: Der Frequenzbegriff ist nur für endliche Zeitintervalle 7' 
definiert. Je kürzer das betrachtete Zeitintervall 7 ist, um so unbestimmter sind die 
Aussagen über das Frequenzspektrum einer Funktion. Für T und die Frequenz- 
unbestimmtheit Aw gilt die Relation 

do-Tz1. 
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Diese Unbestimmtheit macht sich bei Fouritrreihen im Auftreten diskreter Fre- 
quenzen w, bemerkbar. Bei Frequenzmessungen mit harmonischen Oszillatoren über- 
nimmt die Abklingzeit t, die Rolle von 7 und’die Halbwertsbreite Aw der gemessenen 
Frequenzkurven die Rolle der Frequenzunbestimmtheit. 

Bei der Zerlegung aperiodischer, auf der ganzen Zeitachse gegebener Vorgänge ist 
die Wahl von 7 ziemlich willkürlich. Eine willkürfreie Beschreibung des Frequenz- 
spektrums entsteht in der Grenze T—o. In dieser Grenze geht die FouRIersche 
Reihendarstellung in die Fourizrsche Integraltransformation (Abschnitt 143) über. 
Nicht quadratisch integrierbare Funktionen lassen sich ebenfalls nach FOURIER zer- 
legen, wenn sie durch Hinzufügen eines Konvergenzfaktors e”°! quadratisch integrier- 
bar gemacht werden können. FouriErintegrale lassen sich häufig mit funktionen- 
theoretischen Mitteln einfach auswerten. Die LArLacktransformation geht aus der 
Fovrrertransformation durch einen einfachen Wechsel der Variablen hervor. 


141 Physikalische Bedeutung der Fourızrzerlegung 


Die durch (131.1), (131.2) und (132.12) beschriebene Zerlegung einer 
Funktion in ihre periodischen Komponenten ist ein Prozeß, der in der 
Physik durch Natur und Experiment in mannigfaltigster Weise realisiert 
wird. Jeder harmonische Oszillator hat nach Kapitel 12 die Eigenschaft, 
unter dem Einfluß erzwungener Schwingungen aus der willkürlich vor- 
gegebenen Funktion X(t) mit den Fourszrkoeffizienten K, gemäß (125.5) 
diejenigen Komponenten verstärkt herauszusieben, deren Frequenzen w, 
in der Nähe seiner Resonanzfrequenz liegen. 


Nach (125.5) wird dabei X (t) in eine Funktion y(t) transformiert, deren 
Fovrıerkomponenten sich von denen der Funktion K(t) jeweils um 
Faktoren m! [02 — ®2 +50@,y]”' unterscheiden, deren Betragsquadrate 
nach Abb. 123 bei Frequenzen ®, = w, ein scharfes Maximum von der 
Halbwertsbreite Aw = y = 1/t, gemäß (124.9) aufweisen. Aw ist dabei 
ein Maß für die Ungenauigkeit, mit der eine Frequenzbestimmung durch 
den betreffenden Oszillator behaftet ist. Diese Ungenauigkeit Aw ist mit 
der Dämpfung y identisch und gleich dem Reziproken der Abklingzeit r,. 


Die Fourızranalyse, die ein solcher Oszillator an der Versuchsfunk- 
tion X (t) durchführt, kann mit den mathematischen Formulierungen von 
Kapitel 13 verglichen werden. Dort wird die Analyse über einen Zeitraum 7 
durchgeführt und liefert eine Zerlegung in Frequenzen vom Abstand 
941% = 2n/T. Eine genauere Festlegung der Frequenzen ist nur bei 
gleichzeitiger Ausdehnung der Analyse über einen größeren Zeitraum 7 
möglich. Man vergleiche die beiden Beziehungen 


1 2 
Ao=y=-- un (1) 
> 
und berücksichtige die Tatsache, daß r, nach (124.5) bei Resonanz ein 
Maß für die Aufenthaltszeit derjenigen Energie im Oszillator ist, welche 


durch X(t) von außen zugeführt wurde. 
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Man sieht in (1), daß diese Aufenthaliszeit 7, offenbar ein Maß für das 
Zeitintervall T' ist, über das die Frequenzanalyse im Oszillator durchge- 
führt wird, und daß so, wie 7’ eine Frequenzunbestimmtheit 2x7/T bewirkt, 
die Aufenthaltszeit 7, in ganz analoger Weise eine Frequenzunbestimmtheit 
zur Folge hat, die durch die Halbwertsbreite Aw = 1/r, gegeben ist. 
Will man die Frequenzaussiebung verfeinern, so ist es nötig, einen Os- 
zillator mit kleinerer Halbwertsbreite Aw zu wählen, der also eine geringere 
Dämpfung y aufweist und in dem sich die von außen zugeführte Energie 
eine längere Zeit 7, = 1/y aufhält. Will man die mathematische Analyse 
einer Funktion verfeinern, so ist es ebenfalls nötig, die Intervallzeit 7' 
auszudehnen, über der die Frequenzbestimmung erfolgen soll. Meßzeit 7 
bzw. t, und Genauigkeit der Frequenzmessung ®, .., — ®, bzw. Aw können 
prinzipiell nicht beliebig klein gehalten werden. Es läßt sich vielmehr für 
Frequenzbestimmungen durch 


| Aw-1>2]1 Av-T>1l | (2) 


eine ‚„Unbestimmtheitsrelation‘‘ formulieren. Zwischen diesem Satz und der 
HEISENBERGschen Unbestimmtheitsrelation der Quantentheorie besteht 
ein gewisser lockerer Zusammenhang, auf den hier nicht näher eingegangen 
wird. 


Nachdem in den vor- 
ausgehenden Absätzen die 
physikalische Frequenz- 
aussiebung durch den har- 
monischen Oszillator un- 
ter erzwungenen Schwin- 
gungen geklärt wurde, ist 
auch die Durchführung &, @, 0; &, 


von Frequenzmessungen ı . 5 
kein prinzipielles Problem Abb. 14l. Beis iel für die Frequenzmessung einer 
aus drei harmonischen Schwingungen aufgebauten 
mehr. Man kann zum Funktion KX(t). Die Halbwertsbreite Aw der Ma- 
Beispiel die Resonanz- xima ist durch die Dämpfung y des Meßoszillators 
frequenz w, des Oszilla- bestimmt 
tors in (125.5) variabel 
gestalten und die Amplituden A (w,) (123.4) in Abhängigkeit von w, beob- 
achten (Abb. 141). Wenn man die Dämpfung des Oszillators hinreichend 
klein macht, so wird immer nur eine einzige der Frequenzen w, zur Am- 
plitude beitragen, deren Maximum zur Bestimmung von w, und Ä,, ver- 
wandt werden kann. 


Nach diesem Prinzip erfolgt zum Beispiel die Aussiebung elektrischer 
Wellen gewünschter Frequenz im Rundfunkempfänger. Die dazu not- 
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wendigen Oszillatoren werden durch geeignete Zusammenschaltungen von 
Kondensatoren und Spulen gebildet, in denen nicht mechanische Masse, 
sondern elektrische Ladung nach den gleichen, in den Kapiteln 11 und 12 
untersuchten Gesetzmäßigkeiten schwingt. Das Schwingen von Hänge- 
brücken ist ein anderer Resonanzeffekt, bei dem die elastisch aufgehängte 
Brücke aus der durch das Gehen erfolgenden Kraftübertragung K (t) ihre 
Resonanzfrequenz , heraussiebt. Bei der Farbzerlegung im Prisma treten 
die einlaufenden Lichtwellen mit den elastisch gebundenen Atomen im 
Molekül (ultrarot) und mit den Elektronen im Atom (ultraviolett) in 
Wechselwirkung und bewirken deren Mitschwingen. Nur werden hier 
weniger die Amplituden der einzelnen Lichtfrequenzen, sondern vielmehr 
die verschiedenen Phasenverschiebungen der Frequenzen beobachtet, in- 
sofern nämlich, als die verschiedenen Phasenverschiebungen auch ver- 
schieden starke Brechung an den Rändern des Mediums und damit die 
beobachteten verschiedenen Ausbreitungsrichtungen der einzelnen Farben 
(Frequenzen) bewirken. 


Nach diesen allgemeineren Betrachtungen zur physikalischen Reali- 
sierung von Frequenzanalysen soll nunmehr der Zusammenhang von (1) 
und (2) zwischen Meßzeit 7’ und Frequenzunbestimmtheit 2/7 wieder 
aufgegriffen werden. Im Rahmen der in Kapitel 13 behandelten FOURIER- 
zerlegung im endlichen Zeitintervall der Länge T' ist es nicht weiter ver- 
wunderlich, daß der Frequenzbestimmung eine gewisse Ungenauigkeit 
anhaftet, über die zwar in (131.6) durch das willkürliche Verfügen über 
die Funktionswerte von y(t) außerhalb des Zeitintervalls eindeutig verfügt 
wurde, was aber nur sinnvoll ist, wenn %(f) selbst auch außerhalb des 
Intervalls wirklich die gleiche Periodizität (131.6) aufweist wie 9. Ist das 
der Fall, so ist die Fourierzerlegung im Intervall 7’ insofern sinnvoll, 
als die gewählte Intervallänge 7 ja auch bereits eine implizite Eigenschaft 
der Funktion y ist und in diesem Falle y und 5 auf der gesamten t-Achse 


zusammenfallen. 
L} 


142 Zerlegung aperiodischer Funktionen 
Als Gegenbeispiel zur Zerlegung periodischer Funktionen sei eine ge- 
dämpfte Schwingung mit der Eigenfrequenz w, betrachtet: 
—jae=!tei@t 
für t=0 
0 N) 
Key=ae!!sinwst. 


= 


Der Funktionsverlauf des Realteils von y(f) ist in Abb. 142.1 wieder- 
gegeben. Diese Funktion soll in eine Fovrierreihe zerlegt werden, deren 
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Intervallänge T so groß ist, daß y(t) außerhalb des Intervalls praktisch 
verschwindet. Sonst ist 7 beliebig gewählt. Unter diesen Voraus- 
setzungen zerfällt 7(t) in eine diskrete Mannigfaltigkeit von Frequenzen 
©, = 2nn/T, deren Abhängig- ® 
keit von 7' mit der Funktion y 1=-# t=0 1=+7 
überhaupt nichts zu tun hat, ' 
sondern vielmehr durch die ı 
willkürliche Wahl des Intervalls 
bedingt ist. 

Die zu den einzenen Fre- III 
quenzen @, gehörigen FODVRIER- Abb. 142.1. Darstellung der gedämpften 
koeffizienten c, sind Schwingung von Gleichung (1) 


T/2 [e) R 
== -jant =—j dte-j®nteo+jwot a u IR _ 2 
Ca ee y(t) Auf te e e Ela? (2) 


da y(t) für > 7/2 voraussetzungsgemäß nur noch unwesentlich zur Inte- 
gration beiträgt. Endgültig wird: 


@ 
“ V—tiy 8) 


Die der Funktion y zugeordnete Fourikrreihe lautet also 


132 ad 


EL 4 
ee I ee; (4) 
und ihr Realteil ist nach (135.4) und (135.5) 
1 oo 
Ney= E B +%Bn cos(w,t— ß,) 
a er a alw.—-jY) _ awg 
Bo=Re— Ne RT Tahrn (5) 
ibn — 1 2 = 
2090 29a 


lt Want 2joy ty?" 
Aus diesen Formeln lassen sich bei Bedarf B, und ß, mühelos bestimmen. 


Die Absolutwerte der c, sind in Abb. 142.2 durch die Gesamtheit ihrer 
Werte, ihr Spektrum, wiedergegeben. Zur vollständigen Darstellung der 
c, würde natürlich neben der Darstellung der Amplituden noch eine Dar- 
stellung der Phasen erforderlich sein, auf die hier verzichtet wird. Die 
Endpunkte der |c,| in Abb. 142.2 lassen sich durch eine glatte Kurve 
miteinander verbinden. Diese Kurve entsteht analytisch aus (3), wenn 
man die &, durch beliebige Werte » ersetzt, wenn man also an Stelle von 
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„= e(w,) ganz allgemein c(w) betrachtet. Diese Funktion ist völlig un- 
abhängig von 7’ (worauf bei ihrer ursprünglichen Normierung in (131.2) 
bereits vorsorglich geachtet wurde). In der durch Gleichung (3) und 
Abb. 142.2 gegebenen Darstellung spielt die Intervallänge T also nur eine 


Inl=Alo,,) 


Abb. 142.2. FourıErdarstellung 
der »c, = c(w,) = Ala,je "m. 
@, ist hier die in (1) definierte 
Grundfrequenz der gedämpften 
Schwingung 


n:0 123 wo, 2 


Rolle bei der Definition der Frequenzen w, = 2rn/T. Je größer T' gewählt 
wird, um so dichter liegen die c„-Werte in Abb. 142.2, während die die 
c„-Werte verbindende, glatte Kurve der Abbildung unverändert bleibt. 


143 Grenzübergang zur Fouriertransformation 


Hieraus folgt, daß der wesentlichere Inhalt von Abb. 142.2 in der von 
der willkürlich gewählten Intervallänge 7’ unabhängigen glatten Kurve 
besteht, in die die Gesamtheit der Werte c(w») im Grenzfall 7’ — oo übergeht. 
Es erscheint daher zweckmäßig, nur periodische Funktionen zur Periode 7 
in diesem Intervali durch eine diskrete Mannigfaltigkeit won FOURIER- 
Koeffizienten mit w,, c„ darzustellen, während es bei aperiodischen Vor- 
gängen sinnvoller ist, zur Grenze T — oo überzugehen und diese Funktionen 
somit durch ein Kontinuum von Frequenzen » und Koeffizienten c(w) 
zu beschreiben. 


In der Fovriegschen Reihe selbst 


+T]2 
= [ dere | 


—7j2 


vollzieht sich (mit Einführung der Schrittlänge An = 1) der mathema- 
tische Grenzübergang von der Summe zum Integral: 


+0 A 4) 4 er 
3) 3) n y ” w " do 
_—- u Pr 9 
Nn=—00 T n T Pr 2n = 2rı | an ( ) 
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Bezeichnen wir noch c(w) als y(w), so folgt aus (1) und (2) die FOURIER- 
transformation 


+00 


uo= | ge ey) yo) [ dterey,|  @) 


während die in (132.13), (134.4) und (134.6) definierte Funktion ö, hier 
übergeht in 

n=+Tjäne gie,t N 
_ > 


2 T N 
n=-Tj2ne ie 


u sin (t/e) 


ee! 
nt 


(4) 


8.) = Are) = Oriene 


Man kann auch eine etwas variierte Definition der Funktion ö, verwenden, 
indem man zwar bis 4 oo integriert, aber die Beiträge der hohen Frequen- 
zen durch einen ‚„Konvergenzfaktor“ wirkungslos macht: 


+1 


+00 
do , 1 E 
—— — wt-e|o —— FERN 
PRO) [& ejat-elel (5) 
— 0 


Dieser Ansatz ist offensichtlich mit (133.8) identisch. Die d-Funktion 
selbst lautet in beiden Fällen 


+00 
a do - 
sim, / Se der, (6) 


wobei wie früher der Übergang zu e->0 im allgemeinen nur vollzogen 
werden darf, nachdem über ö(t) in irgendeiner Weise bereits integriert 
worden ist. 


Die Zusammenstellung der Gleichungen (1) bis (6) enthält die wichtigsten 
Formeln über Fovriersche Reihen, ö-Funktionen und die FouriErsche 
Integraltransformation in der Form, in der sie immer wieder zur Unter- 
suchung von Spektren, zur Lösung von Differentialgleichungen oder für 
sonstige Anwendungen verwandt werden. Hinzugefügt sei noch gemäß 
(135.4) und (135.5) die Darstellung des Realteils von y(t), 


1 © 
Rey= T Bo+ ai ze Ba) 


Bea = + cn, 


(7) 


B,=Rec, 


4 Macke. Wellen. 2. Aufl. 
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die in der Grenze T— oo gemäß (2) übergeht in 


Rey= | ‘2 B(o) cos (wur — B(w)) 
v 


B(o) .e@= y(o)+y*(—o) 


und im Falle reeller Funktionen y(t) wegen y(o) = y*(—o) zu besonders 
einfachen Beziehungen führt. 


144 Beispiel zur Fourırrtransformation 


Der Unterschied zwischen der Zerlegung in diskrete Frequenzen durch 
eine Reihe und in ein Kontinuum von Frequenzen durch ein Integral tritt 
besonders klar hervor bei der Darstellung der Funktion 
Asinoyt für 0O<st<sT 
0 sonst (1) 
@,T=2nN (N ganzzahlig, positiv), 


Reylt) = 


die im Intervall zwischen 0 und 7 einfach periodisch ist, in diesem Intervall 
N Perioden aufweist und außen verschwindet. Sie ist in Abb. 144a dar- 
gestellt. 


Zur mathematischen Behandlung erscheint es zweckmäßig, von der 
komplexen Funktion 
—jAed®n fürüosisT 
0 sonst 


yÜ) = (2) 
auszugehen, deren Realteil mit (1) übereinstimmt. Zerlegt man diese 
Funktion im Intervall 7 nach den Frequenzen w, = 2rn/T, so darf nur 
n= N mit oy= Nw, einen Beitrag zur FoursErreihe geben, nämlich mit 
|Bu|/f = 4. 

Die Fourıkrtransformierte y(w) von (2) im unendlichen Intervall ist 
nach (143.3) 


-jw-ay)T__] 
0—0y 5 ] (3) 


w o 
-j—1nN | -; Inh 
=— 4 = samr|  _ = li.’ |. 
W—-@yx @— x 


+00 T 
y(o) = Hi dte-jory() = —j4 [dte team == 
00 0 


Die Darstellung von (1) als Fourızrintegral kann nach (143.8) erfolgen mit 


. 1 1 -j 220 
Be r@=y(w)+y*—o)=(- en ir er | 


(4) 


10} 
‚ 4@yA -iar, @ 
=-jZ2 Ze ® sin—naN, 
w—wy Oy 
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woraus sich mit —j=e"”? und oy=w,N =2nN/T einzeln die Aus- 
drücke 
4NwA . 
B(o) = DizaaN? ni Blo)=5+ are (5) 


ergeben. Der Betrag | B(w)| ist in Abb. 144b wiedergegeben. 


Beim Vergleich von Fourikrreihe und Fourreriransformation stellt sich 
heraus, daß B(w) an allen Stellen den Wert Null aufweist, an denen w ein 
Vielfaches von &, = 2n/T 
aber ungleich &, ist und 
auch in der Fouriıkzrreihe 
verschwinden mußte. Zwi- 
schen diesen Frequenzen 
aber ist B+0. Da B(w) 
eine Zerlegung von y(t) im 
unendlichen Intervall dar- 
stellt, sind diese Beiträge 
nötig, um für das Ver- 
schwinden von y(i) außer- 
halb des Intervalls durch 
Interferenz weiterer Fre- 
quenzen zu sorgen. 


Um also die Funktion 
der Abb. 144a durch im 
ganzen Raume periodische z— 
Funktionenaufzubauen,die Abb. 144. a) Die Funktion (1) und b) die zugehörige 
sich außerhalb des Inter- Amplitude B(w) ihrer Fourizktransformierten (5) 
valls alle auslöschen und 
nur im Intervall die Funktion A -sinwyt bilden, wird ein ganzes Kon- 
tinuum von Frequenzen y(w) benötigt, das zwar bei w„ ein scharfes Maxi- 
mum aufweist (um so schärfer, je größer N) und bei w,, 2w,,.... verschwin- 
det, das aber zwischen diesen Werten in der Nachbarschaft von nw, sonst 
überall endlich ist. 


145* Bemerkungen und Hinweise 


Als weitere Beispiele seien die Spektren der Funktionen y(t) = öft) 
und %(t) = 1 angegeben: 


yi) = öl) = [ge det y(o)=1 
yl)=1 y(o) = [dte"i*'=2rö(w). 


Zum Aufbau des Spektrums der ö-Funktionen tragen offenbar alle Fre- 
quenzen in gleicher Weise bei. Das Spektrum einer Konstanten y=1 


A) 


4* 
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enthält, wie zu erwarten, nur die Frequenz ® =0. Auf eine Zusammen- 
stellung gebräuchlicher Transformationen wird hier verzichtet, da die 
jeweils benötigten Transformationen im Text behandelt werden. 


Vielfach wird nur nach den Amplituden |y(w)| einer FOURIERzerlegung 
gefragt, während die Phasen ohne Belang für die betreffende Fragestellung 
sind. Dabei kann es dann gelegentlich von Vorteil sein, ein Verfahren zu 
verwenden, das auch nur die Amplituden selbst liefert. Für das Amplituden- 
quadrat gilt mit der Fourıertransformation (143.3) folgende Beziehung: 


|v(0) |?= y(o)* yto) = | [ardte" eietyiry* ya). (2) 


Wird bei der Integration über t bei festgehaltenem Wert ti’ die Variable ? 
durch ? +!’ ersetzt, so gilt: 
|y(o) ?= fate’o' fc) 
= faryWrya+r). 
Der in der zweiten Gleichung von (3) enthaltene Integrationsprozeß wird 
übrigens auch als Faltung bezeichnet. Um |y(w)|? zu berechnen, wird 


daher die Funktion y mit y* gefaltet und das Faltungsprodukt f wie üblich 
transformiert. 


(3) 


Eine mathematische Schwierigkeit entsteht bei der Zerlegung von Funk- 
tionen (t), die bei großen Werten von t nicht hinreichend verschwinden, 
wie zum Beispiel: 
at” 
0 


Auch hier läßt sich mit einem Kunstgriff die Fourıerzerlegung durch- 
führen, indem man y(t) quadratisch integrierbar macht durch Hinzufügen 
des Konvergenzfaktors e-*! 


yt)—oylt)e' e>0. (5) 


vo=| für 120. (4) 


Die Fourrertransformierte der durch (4) und (5) gegebenen Funktion 
existiert und wird bestimmt zu 
oo 
j* e o \" 1 
y(®) =| diedet tag" — a5; — 
; € €E+Iw (6) 
= an! an! 
= etlo— jerti = jrlaett 


Sucht man umgekehrt die Funktion y(t) bei gegebenem y(w) aus (6) zu 
bestimmen, so ist zunächst 


ze 

= © ja an! 

yi) = [ee jartanti ) 
- © 
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ein Integral von unbestimmtem Verhalten an der singulären Stelle > 0. 
Zu seiner eindeutigen Bestimmung ist noch eine Vorschrift darüber not- 
wendig, in welcher Weise die Singularität & = 0 bei der Integration um- 
laufen werden soll. Übersichtlich darstellen läßt sich diese Situation in der 
komplexen w-Ebene der Integrationsvariablen. Berücksichtigt man, daß » 
nach (6) durch — je zu ersetzen ist, so folgt daraus für die Integration (7) 
und ihre Darstellung in Abb. 145, daß die Singularität des Integranden 

unten umlaufen wird. In die- 


sem Falle ist das Integral ein- 
deutig. 

Die Durchführung der Inte- 
gration (7) erfolgt am einfach- 
(Y) I sten mit funktionentheoreti- 
schen Sätzen. Man beachte, 

daß wegen 

w 

|ei@' | = e Amanı (8) 
(1) F für > 0 (bzw. t<0) der Inte- 
grand (7) für große w in der 
positiv (negativ) imaginären 
Halbebene sehr klein wird, so 


daß ohne Fehler der Integra- 

Abb. 145. Verlauf der Integrationswege I, II, tionsweg I von Abb. 145 über 

II, IV, V in der komplexen w-Ebene die obere (untere) Halbebene 

geschlossen werden kann. Da- 

mit wird (7) zu einem geschlossenen Linienintegral über die Integrations- 
wege I und II (bzw. I und IV). 


Wegen der Wegunabhängigkeit solcher Integrale in regulären Bereichen 
lassen sich die Integrationswege auf kleine Ringe um die Singularitäten III 
(bzw. V) zusammenziehen. Da die untere Halbebene von Abb. 145 keine 
Singularität enthält, verschwindet das Integral V, und es wird 

yt)=0 für 1<0. (9) 


Im oberen Bereich dagegen ergibt die Integration über III, also über kleine 
Werte von w — je 


dw an! N ı 
= - et ,7(w— jet 
y{t) Ö In tlg jejrti ee 


an! e*: dw S 12, ) vn 
San Va. 
Zum Integral trägt nur das Glied » = n etwas bei, nämlich 
yl)= atre-*t LA ve | ER (11) 


2nj w—je 
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Durch (9) und (I1) aber ist genau die Ausgangsfunktion (4) wieder reprodu- 
ziert. Damit ist gezeigt, daß die Fouriertransformation durch Einführung 
einer kleinen, positiven Größe e auch eindeutig gemacht werden kann bei 
Funktionen, die nicht ohne weiteres quadratisch integrierbar sind. 


Schreibt man für das unbestimmte Integral (7), statt die Größe e einzu- 
führen, vor, daß y(t) für t < 0 verschwinden soll, so genügt auch diese 
andere Vorschrift, um y(t) für £ > 0 eindeutig zu bestimmen. Denn aus 
dieser Vorschrift folgt nach Abb. 145 und dem begleitenden Text, daß in 
der unteren Halbebene der Integrand von (7) keine Singularitäten haben 

_ darf. Damit ist aber der Integrationsweg eindeutig festgelegt, und es folgt 
(il) mitte=0. 


Bei Funktionen y(f) vom Typ (4) wird die FourIERrtransformation dies 
eindeutig in der Form 


ylo —je) =| dte-iwte-ty(t) 
on 


+00 
d Po j 12 
vo = [8 det yo je) 2 
z e>0, 80. 


durch das Hinzufügen einer kleinen, positiven Größe e. 


Die sogenannte LArLacktransformation für solche Funktionen (4) 
unterscheidet sich von (12) nur formal. Die Oberfunktion y(t) wird durch 


Yp=[dter'yi (13) 
v 


in die Unterfunktion Y (p) transformiert. Im Vergleich zu (12) ist hier 
p=E+jo Yle+jo)=y(w—je). (14) 
Die Rücktransformation von Y(p) nach y(t) läßt sich entsprechend aus der 
Fovrisrtransformation (12) gewinnen. Aus (12) und (14) folgt direkt 
+00 
yu=ert [etetiety(e+jo). (15) 
00 


Der Übergang zur Variablen p hetere nach Fortlassung des Konvergenz- 


faktors e”°' unmittelbar 
€+7j00 


- (Ze rln 0. (16) 


Der Zusammenhang zwischen den Transformationen von FoURIER und 
LAPLAcE ist also sehr eng. 
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Übungsaufgaben 


14.1. Man berechne die Foukiertransformierte y(w) der Funktion 
fir 1 für —aststa 
= 0 sonst 


14.2. Für die Funktion y(t) = ec * *! 


14.3. Man beweise die Richtigkeit der in (145.11) durchgeführten Integration und 
zeige weiter, wieso in (10) alle Terme außer »— n verschwinden. 


sei y(w) zu bestimmen. 


14.4. Gesucht ist das FOURIERspektrum y(w) der Funktion 


0 
yi)= ( T ) für tS0. 
| vv 


Einem Tabellenwerk der LarLaAcktransformation entnimmt man als Unter- 


funktion =, 
Yp)= y& (er). 


® 
Wie lautet demzufolge die FourIERtransformierte y(w)? 


2 _ Schwingende Systeme 


In Teil 1 dieser Theorie der Wellen wurden am Beispiel des harmonischen 
Oszillators einfache Schwingungsvorgänge systematisch untersucht und 
die zu ihrer Behandlung erforderlichen mathematischen Mittel entwickelt. ° 
Daran anschließend soll nun in Teil 2 die Wechselwirkung zwischen mehreren 
miteinander verkoppelten Oszillatoren studiert werden mit dem Ziel, 
die Fortpflanzung der Schwingungen von Oszillator zu Oszillator sowie 
den damit verbundenen Transport von Amplituden, Schwingungsenergien 
und sonstigen physikalischen Größen anschaulich verständlich zu machen. 
"Die an diesen Modellen auftretenden charakteristischen Erscheinungen 
sind nämlich die gleichen, die uns später bei der Untersuchung von akusti- 
schen, optischen und Materiewellen begegnen werden, nur, daß sich hier 
am mechanischen Modell die physikalische Situation weit klarer über- 
schauen läßt. 


In diesem Sinne wird zunächst in Kapitel 21 ein System von zwei ge- 
koppelten Oszillatoren unter allgemeinsten Voraussetzungen untersucht. 
Kapitel 22 behandelt eine aus vielen untereinander gekoppelten Oszilla- 
toren bestehende ‚Kette‘ und deren Schwingungszustände. In Kapitel 23 
schließlich werden diejenigen Eigenschaften eines solchen Systems dar- 
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gestellt, welche von der speziellen Struktur des zugrunde liegenden Modells 
weitgehend unabhängig sind. Von hier aus lassen sich die verschiedenen 
nichtmechanischen Wellentheorien leicht als bestimmte mathematische 
Spezialfälle des behandelten Modells überblicken. 


21 Zwei gekoppelte Oszillatoren 


Zusammenfassung: Ein mechanisches System zweier gekoppelter Öszillatoren 
kann durch seine Oszillatorfrequenzen @,, und Kopplungsfrequenzen ß,. charak- 
terisiert werden. Zur Beschreibung der stationären Eigenschwingungen dieses Systems 
müssen die Eigenfrequenzen w+ und die Amplitudenverhältnisse bestimmt werden. Da- 
bei bewirkt die Kopplung der Oszillatoren eine Aufspaltung der Oszillatorfrequenzen 
derart, daß w, zw, >w,>w_ wird. Bei der Eigenfrequenz &, schwingen beide 
Oszillatoren in Gegenphase, während sie bei der Eigenfrequenz w_ in Phase schwingen. 
Bei Schwebungen des Systems schwingen beide Oszillatoren mit einer mittleren 
Frequenz & = (o, + ©_)/2, während ihre Amplituden im Rhythmus Aw/2 (Differenz- 
frequenz Av=w,--@_) zu- und abnehmen. Zwischen den Oszillatoren findet ein 
Transport von Energie mit der Frequenz 4w und der zugehörigen Laufzeit fg, = 2n/dw 
statt. 


211 Physikalische Beschreibung des Systems 


In diesem Kapitel soll ein mechanisches System zweier vertikal schwin- 
gender Massen untersucht werden, die unter der Wirkung elastischer 
Kräfte bewegt werden, wie 

yı % das in Abb. 211 schematisch 

dargestellt ist. Die beiden 
Freiheitsgrade des Systems 
werden ‘durch, y, (t) und %g(t), 
die Orte der beiden Massen m, 
und m,, beschrieben. Sieht man 
von der Kopplungsfeder b ab, 
so schwingen beide Oszillato- 
ren unabhängig voneinander. 
Abb. 211. Mechanisches Modell für ein System Die Besonderheit dieses Sy- 


zweier gekoppelter Oszillatoren. m, und m, sind stems gegenüber den im Teill 
auf vertikalen Schienen laufend gedacht behandelten Oszillatoren be- 


steht also geradein der gegen- 
seitigen Beeinflussung beider Oszillatoren über die Kopplungsieder b von 
Abb. 211. - 


Um den Blick nicht von Wesentlicherem abzulenken, wird vereinfachend 
angenommen, daß beide Massen ungedämpft schwingen, daß für ihre 
Dämpfung also y =y;=0 gilt. In dieser Voraussetzung liegt keine 
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wesentliche Einschränkung, weil man immer von ungedämpften Schwin- 
gungen zur Beschreibung schwach gedämpfter Schwingungen übergehen 
kann, indem man die Federkräfte a, und a, komplex ansetzt. Es wäre dann 
nämlich irgendeine Federkraft a inden nachfolgenden Bewegungsgleichungen 
zu ersetzen durch 


Die Schwingungsfrequenzen werden komplex 


Li PER m\ a .y : 
»- Val 2) Vi EerE (2) 


und ihr positiver Imaginärteil bewirkt eine Dämpfung 


. a y 
Int ;y: et 
ze ne 2 


8) 
der zugehörigen Schwingungen. 


Die Bewegungsgleichungen der beiden Massen von Abb. 211 sind durch 
die Trägheitsgesetze 
m yy=K, mp), = K, (4) 


gegeben mit den an m, und m, angreifenden Kräften X, und AÄ,. Die Federn 
@, und a, seien so beschaffen, daß ihre Endpunkte im entspannten Zustand 
gerade bei y, = 0 und 4, = 0 liegen. Dann sind ihre Beiträge zu den Feder- 
kräften —a,y, bzw. —ayy,. Von den Federn b,, b und db, sind nur die Vertikal- 
komponenten wirksam, da man sich wie früher die Massen auf vertikalen 
Schienen laufend vorzustellen hat. Für 5, ist die vertikale Komponente X, 
der Federkraft K zum Beispiel X, = Ky,/s mit s=y(Ax)?-+yi und Ax 
als Länge von b, in der Stellung y, = 0. Hat die Feder 5, im entspannten 
Zustand die Länge Ax,, so ist der Betrag ihrer Federkraft K = —b, (s— Az), 
und es wird 

Kehle el 9 
Die Ortsabhängigkeit der Kraft A, (y,) ist einfach, wenn die Länge Ar, 
der Feder 5, im entspannten Zustand verschwindet oder klein gegen Ax 
ist. Dann ist nämlich X, = —b,y,. Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, 
so gilt für kleine Amplituden y, 


Ja , 1 4m, (yı\? Ax—4& 
Ky)=—by 1 > zz Pr (#) ee, (6) 


T 


also näherungsweise das gleiche Gesetz wie vorher, jedoch mit einer um 


einen Faktor Se 
As 


weniger wirksamen Federkonstanten b,. 
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Für das hier zu behandelnde Modell werden solche Federn a, und a, 
angenommen, die bei %, = % = 0 entspannt sind, und solche Federn b,, 
b, und 5, deren Länge Ax, im entspannten Zustand klein gegen ihre Länge Ax 
in Abb. 211 ist, für die also Az, = 0 gesetzt werden kann. Es vereinfachen 
sich damit Gleichung (5) und die entsprechenden Kräfte der übrigen Federn, 
so daß die Bewegungsgleichungen linear werden in der Form: 


(7) 


Die rechten drei Terme in jeder der Gleichungen enthalten die Kraft- 
wirkungen der unteren, der äußeren und der mittleren Feder. Für ein 
System mit Feder Az, + 0 stellt das Gleichungssystem (7) ebenfalls eine 
Beschreibung dar, die dann aber im Sinne von Gleichung (6) nur für kleine 
Amplituden y, und 9, gilt. 


Die Gesamtenergie E des Systems entsteht durch Multiplikation der 
beiden Gleichungen (7) mit y, bzw. j,, anschließende Addition und Dar- 
stellung als Zeitableitung. Die entstehende Gleichung wird durch 


—_—0 E=E)+Ey+Eıs (8) 


dargestellt. ZE, und Z, hängen nur von je einer der Variablen y, und %, 
ab, E,, dagegen hängt von beiden Variablen ab und wird dementsprechend 
als Wechselwirkungsenergie bezeichnet: 


B,= Imst + (+ bi+b)yH Mn 
En = —byıy i=12. 


Die Bewegungsgleichungen (7) sind linear wie für unabhängige Oszilla- 
toren. Die mechanische Kopplung durch die Feder 5 findet bei (7) ihren 
Ausdruck in einer von b abhängigen mathematischen Kopplung der beiden 
Bewegungsgleichungen, und in der Gesamtenergie tritt ein von b ab- 
hängiger Wechselwirkungsterm E,, auf. In der Grenze b — 0 verschwindet 
die Wechselwirkungsenergie (9) wie auch die Kopplung der Bewegungs- 
gleichungen. 


212 Stationäre Eigenschwingungen 


Der Untersuchung der verwickelten gekoppelten Schwingungen soll 
eine Betrachtung der Schwingungen des ungekoppelten Systems voraus- 
gehen. Befestigt man die Masse m, durch äußere Kräfte am Ursprung, 
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so ist Yz(t) = 0, und die Masse m, schwingt allein mit einer Frequenz ,, 
die durch (211.7) mit 4, = 0 gegeben ist als 


/° +b,+b VE 
= = = m (1) 


Neben dieser im folgenden als Oszillatorfrequenz w, bezeichneten Größe 
ist in (1) noch die Kopplungsfrequenz f, angegeben, mit der m, schwingen 
würde, wenn man alle Federn in Abb. 211 außer der Kopplungsfeder b 
beseitigen würde. Entsprechend ergeben sich beim Festhalten von m, 
die charakteristischen Frequenzen 


= et | = 2) 


Durch die Massen und Kräfte von Abb. 211 lassen sich also in (1) und (2) 
vier für die ungekoppelten Bewegungen charakteristische Frequenzen 
von einfacher Bedeutung einführen. 


Diese in (1) und (2) definierten Frequenzen können zur Darstellung 
der Bewegungsgleichungen (211.7) herangezogen werden, die dann die Form 


d? 2 
ln +0 " 
3 
d: 
2yı+ (=) %=0 
annehmen. Die Energien (211.9) erhalten mit (1) und (2) die übersichtliche 
Form 


m; L. 
= [ii+ wiyi] 
— En = m fiyıya = maßzYyıya- 
Nur in der Energie treten also neben den charakteristischen Frequenzen 
die schwingenden Massen selbst noch explizit auf. 


(4) 


Zum Studium der Bewegungstypen des durch Abb. 211 und die Gleichun- 
gen (3) charakterisierten Systems wird man zunächst die Frage nach sta- 
tionären Lösungen, den Eigenschwingungen oder auch „Normalschwin- 
gungen‘ des Systems, aufwerfen, bei denen y, und %, die gleiche, einfach 
periodische Zeitabhängigkeit besitzen, also durch 

Y (ld) = Aye®! Yyalt) = Age’®* (5) 
darzustellen sind. ® ist dann eine Zigenfrequenz des Systems. 


Um den Überblick zu vereinfachen, soll in diesem Abschnitt voraus- 
gesetzt werden, daß beide Oszillatoren gleiche Oszillator- und Kopplungs- 
ver 2=0,= wg Pı=Pe= Bo (6) 
aufweisen, eine Voraussetzung, die in Abschnitt 214 wiedeı fällengelassen 
wird. 
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Die physikalischen Bedingungen für das Auftreten von Eigenschwingungen 
des gekoppelten Systems lassen sich leicht angeben. Ist m, bei y, = 0 
befestigt, so schwingt m, einfach periodisch mit der Frequenz 0, = @g- 
Trägt y, ein zu y, entgegengesetztes Vorzeichen, so ist die Feder b stärker 
gespannt als vorher, und die Schwingungsfrequenz wird größer als w,- 
Bei gleichen Vorzeichen von y, und %, dagegen wird die Schwingungs- 
frequenz & kleiner als w,. Es gilt somit 

Yyyz0 wSan. ws 
Ändern sich die Vorzeichen von y, und y, ungleichzeitig, so muß sich 
nach (7) auch & ändern. Der Schwingungszustand beschreibt keinen ein- 
fachen periodischen Vorgang mehr und kann daher auch kein Eigenzustand 
sein. Andererseits muß beim Eigenzustand offenbar die Bedingung erfüllt. 
sein, daß y, und %, ihr Vorzeichen stets gleichzeitig ändern. 


Diese Bedingung ist zum Beispiel erfüllt, wenn m, und »n, mit gleicher 
Amplitude und Phase schwingen. Dann nämlich ist 5 stets waagerecht 
und überhaupt nicht wirksam. Die effektive rücktreibende Kraft ist kleiner 
als bei Befestigung der Masse m, im Ursprung, die Eigenfrequenz @ ist 
in diesem Falle also niedriger als die Oszillatorfrequenz @,. Dies ist die 
symmetrische. Eigenschwingung, charakterisiert durch y, = %,. 


Ebenfalls läßt sich die Periodizitätsbedingung erfüllen bei einer Schwin- 
gung von m, und m, mit gleichen Amplituden und entgegengesetzten 
Phasen, also unter der Bedingung %, = — y,. Bei dieser antisymmetrischen 
Eigenschwingung ist die Feder b in Abb. 211 wegen der entgegengesetzten 
Vorzeichen von y, und %, stets stärker angespannt als im Falle %, = 0. 
Die antisymmetrische Eigenfrequenz muß also höher sein als o,, da die 
Feder b hier die Wirkung der Feder a unterstützt. Man macht sich die 
Verhältnisse qualitativ einfach klar, indem man in der ersten Bewegungs- 
gleichung (211.7) y, nacheinander durch O0 bzw. + y, ersetzt. Die Feder- 
kraft des dritten Terms ist dann — by, bzw. O und — 2by.. 


Bezeichnet man die obere bzw. untere der Eigenfrequenzen mit &, bzw. 
o&_. so lassen sich die Ergebnisse dieser qualitativen Überlegungen dar- 
stellen in der Form 

0=04,2@g dı=745 (8) 
für die in (5) eingeführten Konstanten. », ist die antisymmetrische und 
&._ die symmetrische Eigenfrequenz. 

Zur quantitativen Behandlung ist der Ansatz (5) in die Gleichungen (3) 
einzusetzen und liefert unter Fortlassung des gemeinsamen Zeitfaktors 
die Bedingungsgleichungen 

(0 — 02) A + 4, = 0 


) 
BEA, + (0 — @3) Ag==0. (9) 
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Diese beiden Gleichungen sind als Bestimmungsgleichungen für 4, und 
A, nur miteinander vereinbar, wenn die Determinante ihrer Koeffizienten- 
matrix verschwindet, 


Bi 2 
a— 8 Pr it (10) 


2 2 3 
Ir o— 008 


eine Bedingung, die zur Bestimmung der Eigenfrequenzen führt. Unter 
der vereinfachenden Voraussetzung (6) gleicher Oszillatoren wird (10), 
nach & aufgelöst und mit u =b,—b, - 


a+2b-+b 
0= 0, = LA = eg (11) 


Es ergeben sich also auch quantitativ die in der qualitativen Diskussion 
erwarteten Eigenfrequenzen. Das außerdem noch mögliche negative Vor- 
zeichen der Wurzeln in (11) ist uninteressant, da es nur die physikalisch 
belanglosen Imaginärteile von y, und %, im Ansatz (5) ändern würde. 
Von der Richtigkeit der Symmetrie- und Antisymmetrieeigenschaften (8) 
überzeugt man sich leicht durch Einsetzen von » aus (11) in eine der 
Gleichungen (9) zwischen A, und A,. 


213 Sehwingungszustände mit Energietransport 


Durch die Gleichungen (212.5), (212.8) und (212.11) sind zwei spezielle 
Lösungen der Bewegungsgleichungen (211.7) bzw. (212.3) gegeben. Da 
diese Gleichungen linear und homogen in y, und %, sind, erhält man durch 
Bildung von Linearkombinationen mit willkürlichen Koeffizienten wiederum 
Lösungen des Gleichungssystems, also Schwingungszustände mit anderen 
Anfangsbedingungen. Mit beliebigen Konstanten A* und 4 ist 


y= Ardet 4red®-! 
Ya Art 4°! 


wieder ein möglicher Schwingungszustand des Systems. 


) 


Außerdem beschreibt (1) bereits die allgemeinsten Lösungen des Be- 
wegungsproblems. Sind A* und A komplexe Zahlen, so enthalten die 
physikalisch allein interessanten Realteile von (1) vier reelle Konstanten, 
nämlich die Beträge und Argumente von 4+ und A als Amplituden und 
Phasen der an (1) beteiligten Eigenschwingungen. Die allgemeinste Lösung 
der Bewegungsgleichungen (212.3) muß aber gerade vier Konstanten ent- 
halten, da dort 3, und 9, in den zweiten Ableitungen auftreten. Durch 
Vorgabe von vier Anfangswerten, wie etwa den Orten und Geschwindig- 
keiten zur Zeit =0, ist die Schwingung (1) des gekoppelten Systems 
erst vollständig bestimmt. 
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Zur Beschreibung der Bewegungen werden zweckmäßig eine mittlere 
Frequenz ® und eine Differenzfrequenz Aw eingeführt durch 


0,=0+540. (2) 


Bei loser Kopplung ist dann 


b<a Au<®. (3) 
Nach dem Schema 


5=(0,+0)=5 Va +02 +20,0_ (4) 


und Gleichung (212.11) bestimmen sich diese Frequenzen » und Aw 
dann zu 

= Mer 

=] 4+ 2 N-& 


A020 4-4 (&' 


23 
und gehen unter der Voraussetzung (3) loser Kopplung in 


Bi 
0 


[027 


(5) 


(6) 


Greg Aws 
über. 


Mit den Frequenzen ® und Aw wird die allgemeine Lösung (1) der 
Bewegungsgleichungen geschrieben: 


= Be. ee 

y=ea| Atd? +4e ? in 
. do ‚do 
EN Bir. Tree \ i 

Die Schwingungen y, und %y, der beiden Massen m, und m, haben bis auf 
die Klammern eine gemeinsame, rasche Periodizität mit der Frequenz w. 
Die eckigen Klammern in (7) lassen sich als langsam zeitveränderliche 
Amplituden auffassen, die mit der Frequenz !/,Aw zu- und abnehmen. 


Von besonderen Interesse ist ein als Schwebung bekannter Schwingungs- 
zustand des betrachteten Systems von Abb. 211. Er entsteht, wenn im 
ruhenden System y, = % = 0 einer der Massen, etwa m,, ein plötzlicher 
Impuls erteilt wird, so daß diese eine Anfangsgeschwindigkeit v, erhält. 
Dabei wird die Masse m, mit der Frequenz w, = & in Schwingungen ge- 
raten. Infolge der Kopplung über die Feder b wird die zweite Masse m, 
von der ersten nachgezogen und allmählich zu Schwingungen der gleichen 
Frequenz & angeregt. Bei diesem „Aufschaukeln‘ des zweiten Oszillators 
wird die Amplitude des ersten mehr und mehr verkleinert, bis m, zur Ruhe 
gekommen ist und m, mit voller Amplitude schwingt. Nunmehr wird 
umgekehrt m, durch m, zu Schwingungen angeregt, und das Wechsel- 
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spiel wiederholt sich. Nach (7) wird man erwarten, daß die Amplituden 
von y, und y, dabei mit der Frequenz Aw/2 schwanken. Die gesamte Schwin- 
gungsenergie wird hier von m, nach m, transportiert und wieder zurück. 


Die quantitative Bestimmung der beschriebenen Schwebung erfolgt aus 
(1) oder (7) auf Grund der Anfangsbedingungen 


y,(0)=0 %0)=0, (8) 
die natürlich nur für die Realteile von (1) zu erfüllen sind und zu den 
Bedingungsgleichungen 


RelA’+47]=0 NRel-4A++47]=0, (9) 
oder auch 1 
Nedt=0 At=— ja, (10) 


mit reellen Werten a, führen. Für die Anfangsgeschwindigkeit lauten 
die Bedingungen dann: 


4 0)=z(0,0,+0.0)=% »O=-4l-o,m+o_a). (1) 


Der einfacheren Rechnung wegen wird hier statt y, = 0 der Fall 


a=ı_= %=wU 
s A (12) 
EAU en 


behandelt. Somit lautet die Lösung (wie immer ist bei komplexen 
Funktionen nur der Realteil ge- 


An y, meint!) 
ylt)=—je®ta cos 
t ee Aw 
= asın wi cos 1 
(13) 
:— Aw 
— _ ‚Jat in —_ 
Ray yM)=— e®'a sin 3 t 


= —acosatsin 42 1. 
2 
Der Verlauf der Funktionen (13) 
ist in Abb. 213 wiedergegeben. Be- 
stimmt man entsprechend (212.4) 
die Energien E, und E, des durch 
(13) und Abb. 213 charakterisierten 


Kb, 218, Darstellung der kehrebung tie Bewegungszustandes im Mittel 

. 213. Darstellung der Schwebung (13), .. : : : 
(15). Amplitude und Energie verlagern sich aber Zatsen, die groß er Sn 
im Rhythmus A® von 1 nach 2 und l/o aber klein gegen 1/Aw, was 
wieder zurück bei schwacher Kopplung Au< » 


52 2 Schwingende Systeme [214] 


pr 


immer möglich ist, so wird unter vorteilhafter Verwendung der Mittelung 
im Komplexen: 


Se 1 A 
E,= mar su Yyı= mag 5 a cost t. (14) 


Zusammen mit der entsprechenden Berechnung von E, wird bei Berück- 
sichtigung von (12): 
B= U [1+ cos Awi] 
(15) 
BE,= ll cos dot]. 


Die dureh den Anfangsimpuls auf m, übertragene Energie mv5/2 pendelt 
also zwischen m, und m, periodisch mit der Frequenz Aw hin und her, 
während die Summe E, + E, konstant bleibt. Die Wechselwirkungsenergie 
E,, ist einerseits um einen Faktor Aw/o kleiner und verschwindet anderer- 
seits auch bei der hier vorgenommenen Mittelwertbildung. 


Als Gruppenlaufzeit tg, wird die Umlaufszeit der Energie definiert. Sie 
ist nach (15) und (6) 
a, 
tar = A 27 B " (16) 
und wird in der Grenze verschwindender Kopplung (b > 0, 0) un- 
endlich groß, wie das anschaulich zu erwarten ist. Befänden sich die beiden 
Oszillatoren in einem Abstande Ax, so ließe sich noch eine @ruppenge- 
schwindigkeit Vgr 


241% JxAw 
vr - ur 2% (17) 


definieren, die die mittlere Geschwindigkeit angibt, mit der die Energie 
infolge der Kopplung von einem Oszillator zum anderen transportiert 
wird. Für spätere Überlegungen sei darauf hingewiesen, daß es sich hier 
um einen reinen Transport von Energie handelt, mit dem nicht der ge- 
ringste Transport von Materie, also Masse, verbunden ist, und.der trotz- 
dem geeignet wäre, etwa Signale zu übertragen. vgr wäre dann die Signal- 
geschwindigkeit. 


214* Kopplung verschiedener Oszillatoren 


Nunmehr wird die Voraussetzung (212.6) gleicher Oszillatoren fallen- 
gelassen, unter der die Überlegungen der beiden letzten Abschnitte durch- 
geführt wurden. Sind lediglich die Massen m, und m, verschieden, die 
Frequenzen w, und &, aber nach wie vor gleich groß, ist also 


m+tm Pı+ß B=@=wo 03) 
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so ändert sich an den bisherigen Überlegungen nur wenig. Die Eigen- 
frequenzen v, aus (212.10) sind 
vo. = Vo} + Pıßs (2) 
statt (212.11) und die Amplitudenverhältnisse nach (212.9): 
wor — wi % 
a in rha-r a. (3) 
[Yı Pı 

Die in den Eigenschwingungen zwischen y, und y, bestehenden Symmetrie- 
verhältnisse gelten nur noch für die Vorzeichen. Die Amplitudenquadrate 
sind verschieden und verhalten sich wie die reziproken Massen. Da jedoch 
die Energien Z, und EZ, proportional zu m . Sind, a aus (3) 


Bei Eigenschwingungen sind die Energien en und Z, im Zeitmittel nach 
wie vor gleich groß. Für Schwebungen und allgemeinere Bewegungszustände 
dieses Systems gilt daher sinngemäß das in den Abschnitten 212 und 213 
bereits Gesagte. 


Im allgemeinsten Falle der Kopplung zweier Oszillatoren mit verschie- 
denen Massen m,, m; und Frequenzen &, >.®, liegen prinzipiell die gleichen 
Verhältnisse wie bei der Kopplung gleicher Oszillatoren vor, wenngleich 
die erforderlichen Rechnungen erheblich komplizierter werden. Es gibt 
auch hier zwei stationäre Zustände, die durch die Gleichungen von Ab- 
schnitt 212 charakterisiert sind. Die Eigenfrequenzen »,. folgen aus der 
Auflösung der Determinante (212.10) 


— 03) (0 — 03) — Big = 0 6) 


ohne jede Vernachlässigung zu 


o= 0, [4 4 Yanı (AZ) Ö 


Dieser Ausdruck geht für &, = w, natürlich wieder in die bisherige Formel 
(2) oder (212.11) über. Bei verschwindender Kopplung dagegen gehen 
©, und w_ in die beiden Frequenzen w, und &, über, wie das erwartet 
werden muß. 


(w 


Aus (5) oder aus (6) läßt sich leicht die Gültigkeit der Beziehungen 
or. +02 =w?+w} 
or. 0 = ww! — BRB2 < wiw! 


(N 


zwischen den ungekoppelten Frequenzen w, und ®, und den Eigenfrequen- 
zen @, und &_ nachweisen. Da die Summe von ? gleich derjenigen von 
@7,. ist, das Produkt von 02 ?. jedoch kleiner, so müssen die Größen w?_ weiter 


5 Macke, Wellen. 2. Aut. 
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auseinander liegen als die Größen w,,. (Beispiel: 6+2=5+-3, aber 
6-2<5-3.) Wählt man willkürlich ®, als die höhere der beiden Fre- 
quenzen @, „, So müssen die vier in (7) verglichenen Frequenzen zueinander 
in der Relation 2 


stehen. Für o, = w, ist diese Relation bereits bekannt. Für &,+@, 
aber 5b 0 gilt sie ebenfalls in der Form w, = w, > w; = w_. Der Verlauf 
der Eigenfrequenzen w_ jet i in Abb. 214 
dargestellt. 


Es bleiben noch die Amplituden der 
Eigenschwingungen zu untersuchen. 
Diese sind durch (212.9) mit » aus (6) 
bestimmt. Das Amplitudenverhältnis 
ist reell. Bei den Eigenschwingungen 
bewegen sich die beiden Massen da- 
her stets mit gleicher oder entgegen- 
gesetzter Phase. Das ist ohne weiteres 
Abb.2id.. Damtellung der Eigen: verständlich, da bei anderer Phasen- 
frequenzen a, und @_ in Abhängig- lage die Feder b die Frequenz beein- 
keit von der mittleren Kopplungs- flußt, was zu Schwebungen führt. Da 

frequenz Yßıßz außerdem die Feder b, die Wechsel- 

wirkung also, nur bei entgegengesetzter 

Phase frequenzerhöhend wirkt, bei gleicher Phase aber frequenzerniedri- 
gend, so tritt für die Vorzeichen der Amplituden die Relation 


v0o=_4 sign A, = Fsign Ag (9) 


an die Stelle von (212.8). Das exakte Amplitudenverhältnis folgt aus 
(212.9) und (6): 


w3— wi 


Ah: (10) 


Diese Gleichung bestätigt die anschaulich gefundene Relation (9), wenn 
man o, in (10) entsprechend (8) einsetzt. 


A,= 


Bei nahezu gleichen Frequenzen @, , wird man — gleiche Massen voraus- 
gesetzt — auch nahezu gleiche Amplituden A, und A, erwarten dürfen. 
Denn in (10) ist der Faktor vor A, wegen (6) bzw. (212.11) entsprechend 
nahe beim Wert 1. Ganz anders jedoch liegen die Dinge im Falle sehr 
verschiedener Oszillatorfrequenzen @, und @; und loser Kopplung, also im 
Falle 

>. (1) 


[214] 21 Zwei gekoppelte Oszillatoren 55 


In diesem Falle liegt nach (8) », sehr dicht über w, und ®_ sehr dicht 
unter @,. Für die Beträge der Amplituden (10) gilt dann unter Berück- 
sichtigung von (11) und (8) 

0=WL=0, |4|S14:]|- (12) 


2». 

Die Gleichungen (8); (9) und (12) lassen sich hier folgendermaßen deuten: 
Im Falle der antisymmetrischen Eigenschwingung liegt die Frequenz w_ 
dicht über der höheren Oszillatorfrequenz w,. Nach (12) schwingt haupt- 
sächlich die Masse m, allein, während die Masse m, mit entgegengesetzter, 
sehr schwacher Amplitude mitschwingt. Im Falle der symmetrischen 
Bigenschwingung dagegen liegt die Eigenfrequenz dicht unter der niederen 
Oszillatorfrequenz @,. Hier schwingt hauptsächlich die Masse m,, 
während nach (12) die Masse m, mit nur geringer Amplitude aber gleicher 
Phase mitschwingt. In der Grenze verschwindender Kopplung werden 
die Amplitudenverhältnisse nach (12) unendlich bzw. Null. Das bedeutet: 
Es gibt hier nur stationäre Lösungen vom Typ (212.5), wenn der eine oder 
andere Oszillator allein schwingt, und der jeweils zweite Oszillator sich 
in Ruhe befindet. 

Die allgemeinsten Schwingungszustände lassen sich wie früher durch 
Überlagerung von Eigenschwingungen aufbauen. Die Bewegung von m, 
wird dann wie früher in (213.1) durch 

yW=4Arel+ Are (13) 

“beschrieben, mit A+* und A” als willkürlichen Konstanten. Zur Bildung 
von 2%,(t) ist jedoch Gleichung (10) zu berücksichtigen: 

u art TEE ge, 1a) 

Pi Pi 

Diese Gleichung geht für &, = w, und ß,=f,, also bei Gültigkeit der 

Gleichung (212.11) für &_, wieder in die einfache Form (213.1) über. Wie 

in (213.2) lassen sich eine mittlere und eine Differenzfrequenz definieren, 

die sich mit den Gleichungen (5) bis (8) zu 


4 /o+ 09? 2010, [1-1 (4%)”] 


ergeben und für , =, und ß, =, wieder die frühere Form (213.5) 
annehmen. 


(15) 


Wie früher findet man auch hier Schwebungen unter den nichtstationären 
Lösungen, bei denen y, (£) die gleiche Form wie in (213.13) hat, mit & und 
Aw aus (15). Für y,(t) jedoch erhält man dann einen von (213.13) abweichen- 


By 
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den Ausdruck, bei dem die Amplitude zwar ebenfalls mit der Frequenz Aw/2 
schwankt, aber niemals auf den Wert Null herabsinkt. Es wird also in 
diesen Schwebungszuständen niemals die gesamte Energie zwischen m, 
und m, ausgetauscht. Vielmehr verbleibt ein gewisser Energieanteil bei m, , 
der um so größer ist, je verschiedener die Oszillatorfrequenzen @, und @, 
sind, der aber für w, = w, entsprechend den früheren Überlegungen ver- 
schwinden muß. 


Übungsaufgaben 


21.1. Eine zwischen zwei waagerechten Federn ange- 
ordnete Masse der nebenstehenden Abbildung 
schwingt vertikal mit kleiner Amplitude. Z, und 
L sind die Federlängen im entspannten und im 
gespannten\Zustand. Die Frequenz » = w(Z) ist 
zu berechnen und zu diskutieren. 


21.2. Man gebe entsprechend den Überlegungen von Teil 1 das elektrische Analogon 
zu dem in Abb. 211 beschriebenen Modell für Kapitel 21 an. 


21.3. Die Integrationskonstanten A* und A” des durch (214.13) und (214.14) be- 
schriebenen Schwingungszustands sind für gegebene Anfangswerte y,, Y, %, und 
% zur Zeit t=t, zu bestimmen. 


21.4. Die Federkonstante a, sei komplex und durch 
0,=0+jß B<u 


gegeben. Wie groß ist die zugehörige, infolge ß hinzutretende Dämpfungskon- 
stante? 


21.5. Die Bewegungen eines mechanischen Systems von zwei Massen m, und m; 
sind zu beschreiben, die durch eine Federkraft St, = — = — 15) verbunden sind, 
sich aber sonst frei im Raume bewegen können. 


22 Oszillatorketten 


Zusammenfassung: In diesem Kapitel werden viele Oszillatoren nach dem 
Schema von Abb. 221 zu sogenannten Oszillatorketten zusammengeschlossen. Die un- 
endliche Kette ist am interessantesten, da in ihren Lösungen auch die Schwingungs- 
zustände von endlichen Ketten und Ringen enthalten sind. Wie beim System zweier 
Oszillatoren existieren stationäre und nichtstationäre Schwingungszustände. Die unter- 
einander gleichen Oszillatorfrequenzen », werden aufgespalten in ein Spektrum von 
Eigenfrequenzen, deren Anzahl gleich der Oszillatorenzahl und daher gegebenenfalls 
unendlich ist. Im letzteren Falle bilden die Eigenfrequenzen ein kontinuierliches 
Spektrum. 

Die stationären Schwingungszustände werden repräsentiert durch nach rechts 
und links laufende, untereinander entartete Wellen, die sich mit einer Schein- oder 
Phasengeschwindigkeit vp, fortpflanzen, mit dieser Geschwindigkeit aber keine Energie 
transportieren. Bei endlichen Ringen und Ketten wird durch die Grenzbedingungen 
unter den stationären Lösungen eine endliche, diskrete Mannigfaltigkeit ausgewählt. 
Im Falle der endlichen Kette überlagern sich die nach rechts und links laufenden 
Wellen zu stehenden Wellen. 
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221 Das mechanische Modell 


Ziel dieses Kapitels ist die Behandlung eines mechanischen Systems, 
das aus beliebig vielen Oszillatoren besteht, die durch Kopplungsfedern 
miteinander verbunden und so zu einer „Oszillatorkette‘ zusammen- 
geschlossen sind. Abb. 221 gibt schematisch einen Ausschnitt aus einer 
solchen Oszillatorkette wieder. Auch hier wird wie früher angenommen, 
daß sich die einzelnen Massen m, auf vertikalen Schienen bewegen und 
folglich auch nur vertikale ‘Schwin- 
gungen ausführen können, die durch 
die zugehörigen Koordinaten y,(t) 
beschrieben werden. Alle Federn a, 
befinden sich bei y,=0 im ent- 
spannten Zustand. Die Federn db, 
dagegen sollen, den Überlegungen 
in Abschnitt 211 entsprechend, so be- 
schaffen sein, daß ihre Länge im 7 £ @ 
entspannten Zustand verschwindet. Abb. 221. Schema einer Oszillatorkette. 
Diese Federn sind also in Abb. 221 Die nn a nn ken 

urch Federn symbolisiert 
alle als gespannt anzusehen. 


Yn-1 Yn Yn+1 


Die auf den n-ten Massenpunkt m, wirkenden drei Federkräfte führen 
hier wie vorher in (211.7) auf die Bewegungsgleichung 


MaÜnt An Yn + dn(Yn— Ynıı) + On-ı Un Yn-ı)= 0. (ı) 
Die Gleichung gilt für jeden einzelnen der Massenpunkte, numeriert durch 


n=0(,+]1l,... +5. Durch die Bewegungsgleichungen (1) ist die unendliche 
Oszillatorkette bereits vollständig beschrieben. 


Die Glieder einer Kette mit N, also endlich vielen Oszillatoren, genügen 
ebenfalls der Gleichung (1). Zählt man diese Oszillatoren von n =1 bis 
n=N, so ist zu (1) die Bedingung hinzuzufügen, daß %y, und yy.,, keine 
Variablen, sondern nur Befestigungspunkte wie in Abschnitt 211 sind: 

ml, 2,4, M Hl) =ynı )=0. (2) 
Diese Bedingungen stehen zu (1) in keinerlei Widerspruch, da auch y, = 0 
eine Lösung von (1) für n=0 sein kann. Daher sind alle Lösungen der 
endlichen Kette auch Lösungen der unendlichen Kette, nicht aber um- 
gekehrt. Die Lösungsschar der unendlichen Kette ist also reicher als die 
aller endlichen Ketten, und es ist daher sinnvoll, zunächst nur die unend- 
liche Kette (1) zu untersuchen urd erst später die Bedingung (2) hinzu- 
zufügen. ö 
Weiter läßt sich eine ringförmig geschlossene Kette mit N Gliedern 


dadurch konstruieren, daß man rechts vom Oszillator yy statt Yy., den 
ersten Öszillator %, anschließt. Auch hier gelten die Gleichungen (1) für 
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alle n. Hinzu tritt jedoch jetzt die Forderung, daß yy ,, mit y, zu identifi- 
zieren ist, allgemeiner also 


n=1,2,...,N Yrr = ynÜ). 3) 
Die Lösungsschar dieses „Oszillatorrings‘“, durch (1) und (3) gegeben, ist 
ebenfalls wie bei der endlichen Kette in den Lösungen der unendlichen 
Kette enthalten. 


Die Energie folgt wie üblich aus den Bewegungsgleichungen (1) für alle n 
durch Multiplikation mit y„, Summation über die n und Darstellung des 
Ergebnisses als verschwindende Zeitableitung einer Größe E. So entsteht 


B= N, [m oh+ ans + nn]. (4) 


Die Summation läuft über alle vorhandenen Glieder, beim Ring zum 
Beispiel nur einmal über n=1.... N. Die ersten beiden Terme in der 
Klammer können als Einzelenergien der Oszillatoren angesehen werden, 
der dritte enthält die Wechselwirkungen. Die spezielle Form der Wechsel- 
wirkungsenergie, derzufolge in je einem Term nur y, und y,,, enthalten 
sind, drückt die Eigenschaft des Modells von Abb. 221 aus, daß nur Wechsel- 
wirkung zwischen direkten Nachbarn herrscht. Indirekt wird durch diese 
Nachbarweckselwirkungen natürlich auch die Bewegung des übernächsten 
wie aller weiteren Oszillatoren von %, aus beeinflußt, aber jedenfalls nicht 
durch direkte Wechselwirkung, sondern nur mittelbar über die Bewegung 
der dazwischenliegenden Oszillatoren. 


Unter den Bewegungstypen für die Schwingungen von Oszillatorketten 
wird man wie früher zwischen stationären Eigenschwingungen und nicht- 
stationären Schwingungsvorgängen unterscheiden. Wegen der Linearität 
der Gleichungen (1) müssen sich wiederum die nichtstationären Lösungen 
durch Überlagerung stationärer Lösungen aufbauen lassen. 


Die in Kapitel 21 behandelte Oszillatorkette mit N = 2 Oszillatoren 
besaß 2 stationäre Eigenschwingungen mit 2 verschiedenen Eigenfrequenzen 
@,, aus denen sich die allgemeinste Lösung mit 2 komplexen Integrations- 
konstanten (2 Amplituden und 2 Phasen; 2 Orten und 2 Geschwindigkeiten) 
aufbauen ließ. Da die allgemeinste Lösung einer Kette nmıit N Oszillatoren 
entsprechend N komplexe Integrationskonstanten enthalten muß, da sie 
sich weiter aus stationären Eigenlösungen aufbauen lassen soll, so ist zu 
folgern, daß eine Oszillatorkette mit N Gliedern auch genau N stationäre 
Eigenlösungen enthält mit N verschiedenen Eigenfrequenzen. Mathematisch 
folgt diese Tatsache daraus, daß » ähnlich wie in (212.10) hier durch eine 
Determinante N-ten Grades und damit auch durch eine Gleichung N-ten 
Grades bestimmt wird, die N Lösungen hat. Die unendliche Kette muß 
dann oo viele Eigenfrequenzen besitzen, ihre allgemeinsten Lösungen müssen 
also unendlich viele komplexe Integrationskonstanten enthalten. 
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Als typisches Beispiel einer nichtstationären Schwingung der endlichen 
Kette läßt sich wieder der Fall diskutieren, wo bei 2 = 0 alle Oszillatoren 
in Ruhe sind und nur dem Oszillator y, ein plötzlicher Impuls erteilt wird. 
Zunächst schwingt nur %, mit nahezu seiner Eigenfrequenz. Dann wird %, 
über die Kopplung in Mitschwingungen versetzt, während y, an Amplitude 
verliert. %, stößt wiederum den Oszillator y, an und so fort. Nacheinander 
geraten alle Oszillatoren von n=1 bis n= N in Schwingungen. Die 
Schwingungsenergie wird dabei allmählich von y, nach y„ transportiert. 
Schließlich wird von y„ aus wieder yy_, angestoßen und so weiter, bis die 
Schwingungsenergie wieder nach y, zurücktransportiert ist. 


Bei dieser speziell betrachteten nichtstationären Schwingung handelt es 
sich also um nichts anderes als um eine Ausbreitung langsamer mecha- 
nischer Wellen unter gleichzeitigem Transport von Schwingungsenergie. 
Am Ende der Kette sorgt offenbar die Bedingung (2) dafür, daß die Welle 
zurückkehrt, also reflektiert wird. In diesem Bilde läßt sich auch das ständige 
Hin- und Herpendeln von Schwingungsenergie bei nur zwei Oszillatoren 
als ein abwechselndes Ausbreiten und Reflektiertwerden mechanischer 
Wellen vom hier beschriebenen Typus auffassen. 


222 Integration der Bewegungsgleichungen 


Die Bewegungsgleichungen (221.1) der Oszillatorkette werden im fol- 
genden nur noch unter der Voraussetzung 


mn =Mm n=4 ab 1) 


untersucht, also unter der Voraussetzung gleicher Massen und Kräfte in 
allen Gliedern der Kette. Genau wie früher werden zunächst die stationären 
Lösungen des Systems aufgesucht, hier mit zunächst reellem A, durch 
einen Ansatz 

Yn(t) = Andet, (2) 


mit dem das Gleichungssystem (221.1) in ein System von Bestimmungs- 
gleichungen für die zeitunabhängigen Amplituden A, übergeht, das sich 
in der Form 


A An- 
ug, (3) 
schreiben läßt, mit 
—mot+a+2b 
t= meer . (4) 


Bei der unendlichen Kette sind außer (3) und (4) keine weiteren Be- 
dingungen für (2) und damit für die A, und » zu befriedigen. Jede Koeffi- 
zientenschar A, ‚die der. Gleichung (3) für ein beliebiges £ genügt, ist mit (2) 
eine stationäre Lösung der Bewegungsgleichungen. Die zugehörige, in (2) 
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eingeführte Eigenfrequenz w hängt entsprechend (4) vom gewählten Wert ö 
ab. Nach w aufgelöst, liefert Gleichung (4) 


== FH, (5) 


also die Eigenfrequenz in Abhängigkeit von den mechanischen Konstanten 
m, a und b sowie von dem speziell zugrunde gelegten Parameterwert ö der 
Amplitudenschar A,. Die zusätzlichen, bei endlichen Ketten und Ringen 
auftretenden Einschränkungen werden später behandelt. 


Als nächstes sind die durch (3) gegebenen Amplitudenscharen A, für 
bestimmte Parameterwerte & zu diskutieren und anschließend zu berechnen. 
Da unser mathematisches Denken analytisch besser geschult ist als alge- 

Aın) &4 braisch, empfiehlt es sich, die Koeffizienten- 
schemata A, aufzufassen als (möglichst 
glatte!) Funktionen A(n) einer Variablen n 
mit kontinuierlichen Werten n. Physikalisch 
sinnvoll sind, natürlich nach wie vor nur die 
Werte der Funktion A(r) für ganzzahlige 
Argumente ». Man denke sich weiter die 
Abb. 292, Dässtellüng der Ani nach rechts laufende x-Achse in Abb. 221 
plituden A, an drei benachbarten ersetzt durch eine n-Achse, auf der sich an 
Punkten für verschiedene Z, ent- den Stellen ..„n—1,n, n+1l,... die 
sprechend Gleichung (3) und (6) einzelnen Oszillatoren mit den Amplituden 

A, befinden. Zunächst wird die anschauliche 
Bedeutung der Differenzengleichung (3) in Abb. 222 untersucht. Es werden 
drei Kurven A, = A(n) verglichen, die der Gleichung (3) für verschiedene 
Werte von £ genügen. Man sieht zunächst, daß zwei der Kurvenwerte A, 
(etwa Anfang und Steigung) in (3) willkürlich gewählt werden können. Der 
dritte und jeder weitere Wert sind durch (3) und die spezielle Wahl von & 
bestimmt. Von: & hängt daher vornehmlich die Krümmung von A(n) 
(genauer: der Knick von A,) ab. Ist &=1, so muß wegen (3) A, gleich 
dem arithmetischen Mittelwert von A,_, und A,,, sein. Ist & > 1, so muß 
A, kleiner als im Falle { = 1 sein. Ist schließlich & < 1, so Ist A, größer als 
das arithmetische Mittel. Die Darstellung dieses Sachverhalts in Abb. 222 
zeigt, daß die Kurven A, (von der n-Achse aus betrachtet) konvex, gerad- 
linig oder konkav werden, je nachdem, ob £ größer, gleich oder kleiner als 1 
ist. Es gilt also 


n-1 n n+1 


konvex 
g21 A,= | geradlinig . (6) 
konkav 
Die nach dem Schema (6) aufzusuchenden Funktionen A (rn) müssen außer- 


dem wie besprochen 2 willkürliche Konstanten enthalten, um allgemeinste 
Lösungen von (3) zu sein. 
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Die Lösungen für &£ = 1 sind trivial aufzufinden und lauten 
E=1 A=0+0O"n.. (7) 


Als konvere und konkave Funktionen kommen in erster Linie Exponential- 
funktionen und periodische Funktionen in Betracht, die auch tatsächlich 
die Gleichungen (3) befriedigen. Für $ > 1 werden Exponentialfunktionen 
angesetzt: 

Cl Anl er ler, (8) 
Beim Einsetzen von (8) in (3) wird 8 als Funktion des vorgegebenen Wertes & 
bestimmt zu ’ 

+2 2e-ß 
[== fr. (9) 

Die Lösungen (8) und (9) jedoch sind bei der unendlichen Kette physikalisch 
nicht weiter interessant, weil siean den Enden n — -+4- 0 der Kettezu unend- 
lich hohen Amplituden führen, eine Erscheinung, der keinerlei physikalische 
Realität entspricht. 


Interessanter für den hier betrachteten Problenikreis sind die konkaven 
Lösungen von (3) für Id <1. Hier liefert der periodische Ansatz für 4, 

(2j<1 m (10) 
eine Lösung, deren Amplituden stets endlich bleiben und außerdem beliebig 


viele Nullstellen aufweisen dürfen. Die Konstante «x wird durch Einsetzen 
in (3) als Funktion von © bestimmt, nämlich durch: 


S=cosa=l. (11) 
Die konkaven Lösungen mit ©<“——1 kommen hier ebenfalls nicht in Be- 


tracht. Man überzeugt sich leicht, daß diese Lösungen durch cos-Funk- 
tionen mit exponentiell anwachsender Amplitude beschrieben werden. 


223 Stationäre Schwingungen 
Die aligemeinste stationäre Lösung der Bewegungsgleichungen (221.1) hat 
nach (222.2) und (222.10) die Form 
ya y, (tn) = det[o/ ren +0” eier] ) 


mit beliebigen Konstanten 0°, C” und x. Die Eigenfrequenzen & sind über 
(222.5) und (222.11) als Funktionen von « gegeben, nämlich 
% +25 (1— cos) 
= |/-- - 


_Ijardbsinie) | 
nt | (2) 


m 
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und bilden ein „‚kontinuierliches Spektrum“, das heißt, sie können jeden 
Wert innerhalb der Grenzen 


Yes»: @) 


annehmen. An die Stelle einer Aufspaltung in zwei Eigenfrequenzen wie bei 
zwei Öszillatoren ist also hier die Aufspaltung in ein ganzes Kontinuum 
von unendlich vielen Frequenzen getreten. 


Die physikalische Bedeutung der stationären Schwingung (1) soll zunächst 
unter der Voraussetzung 0” =0 diskutiert werden. Alle Oszillatoren 
schwingen hier mit gleicher Amplitude. Lediglich die Phase ist von Oszillator 
zu Oszillator um den konstanten Betrag « verschoben. Ist « = 0, so schwin- 
gen alle Oszillatoren in Phase, und die Kopplungsfedern kommen effektiv 
nicht zur Wirkung. Die Frequenz ist, wie (2) zeigt, gleich der ungestörten 
Frequenz Ya/m. Je größer der Phasenunterschied « wird, um so größer ist 
der Beitrag der Kopplungsfedern zur rücktreibenden Kraft, um so größer 
also auch w. Diese Eigenfrequenz & («) ist daher in (2) eine monoton wach- 
sende Funktion von «. Bei «= r schwingen benachbarte Oszillatoren in 
Gegenphase, und w(&) = »(z) nimmt in (2) seinen Maximalwert an. Da es 
größere Phasenunterschiede als x = x nicht geben kann, ist die Gesamtheit 
aller Eigenschwingungen im Wertebereich 


0<axıa (4) 
bereits-enthalten. Bei negativen « werden in (1) lediglich die ohnehin will- 
kürlichen Konstanten 0” und C’”’ vertauscht. 

Der Realteil von (1) mit 0” = 0 ist bei reellem (” 
y(t,n)=(’ cos (wt—an). (5) 
Ein Beobachter, der diese Oszillatoren (5) alle nebeneinander schwingen 
sieht, bekommt den Eindruck einer nach rechts laufenden Welle. Die 


Maxima von (5) zum Beispiel verschieben sich von Oszillator zu Oszillator 
nach der Bedingung 


o 
n=—t. (6) 


Ist der Abstand zwischen benachbarten Oszillatoren Ax, so ist die Ge- 
schwindigkeit dieser scheinbaren Fortpflanzung 


UYm=—Ar. Mm 


Die sogenannte Phasengeschwindigkeit up) wird für «— 0 unendlich. 
Sie ist wohl zu unterscheiden von der Gruppen- oder Signalgeschwindigkeit 
%gr, die sich auf einen wirklichen Transport von Energie bezieht, die aber 
stets eine obere Schranke nicht überschreiten kann. Mit dp, ist unmittelbar 
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kein Energietransport verknüpft, da alle Oszillatoren in (5) nahezu den 
gleichen konstanten Energiebetrag aufweisen. Wie die feinere Untersuchung 
in Abschnitt 233 zeigen wird, findet zwar ein Energietransport statt, aber 
nur mit derim allgemeinen sehr vielkleineren Gruppengeschwindigkeit vg.- 


Die in (1) angegebene stationäre Schwingung besteht aus der Über- 
lagerung einer nach rechts und einer nach links laufenden Welle. Die 
allgemeinsten nichtstationären Lösungen der Bewegungsgleichungen lassen 
sich durch Superposition stationärer Lösungen gewinnen. Werden stationäre 
Lösungen vom Typ (1) statt in einer Summe in einem Integral überlagert, 
findet man 


yiam)= | du (@)y(n) (8) 


mit willkürlichen Koeffizienten O(«). Diese Lösungen werden in Ab- 
schnitt 234 genauer studiert. 


224 Ringe und Ketten mit N Oszillatoren 


In (223.1), (223.2) und (223.8) sind die stationären und nichtstationären 
Lösungen einer unendlichen Oszillatorkette angegeben. Es bleibt hier zu 
untersuchen, welchen Einschränkungen diese Lösungen unterworfen werden 
müssen, um gleichzeitig Lösungen für endliche Ketten und Ringe zu sein. 
Grundsätzlich sind diese Bedingungen in (221.2) und (221.3) formuliert. 
Sie müssen nur noch auf die stationären Lösungen (223.1) angewandt 
werden. 


Als erstes sollen die stationären Lösungen yZ(t,n) eines Ringes mit 
N Gliedern untersucht werden. Diese Lösungen müssen neben der Gleichung 
(223.1) die Periodizitätsbedingung (221.3) erfüllen, also 


ya (tn)= ya ltın + N). () 
Das ist aber nur möglich, wenn in (223.1) 
eier — eiatn+ N) aN=2nm (2) 


ist, wenn also unter Berücksichtigung des Wertebereichs (223.4) von « 


2m F N . 
m mit m=0,1,...<z (3) 


gilt. 
Die stationären Bigenschwingungen sind mit 0”’ = O0 in (223.1) und dafür 
mit negativen Werten von « auch darstellbar durch 
2m 


yln)=letatın = (4) 


—_ ai <msH+ = m ganzzahlig 
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mit den zugehörigen Eigenfrequenzen (223.2): 


== FEN. (5) 


(Um Verwechslungen zu vermeiden, wurde in (5) die Oszillatormasse mit m, 
bezeichnet). Bei ungeradem N ergeben sich genau N Eigensch wingungen. Bei 
geradem N jedoch erhält man scheinbar N + 1 Eigenschwingungen. Dabei ist 
aber zu berücksichtigen, daß die beiden Schwingungen mit m = + N/2 wegen 
x = + 7% identisch den gleichen Schwingungszustand mit abwechselnd 
entgegengesetzten Phasen repräsentieren und daher nur einmal gezählt 
werden dürfen. 


Je zwei der Funktionen y* in (4) gehören nach (5) zur gleichen 
Eigenfrequenz, nämlich y*® und y*,. Man bezeichnet zwei verschiedene 
Schwingungszustände zur gleichen Eigenfrequenz als ‚entartet“. Neben 
y" und y*, ist jede Linearkombination der beiden Funktionen wieder eine 
stationäre Lösung zur gleichen Frequenz w(x). Die gleiche Entartung liegt 
natürlich bereits bei den Funktionen (223.1) der unendlichen Kette vor. 


Als zweites sind die stationären Schwingungen der endlichen Kette mit 
N Öszillatoren zu bestimmen. Ausgangspunkt sind wiederum die stationären 
Lösungen (223.1) mit den Eigenfrequenzen (223.2) bzw. (5). deren Kon- 
stanten (*, C” und x den Forderungen von (221.2), 


| HN=0 yaaıl)=0, (6) 
zu unterwerfen sind. Die erste der Bedingungen (6) läßt sich mit. 
c 
& er ("= 7 (7) 


befriedigen und liefert die Eigenfunktionen (223.1) in der Form 
yalt,n)=Ceetsinan (8) 


als sogenannte stehende Wellen. Wie aus (8) hervorgeht und in Abb. 224 
an einem einfachen Beispiel gezeigt wird, schwingen alle Oszillatoren in 
gleicher oder entgegengesetzter Phase. Ihre Amplituden jedoch sind ver- 
schieden groß und variieren mit &. Auch hier wird der effektive Einfluß 
der Kopplungsfedern um so größer, je größer der Amplitudenunterschied, 
und damit, je größer « ist. Auch hier erscheint also das monotone Wachsen 
der Frequenz & (x) mit & verständlich. Schließlich lassen sich die stehenden 
Wellen in (8) noch — ihrer Konstruktion entsprechend — als Überlagerung 
zweier nach rechts und links laufender Wellen gleicher Amplitude auffassen. 


Die Erfüllung der zweiten Forderung von (6) bedeutet nach (8) eine 
Forderung an «. Denn diese Forderung ist nur mit j 


= und m=1,2,...,N (9) 
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zu erfüllen. Die Eigenfrequenzen bilden also wie beim Ring ein diskretes 
Spektrum von N verschiedenen Frequenzen, entsprechend (5) und (9), 
hier jedoch ohne Entartung. 


Die in (8) und (9) dargestell- 
ten Lösungen für die N statio- 
nären Eigenschwingungen der 
endlichen Kette sind einfach und 
übersichtlich. Sie sind für N=4 
in Abb. 224 dargestellt und ent- 
halten die Amplituden der ver- 
schiedenen %, zu den einzelnen 
Eigenwerten. DieVerallgemeine- 
rung auf beliebig viele Oszilla- 
toren bedarf keiner weiteren Er- 
klärungen. Aus Abb. 224 ist er- 
sichtlich, daß die Eigenschwin- 
gungen mit wachsendem m bei 
benachbarten y, immer stärker 
gegenläufige Phasen aufweisen, 
bei denen die Kräfte der Kopp- 
lungsfedern b immer mehr zur Abb.224. Darstellung aller Eigenschwingun- 
Geltung kommen. gen für eine Kette von N=4 Oszillatoren. 

Die Beschreibung durch m = 5, 6,7... ist ge- 

Natürlich ist in den Gleichun- strichelt eingetragen, erweist sich aber mit 
gen (5), (8) und (9) auch das aus der durch m = 0, 4,3... identisch. 
zwei Oszillatoren bestehende Sy- 
stem mit N = 2 enthalten. In diesem Falle sind die beiden Eigenfre- 
quenzen 


a+4bsin?(nm/6) 
[EZ Dee ans 


a+2b+b 
a al re 


was mit den Ergebnissen von Kapitel 21 übereinstimmt. (Die schwingende 
Masse ist wieder mit m, bezeichnet.) Die zugehörigen Eigenschwingungen 
sind bei m = 1, also im symmetrischen Fall, nach (8) 


(10) 


y(t,n) = Asin I de-t Ya am) 


und im antisymmetrischen Falle, bei m = 2 


y(t,n) = Asin (nee Yı=-W- (12) 
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Übungsaufgaben 
22.1. Mit welchem Ansatz läßt sich die nichtstationäre Schwingung 
f ylt,n)=L0,get-«n 
«x 


in der Form 
+n 


da’ ; ‚ 
un- [| reden 


darstellen? 


22.2. Wie sehen die zeitunabhängigen Lösungen der Oszillatorkette aus? Wie können 
sie physikalisch realisiert werden? u - 


22.3. Man suche die Symmetriceigenschaften der in Abb. 224 dargestellten Eigen- 
schwingungen einer Kette aus vier Oszillatoren auf. 


22.4. Für das elektrische Aralcgen der in Abb. 221 dargestellten Oszillatorkette ist 


das zugehörige Schaltbild anzugeben. 


22.5. In der nichtstationären Lösung der unendlichen Kette von Aufgabe 1 ist a’) 
su zu bestimmen, daß die Lösung y(f,») bei t!=0 vorgeschriebene Anfangs- 
werte y„ und %, aufweist. 


23* Ausbreitung mechanischer Wellen 


Zusammenfassung: Die Größen m, a, b, n, « der Oszillatorkette lassen sich 
durch die Größen 9, c, x, k, 4x ersetzen, die den charakterisiischen Eigenschaften 
der auftretenden Schwingungsformen verwandter sind. Alle Bestimmungsgleichungen 
der Theorie wie auch die Lösungen bekcmmen dadurch eine übersichtlichere Ferm. 
Der Übergang zur „kontinuierlichen“ Oszillatorkette wird durch Ax—0 allein voll- 
zogen und führt zu einer erheblichen Vereinfachung der Theorie. Auch auf die 
Oszillatorkette mit endlichen Abständen Az ist die vereinfachte Theorie anwendbar, 
nämlich dann, wenn die in den Schwingungszuständen auftretenden Wellenlängen 
groß gegen Ax sind. Die mathematische Struktur aller übrigen physikalischen Wellen- 
erscheinungen, auch der nichtmechanischen, läßt sich hier von der Theorie der 
Oszillatorkette aus leicht überblicken und klassifizieren. 


Die Eigenschaften nichtstationärer Schwingungszustände der Oszillatorkette 
werden am Beispiel eines Wellenpakets studiert. Während sich die Phasen mit einer 
fiktiven Geschwindigkeit op, > c fortzupflanzen scheinen, findet die Fortpflanzung 
von Amplituden, Energien und Energieschwerpunkten mit der Gruppen- oder Signal- 
geschwindigkeit v.,= c statt, die von %p, verschieden ist. c ist die Grenzgeschwin- 
digkeit Yo/u der Theorie. 


Mit der Ausbreitung von Wellenpaketen findet ein Transport von Energie statt. 
Für den Schwerpunkt der Energie gilt der gleiche Schwerpunktsatz wie für einen 
Massenschwerpunkt der Mechanik. Enthält das Paket nur nahezu eine einzige Fre- 
quenz & und Wellenzahl %, so bestehen- zwischen Energie E und Impuls P sowie & 
und k die an entsprechende Gleichungen der Quantentheorie und Relativitätstheorie 


“ 


< 
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® 
231 Darstellung der Wellenausbreitung 


Vor der eigentlichen Untersuchung der nichtstationären Lösungen wird 
für diein Kapitel 22 entwickelte Theorie der Oszillatorkette eine Darstellung 
eingeführt, die dieser Untersuchung besser angepaßt ist, weil in ihr alle 
Gleichungen in einer von der speziellen Struktur der Kette weitgehend 
unabhängigen Form erscheinen. Falls bei der Oszillatorkette nur Schwin- 
gungszustände untersucht werden, bei denen benachbarte Oszillatoren 
Schwingungen mit nur geringem Phasenunterschied & < 1 ausführen, wird 
es für einen solchen Schwingungszustand y(f, n) nicht viel ausmachen, ob 
sich in einem räumlichen Abstand Ax ein Oszillator mit der Masse m und 
der Federkonstanten a befindet oder ob sich dort in Abständen A/2 hinter- 
einander zwei Massen m/2 mit Federkonstanten a/2 befinden. Wichtig ist 
hauptsächlich das Vorhandensein einer bestimmten Gesamtmasse im 
Bereich Ax und einer gesamten Federkraft a in Ax. Diese Unabhängigkeit 
gewisser Lösungen von der Struktur soll in der folgenden Umformung ihren 
Ausdruck finden. 


Die Oszillatoren sollen sich alle mit gleichen Massen und Kräften m, a, b 
in gleichen Abständen Ax auf der x-Achse befinden. Dann läßt sich mit 
den Gleichungen 


z=ndx m= uAx b=,- (1) 


die Oszillatorenzahlr durch die x-Koordinate, die Masse m durch die Massen- 
dichte u (= Masse pro Längeneinheit) und die Federkraft d durch die Span- 
nung o ersetzen. In der letzteren Gleichung ist zu beachten, daß kürzere 
Federn bei gleicher äußerer Kraft weniger ausgelenkt werden, die Feder- 
kraft b also zu 1/Ax proportional ist. Die neu definierte Spannung o hat 
die Dimension einer Kraft. Die Federkraft a dagegen ist proportional zu 


Az und definiert in 

a=ox:Ax u nt (2) 
einereziproke Länge x bzw. die zugehörige Länge A,, diein der mathematisch 
ähnlich gebauten Wellentheorie der Materie als ‚„Comprox-Wellenlänge A,“ 
bezeichnet wird. Weiter definieren u und o in (2) eine Geschwindigkeit, die 
„Grenzgeschwindigkeit“ c, deren tiefere Bedeutung noch untersucht wird. 
Ihrer unmittelbaren Bedeutung nach ist c=4Axyb/m. Würde man in 
Abb. 211 die Masse m, unter dem Einfluß der Feder 5 nach rechts laufen 
lassen, so würde sie gerade mit der Geschwindigkeit c bei m, eintreffen. 


Die Phasendrehung « wird schließlich auch noch auf eine Längeneinheit 
bezogen, und es entsteht die sogenannte Wellenzahl k 


& 27 
ee n 
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deren Zusammenhang mit der Wellenlänge A gleichfalls in (3) wiedergegeben 
ist. Denn mit (3) gilt zum Beispiel 


(4) 


4 E 
cosan = 08 — r=coskr—=cos2n —, 
Ax 7. 


a 


ein Ausdruck, in dem / ganz offenbar den räumlichen Abstand zweier 
Maxima des Kosinus, also die Wellenlänge, repräsentiert. 


Mit den in (1) bis (3) eingeführten Begriffen und Größen lassen sich die 
strukturabhängigen Größen m, a, b, n, « durch die strukturunabhängigen 
Größen 6, x, c, &, k ersetzen. Dann macht sich die spezielle Struktur der 
Kette nur noch in der einen Konstanten Ax bemerkbar. 


Nunmehr sollen alle Gleichungen der bisher entwickelten Theorie der 
Oszillatorkette mit den in (1) bis (3) neu eingeführten Größen dargestellt 
werden. Zunächst erhält die Bewegungsgleichung (221.1) unter den Vor- 
aussetzungen (222.1) die Form 


+ayta)=0| (5) 
mit dem zweiten Differenzenquotienten: : 
Arylt,x) _ 1 (yit,x=+A2)—ylt,x) u (6) 
Ax? As Ax Az j 


Die nach rechts und links laufenden Wellen (223.1) sind stationäre Lö- 
sungen dieser „Wellengleichung“ und können unter Berücksichtigung von 
(224.4) und dem anschließenden Text mit (1) bis (3) dargestellt werden als 


st 


yla)=Cder-d mit — 


Sk<S+Z-: (7) 


Pa 


Die Frequenzen w(k) dieser Wellen (7) sind für die jeweilige Wellenzahl k 
nach (223.2) als monotone Funktion gegeben 


[0 == + (>) (8) 


und bilden ein Kontinuum zwischen den Grenzen 


NEN Vr+(25)" (9) 


Neben y, ist auch y_, oder eine Linearkumbination beider Funktionen eine 
stationäre Lösung zur gleichen Eigenfrequenz = w(—k) = w(+-k). Diese 
Entartung ist eine direkte mathematische Folge der „Rechts-Links-Sym- 
metrie‘“‘ der betrachteten Oszillatorkette. Zwischen den Symmetrieeigen- 
schaften schwingender Systeme und den Entartungen ihrer Eigenfrequenzen 
besteht nämlich stets ein sehr enger Zusammenhang. 
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Die allgemeinste nichtstationäre Lösung schließlich hat die Form 


Ya, 


y(t,x)= [ SE fikyeitwt-rn (10) 
> 

mit w(k) aus (8). Die Integrationsgrenzen laufen nur bis k = + n/Ax, weil 
die zu größerem k gehörigen Wellenlängen A < 2 Ax nicht mehr zur voll- 
ständigen Bestimmung der nur in den Punkten x =nAx gemäß (1) defi- 
nierten Funktion y(t,x) benötigt werden. Die Funktion f(k) ist hier wie 
ft«) in der Übungsaufgabe 22.5 durch die Anfangsbedingungen y(0, x) und 
j(0, x) gegeben als: 


FW =f@) 42-3 Ar |y0,)4 So, | e- u) 


Schließlich läßt sich die in (221.4) definierte Gesamtenergie des Systems 
in der neuen Schreibweise durch den Ausdruck darstellen 


B- 21: rer]. (12) 


Die in diesem Abschnitt eingeführte Schreibweise hat den Vorteil, daß 
Oszillatorketten mit vielen kleinen oder wenigen großen Oszillatoren sich 
bei sonst gleichen Eigenschaften nur noch im Zahlenwert einer einzigen 
Konstanten unterscheiden, nämlich Ax. Die spezielle Struktur tritt gegen- 
über den für uns interessanteren kollektiven Schwingungs- und Aus- 
breitungsphänomenen in den Hintergrund. 


232 Strukturunabhängige physikalische Phänomene 


Die gesamte Theorie der Oszillatorkette findet sich im letzten Abschnitt 
in den Gleichungen (231.5) bis (231.12) zusammengefaßt. Eine besonders 
einfache, übersichtliche Form bekommen diese Gleichungen, wenn man 
völlig von der Struktur der Kette absieht, also zur Grenze 


Ax—0 () 
übergeht. Aus der Differenzengleichung (231.5) wird eine partielle Differen- 
tialgleichung 


EEE len @ 


mit den stationären Lösungen 
Yr(t,x) = Ceilwt- ka) -wsks+tm. (3) 


6 Magke, Wellen. 2. Aufl. 
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Der Zusammenhang (231.8) zwischen Frequenzen und Wellenzahlen ver- 
einfacht sich zu 


o=cVx+12 cr <w<@, (4) 


während die allgemeinste Lösung von (2) 


40 


y(t,x)= [ SE Fik)etet-tn (5) 


— 00 


sich von (231.10) nur dadurch unterscheidet, daß zu ihrem Aufbau alle 
Wellenzahlen bis k— +, also alle Wellenlängen bis A— 0 beitragen 
können. Die willkürliche Funktion f(k) in (5), dargestellt durch die Anfangs- 
bedingungen, geht von (231.11) in ein Integral über: 


kei; 40,8) jkz 
f(k) - [di [»10, + | err. (6) 
Dieser Umweg bei der Bestimmung von f(k) ist natürlich nicht nötig. Man 


kann f(k) durch entsprechende FouriErtransformationen direkt aus (5) 
gewinnen. Für die Energie (231.12) entsteht: 


tes]. u 


Es sei besonders darauf hingewiesen, daß E hier wie sonst im allgemeinen 
eine positiv definite Größe ist. 


Diese Gleichungen sind alle von einfacherer und übersichtlicherer Form 
als die früheren für Ax + 0. Es erhebt sich nun die Frage, welche physika- 
lischen Phänomene ganz allgemein durch diese Gleichungen beschrieben 
werden. Zunächst gelten sie exakt für ein Modell mit der Eigenschaft (1), 
also Ax —0. Man könnte dabei etwa an ein gespanntes elastisches Seil 
denken, das an einer vertikalen Gummimembran befestigt ist. Die Feder- 
konstante 5 wird durch die Seilspannung selbst hervorgerufen, die Feder- 
konstante a, die zu x beiträgt, entsteht durch die Zugspannung der nach 
oben und unten aufgespannten Gummimembran. Sieht man vom atomaren 
Bau dieses Modells ab, so ist hier wirklich die Bedingung (1) erfüllt, und 
die Gleichungen (2) bis (7) gelten exakt, sofern man sich auf die Betrachtung 
rein vertikaler Bewegungen beschränkt. 


Aber auch bei Systemen mit Ax +0 haben die Gleichungen (2) bis (7) 
eine Bedeutung, nämlich für solche Schwingungen der Oszillatorkette, bei 
denen diese Gleichungen eine geeignete Näherung darstellen. Das ist wie 
besprochen der Fall bei Schwingungszuständen, in denen benachbarte 
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Oszillatoren sich in Amplitude und Phase nur wenig unterscheiden, in denen 
die Phasendifferenz « klein ist, also 


a—<2n kAxz<2n Ai (8) 


erfüllt ist. Gilt nicht (1), sondern (8), so ist zwar Ax + 0, aber es werden 
nur Schwingungen betrachtet, bei denen solche Wellenlängen A eine Rolle 
spielen, die groß gegen Axsind. Auch in diesem Falle geben die Gleichungen 
(2) bis (7) eine adäquate Beschreibung der betrachteten Schwingungszu- 
stände, und der Fehler gegenüber der Verwendung der exakten Gleichungen 
ist klein. 


Die Gleichung (231.5) oder (2) spielt als Wellengleichung in der Physik 
eine außerordentlich wichtige Rolle, und zwar auch bei Phänomenen wie 
elektromagnetischen Wellen und Materiewellen, bei denen die Annahme 
einer ihrer Ausbreitung zugrunde liegenden Mechanik ähnlich der Os- 
zillatorkette ziemlich sinnlos wäre. Hier also hat das Bild der Oszillator- 
kette lediglich den heuristischen Wert, daß man sich unabhängig von der 
mathematischen Beschreibung die Schwingungen und Wellen wirklich 
anschaulich vorstellen kann und so leichter einen Überblik über spezielle 
Schwingungsformen und Ausbreitungsprobleme bekommt. 


Die hier vorliegende T'heorie der Oszillatorkette enthält, abgesehen von o, 
das nur in der Energie auftaucht, genau drei fundamentale Konstanten, 
nämlich zwei Längen und eine Geschwindigkeit: 


Az, = — c. (9) 


Die Theorie des elastischen Seils ist ein Spezialfall von (9), nämlich mit 
x—=ß0, Axz—0. (10) 


Mechanische Schwingungen und Wellen enthalten im allgemeinen wie 
in (10) die Konstante x nicht, da die in a enthaltene elastische Bindung 
einzelner Partikel an feste Raumpunkte nicht vorkommt, sondern nur die 
Bindung zwischen den Nachbarn eine Rolle spielt. Die zweite Voraussetzung 
von (10), nämlich Ax — 0, gilt nur, soweit (8) erfüllt ist, also die betrachteten 
Wellenlängen A wirklich groß sind gegenüber den molekularen Abständen 
Ax. Für akustische Wellen, die sich von den mechanischen nur durch den 
Aggregatzustand ihres Mediums unterscheiden, gilt ähnliches. 


Die elektromagnetischen Wellen sind ihrem mathematischen Aufbau nach 
ebenfalls der Theorie der Oszillatorkette in der Näherung (10) einzuordnen. 
Ob dabei die Näherung Ax— 0 exakt gilt oder nur im Sinne von Glei- 
chung (8), läßt sich allerdings nicht sagen. Die neuere Forschung läßt eher 
auf die Existenz einer Struktur auch der nicht mechanisch begründbaren 
Wellentheorien schließen, also auf Ar+0, (Ax=1071> m), da Wellen- 


6* 
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theorien mit Ax — 0 unter gewissen Voraussetzungen auf unlösbare mathe- 
matische Schwierigkeiten stoßen. Damit ist natürlich nicht gesagt, daß 
eine solche eventuelle Struktur mit Ax +0 gerade vom mathematischen 
Typ der Struktur einer Oszillatorkette sein muß! 


Zur Theorie der Materiewellen (Elektronen, Nukleonen, Elementar- 
teilchen) schließlich läßt sich in bezug auf Az das gleiche wie bei den elek- 
trischen Wellen wiederholen. Bei diesen Wellen jedoch ist i 


2 


=, +0 Ax—0, (11) 
und ihre Theorie ist wiederum in der mathematischen Theorie der Oszillator- 
kette enthalten. Bei Elektronen ist A, = 2,4-10”1? m. Sind die betrachteten 
Wellenlängen A hier nicht nur groß gegen Ax, sondern auch gegen A,, 
und gilt 

I>h>Ar, (12) 


so geht die Theorie in die sogenannte nichtrelativistische Theorie der 
Materiewellen von SCHRÖDINGER über, die insbesondere dadurch gekenn- 
zeichnet ist, daß bei ihren Wellen stets 


Ver <vpn, (13) 


die Gruppengeschwindigkeiten also klein gegen die auftretenden Phasen- 
geschwindigkeiten sind. 


Damit sollte nur ein allgemeiner Überblick über den Zusammenhang der 
jetzt behandelten Theorie der Oszillatorkette mit den später zu behandeln- 
den, teils mechanischen, teils abstrakten Wellentheorien gegeben werden. 
Wenngleich die hier entwickelten Begriffsbildungen weiter unten bei den 
übrigen Wellentheorien herangezogen werden sollen, so wird von diesem 
Zusammenhang im folgenden noch keinerlei Gebrauch gemacht. Vielmehr 
beziehen sich auch die nächstfolgenden Überlegungen primär nach wie vor 
lediglich auf das physikalische Modell der Oszillatorkette. 


233 Phasen- und Gruppengeschwindigkeit 


Betrachtet wird ein nichtstationärer Schwingungszustand der unendlichen 
Oszillatorkette, der aus zwei nach rechts laufenden Wellen mit benachbarten 
Frequenzen + dw/2 und Wellenzahlen k +dk/2 besteht: 


yit,x)= le + F)>] En al, -5) e e-) | (1) 
Diese Schwingung (1) erweist sich als eine nach rechts laufende Schwebung, 


; dwt—dkı 
y(t, x) = 2eilet-kz) cos a (2) 
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k ist die Wellenzahl der kleinen Wellenlänge A in Abb. 233.1, während dk 
die Wellenzahl für die entsprechend große Wellenlänge 2 n/dk der Schwe- 
bung ist. 


Fragt man nach dem zeitlichen Verlauf, also nach der Ausbreitung der 
in (2) dargestellten und in Abb. 233.1 abgebildeten Schwebung, so stellt 
sich heraus, daß das Bild der Welle 
von Abb. 233.1 keinesfalls erhalten 
bleibt oder nur nach rechts ver- 
schoben wird. Vielmehr überzeugt 
man sich leicht, daß sich z. B. die 
weiten und die engen Maxima der 
Schwebung mit ganz verschiedenen 
Geschwindigkeiten bewegen. 


Abb. 233.1. Darstellung der nach rechts 
laufenden Schwebung von Gleichung (1) 


Die Bewegung der weiten Maxima ist durch die Bedingung 
= dat—dkz _] (3) 


co 3 


charakterisiert, also z. B. durch e=tdw/dk, und die Ausbreitungsge- 
schwindigkeit v;, des Maximums daher durch 


d 
Var = IE (4) 


gegeben. Dies ist die sogenannte Gruppengeschwindigkeit oder Signal- 
geschwindigkeit in Übereinstimmung mit der früher beim Zweikörper- 
problem in (213.17) gegebenen Definition. Dort ist v,, angegeben als AxJw/r. 
Der Phasenunterschied A« beider Eigenschwingungen ist dort z, und der 
Unterschied in der Wellenzahl demzufolge Ak = Aa/Ax = n/Ax. Genau 
wie in (4) wird auch dort v., = Axdo/n = Aw/Ak. 


Die Fortpflanzung der engbenachbarten Maxima von Abb. 233.1 dagegen 
wird durch die Bedingung 


elek) —] z=zt-ni (5) 
bestimmt. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit dieser engen Maxima wird 
als Phasengeschwindigkeit vp) bezeichnet und ist 


Yn=y- (6) 


Die Definition (6) befindet sich im Einklang mit der vorher im (223.7) am 
Beispiel der einzelnen Wellen gegebenen Definition. Die dortige Definition 
geht mit k = «/Ax in die Gleichung (6) über. 
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Die Ausbreitung der Schwebung von Abb. 233.1 besteht also darin, daß 
der allgemeine Typus der Figur im Zeitablauf der gleiche bleibt, daß aber 
die weiten und engen Maxima mit den verschiedenen Geschwindigkeiten 
®gr und vp; nach rechts laufen. Dabei ist im allgemeinen vg, < vpn. Be- 
trachtet man die einzelnen schwingenden Oszillatoren, so schwingen diese 
im wesentlichen mit der Frequenz w, ihre Amplituden aber schwanken all- 
mählich im Sinne der weiten Maxima mit der Frequenz Aw. Die Am- 
plitudenschwankung bedeutet aber eine ständige Änderung der Oszillator- 
energie. Mit jedem der weiten Maxima wird also ein ganz bestimmter Betrag 
an Schwingungsenergie transportiert, und zwar in der gleichen Weise wie 
früher im Falle zweier gekoppelter Oszillatoren. 


Würde man die weiter links durch irgendeine äußere Kraft erzeugte 
Schwebung plötzlich abschalten, so würden die einzelnen Oszillatoren 
zunächst so lange wegemchwingen, bis sie ihre Energie alle nach rechts 

, abgegeben haben und es sich bemerkbar 
(8, macht, daß von links keine Energie mehr 
einströmt. Das Abschalten der Schwebung 
breitet sich also ebenfalls nur mit der 
Gruppengeschwindigkeit und nicht etwa 
mit der Phasengeschwindigkeit aus. Da 
das Abschalten zur Signalgebung verwandt 
werden kann, läßt sich folgern, daß die 
Signalgeschwindigkeit eines physikalischen 
Ausbreitungsphänomens gleich der Ge- 
schwindigkeit des Energietransports und 
damit gleich der Gruppengeschwindig- 


wf{k) 


x en 4 


Kir keit vg, ist, nicht aber gleich der Phasen- 
geschwindigkeit. 
Abb. 233.2. Eigenfrequenzen w(k) 
für k<n/Ax. Glatte Kurve: w(k) Bei diesen Überlegungen ist kein Ge- 


nach (7) allgemein; gestrichelt: Jauch von der Gültigkeit spezieller Wellen- 
Näherung (8) mit A2—0; strich- 


punktiert: Näherung (9) mit gleichungen gemacht. Sie gelten also über 

Ax—0, #0; Geschwindigkei- das Beispiel der Oszillatorkette hinaus für 

ten: tga=w/k=vy. jede lineare Wellenausbreitung, die Lösun- 

tgß=dwfdk= vor gen vom Typ der Gleichung (1) aufweist. 

Die speziell zugrunde liegende Wellen- 

theorie geht lediglich mit einem speziellen Gesetz & = o(k) für den Zu- 

sammenhang zwischen Frequenz und Wellenzahl ein, der zur quantitativen 
Bestimmung von vg, und dp} natürlich bekannt sein muß. 


Bei der @szillatorkette ist dieser Zusammenhang nach (231.8) durch 


o(k)=c V* + rt (7) 
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und Abb. 233.2 darzustellen. In der strukturfreien Näherung oder für Wellen- 
längen, die groß gegen Ax sind, gilt: j 


Ax—0: v=cye+R, (8) 
und im Falle a = 0, also x = 0, wird aus (8) 
x»—0, Ax—0: w=ck. (9) 


Die entsprechenden Kurven sind in Abb. 233.2 wiedergegeben. In der 
Näherung (9) werden Phasen- und Gruppengeschwindigkeit gleich groß und 
unabhängig von der Wellenlänge bzw. Wellenzahl k. Es gilt 


dr = opn=C. - (10) 
Ist dagegen entsprechend (8) zwar Ax — 0 aber x<-+0, wird 


do c @ #2 
re m =elltgz2e 


I (11) 


| 2 | 
Iar!pn—=C- 


Hier macht sich die physikalische Bedeutung der Grenzgeschwindigkeit c 
bemerkbar als obere Schranke für die Signalgeschwindigkeit v,, und untere 
Schranke für die Phasengeschwindigkeit vpy. 


Da die Gruppengeschwindigkeit vg, gleich der Steigung von w(k) ist, läßt 
sich ihre Abhängigkeit von % qualitativ aus Abb. 233.2 entnehmen. v,, ist 
am größten iın Spezialfall(9), nämlich gleich c. Im Falle (8) ist v,, am größten 
bei kurzen Wellenlängen (k— oo). Im allgemeinen Falle (7) jedoch mit 
x=0 und Ax=# 0 ist vg, stets niedriger als in den beiden Spezialfällen, 
also auch stets kleiner als die Grenzgeschwindigkeit ce. v.,(k) erreicht etwa 
bei n/2 Az ein Maximum und sinkt dann bis knaz = r/Ax auf den Wert 
Null herab. 


Die Phasengeschwindigkeit vp) = w/k ist nach Abb. 233.2 im allgemeinen 
Falle (7) ebenfalls kleiner als im Falle Ax — 0, x #0. Im Vergleich zu (11) 
muß also gelten 

Var (max) = 0 dar <e Vardn <c”. (12) 


Da vp, in (11) eine monoton fallende Funktion ist, muß sie nach Abb. 233.2 
diese Eigenschaft auch im Falle Ax +0 beibehalten. Ihr Wert bei Knax 
stellt eine untere Schranke für vp, (k) dar: 


vn (k) > op imae)= ze ]/1+ (#57). (13) 


76 2 Schwingende Systeme [234] 


Die expliziten Ausdrücke für vg, und dp, lauten 


= c cos (kA z/2) er ”\2 sin (k 12/2) \2 
RR mer ee 
178 (rseB5) 


und bestätigen natürlich auch die vorhergegangenen qualitativen Über- 
legungen. 


234 Ausbreitung von Wellenpaketen 


Die Begriffsbildungen des vorigen Abschnitts sollen nunmehr verall- 
gemeinert werden. Betrachtet wird ein Wellenpaket, etwa von der Form 
der Schwebung in Abb. 233.1, je- 
doch mit nur einem einzigen Maxi- 
mum, wie in Abb. 2342 angegeben. 
Ist A der mittlere Abstand zwischen 
den engen Maxima, so läßt sich ein 
solches Wellenpaket aus einzelnen 
Wellenaufbauen, deren Wellenzahlen 
alle in einer Nachbarschaft +Akj 
der Wellenzahl k,= 2n/A liegen. 
Diese Wellen lassen sich so über- 
‚lagern, daß sie sich an irgendeinem 
Ort, etwa x,, zu dem Maximum von 


Abb. 234. Abb. 234a addieren. Wegen ihrer 
Wellenpaket (1), a) im Ortsraum, verschiedenen Wellenzahlen werden 
b) in der Wellenzahldarstellung (7) sie sich in größerem Abstand als 


1/Ak=a nahezu auslöschen. Mit 
einer Funktion f(k) vom allgemeinen Verlauf der Abb.'234b ist 


+0 


y(t,x)= [Ermere- a) 


-@© 


ein Wellenpaket, das im Ortsraum die in Abb. 234a betrachtete Form hat. 
Daß y(t, x) einer bestimmten Wellengleichung genügt, wie etwa der zur 
unendlichen Oszillatorkette gehörigen, kommt in (1) dadurch zum Ausdruck, 
daß w = w(k) eine vorgegebene Funktion ist. 


Zur Zeit t= 0 wird dieses Wellenpaket analytisch durch 


v0,.)- | me ) 
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beschrieben. Sein Verlauf ist schematisch durch Abb. 234 dargestellt. Die 
Funktionen y(0, x) und f(k) stehen also über eine Fourızrtransformation 
in eindeutigem Zusammenhang zueinander. Der durch y(t, x) gegebene Be- 
wegungsablauf hängt absr wesentlich von w(k), also von der speziellen 
Wellengleichung ab, der y genügt. Bei einer Wellenausbreitung mit x= 0 
und Ax=0 ist o=ck. Dann folgt aus (1) umittelbar, daß man den Be- 
wegungsablauf i 

w=ck: y(t, x)=y(0, x —ct) (3) 
dadurch erhält, daß man —ct zur Ortskoordinate x in (2) hinzufügt. 


Unter allgemeineren Voraussetzungen für den Zusammenhang zwischen 
« und k wird davon Gebrauch gemacht, daß Ak<:k,ist, daß die am Paket 
beteiligten Wellenzahlen also nahe beieinanderliegen. Unter dieser Annahme 
gilt die Entwicklung 


ot — kz = (wol — kyz) + (k— k.) (E.-2l 


(4) 
1 d? 

a Pr Ras 
Berücksichtigt man nur die ersten drei Glieder dieser Entwicklung, so läßt 
sich das Wellenpaket (1) darstellen durch 


y(t,2)= et km) 4 (2— (et a) (5) 


"A ist die in Abb. 234a gestrichelt eingezeichnete Amplitudenfunktion, 
während der erste Faktor in (5) die hohe Frequenz w, und kurze Wellen- 
länge 2r/k, enthält. x tritt nur im Zusammenhang mit i auf. Die Ausdrücke 

& ee do Fr }} 

en (5: 6 (6) 
bedeuten daher die im allgemeinen verschiedenen Geschwindigkeiten von 
Phase und Gruppe. 


Außerdem besteht noch eine zusätzliche Abhängigkeit der Amplitude A 
von der Zeit t, die inder Form a ( )in (5) angedeutet ist. Den Einfluß dieser 
Zeitabhängigkeit macht man sich am einfachsten an einem speziellen Bei- 
spiel klar. Für die Spektralfunktion f(k) von (1) und Abb. 234b wird der 
spezielle Ansatz 

ze 
f)=(Ce : IE % (7) 
gemacht, in dem a,, wie Gleichung (11) noch explizit zeigen wird, die örtliche 
Ausdehnung des Wellenpakets bedeutet. Fügt man (4) und (7) in die Dar- 
stellung (1) des Wellenpakets ein, so besteht der Integrand aus einer Ex- 
ponentialfunktion, die neben (7) die 3 Terme von (4) enthält. Höhere Terme 
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sind vernachlässigt. Derdritte Term von (4)läßt sich dadurch berücksichtigen, 
daß man a, in (7) formal ersetzt durch 


dw 


%—> | el) \a-; (Ge, (8) 


Dann bedeutet |a (£)| nach wie vor die Ausdehnung des Wellenpakets, die 
zur Zeit {= 0) mit a, identisch ist und mit zunehmendem ? monoton wächst. 
Die Entwicklung (4) gestattet somit, die Veränderung des Wellenpakets im 
Zeitablauf in einzelne Anteile zu zerlegen. Der erste Term von (4) beschreibt 
die Phasenbewegung, der zweite die Bewegung der Amplitude, während der 
dritte offenbar bewirkt, daß das Wellenpaket im Zeitablauf immer breiter 
wird. 

Die in (5) eingeführte Amplitudenfunktion A ergibt sich aus den Formeln 
(1) bis (8) zu 
dk , -Z@-R -je-ka 

e 


Alıa= | zu Ce Ä (9) 


Die Integration dieser Gleichung läßt sich unmittelbar durchführen. k wird 
durch die Variable X’ — k — k, ersetzt, und mit geringer Umformung im Ex- 
ponenten wird zunächst 


N E Pd er Paricı (10) 


Der letzte Faktor von (10) hängt nicht mehr von k’ ab, während die Integra- 
tion des ersten einfach durchführbar ist. Es wird 


C (5) 
A; a)= -e 2\am/, 11 
es V2ra® i n 
weil bekanntlich 
+00 i 
| [ze 1r | (12) 
gilt. x 


Damit ist über die Ausbreitung von Wellenpaketen das prinzipiell Wichtigste 
gesagt. Die Untersuchung von Wellenpaketen ist deshalb so wichtig, weil 
das Wellenpaket den Prototyp einer nichtstationären Lösung der Wellen- 
gleichung darstellt und die allgemeinsten nichtstationären Lösungen stets 
als aus einzelnen Wellenpaketen bestehend angesehen und diskutiert werden 
können. Alle wesentlichen Züge nichtstationärer Lösungen lassen sich am 
Wellenpaket studieren. Im nächsten Abschnitt wird die Energie des Wellen- 
pakets untersucht und sein Schwerpunkt als Schwerpunkt der Energie 
definiert. 
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235 Energietransport und Schwerpunktsbewegung 


Zunächst wird die Energie E des im letzten Abschnitt behandelten Wellen- 
pakets bestimmt. Der allgemeine Ausdruck für E ist durch (231.12) bzw. 
(232.7) gegeben. Der einfacheren Rechnung wegen soll die strukturlose 
Theorie mit Ax — 0 verwandt werden, wobei darauf hinzuweisen ist, daß 
die Theorie mit Ax = 0 genau die gleichen Resultate liefert. Es ist 


E=[d5 | en (54 A +2 + |=[aznk,ı t)=E+E"4+E” () 


der Ausdruck für die Energie, dessen dritter Term E’” zuerst bestimmt 
werden soll. Dieim Integranden stehende Größe n (x, t) kann als die Energie- 
dichte der Kette angesehen werden. n(x,1) ist ein quadratischer Ausdruck in y 
und den ersten Ableitungen von y und besitzt im wesentlichen die gleiche 
Verteilung wie die Randkurve in Abb. 234a. Die Oszillatoramplituden 
y(t,x) des Wellenpakets 


y(,2)= a) eitet- ka) ee 


sind in (1) mit ihrem Realteil einzusetzen. So entsteht zum Beispiel beim 
dritten Term von (1) 


far ser fa SE -[aelguryt gt] © 


Das Wellenpaket soll qualitativ die Form der Abb. 234a haben. Dann 
gruppieren sich die Wellenzahlen dicht um k,, und die letzten beiden 
Summanden von (3) verschwinden. Denn es wird 


[azy?- [axe”i%2 m 8(2k,) = 0 (4) 


wegen k,-+0, sobald die Integration über x viele Wellenlängen 2r/k, um- 
faßt. In dieser Nährung wird E’”’ von (1): 


B"—E [dzyi,a)*y (t,x) 
far [gr sw orten n 
pi AWAR Ey FR)* SR) ort 


2 
= [lrmp. 
Bei dieser Rechnung ist die Verwendung der in Abschnitt 133 eingeführten 
ö-Funktion in der Darstellung (143.6) beachtenswert. In der Definitions- 
gleichung (133.1) für ö darf im übrigen Integranden, dortin y(!’), die Variable 
t' durch t ersetzt werden, wie aus Abb. 133 und dem Text hervorgeht. In 
diesem Sinne ist hier in (5) @ = w(k’) durch = w(k) und f(k’)* durch 
f(k)* ersetzt. Dann erfolgt die Integration dk’ nur noch über ö(k’— k) und 
liefert 1. 
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Die Berechnung der übrigen Energiebeiträge von (1) erfolgt in analoger 
Weise wie in (5). Bei #’ tritt in der zweiten Zeile dieser Gleichung wegen 
der Zeitableitung noch je ein Faktor — jw’ und jw hinzu, woraus in der 
dritten Zeile ein Faktor w2(k) wird. Bei E” tritt zu (5) ein entsprechender 
Faktor k2, so daß die Gesamtenergie (1) schließlich wird: 


u elabr en 


(6) 
2 
1 [r@| (2) +r4 2). 
Unter Berücksichtigung von =cyx?+ k? wird daraus 
B=[ rm ?o=[akntk). u) 


Die Energie ist also in bezug auf die Amplitudenfunktion f(k), die die Bei- 
träge der einzelnen Partialwellen k zum Wellenpaket angibt, ein sehr ein- 
facher Ausdruck. Der Integrand von (7) läßt sich als eine Energiedichte n(k) 
(Energie pro Wellenzahl k) in einem eindimensionalen ‚‚Wellenzahlraum‘“ 
oder „k-Raum“ auffassen, die dann eine ähnliche Verteilung wiein Abb. 234b 
aufweist. Besonders ist auch darauf hinzuweisen, daß (k) im Gegensatz 
zu n(&,t) zeitunabhängig ist, weil jede Partialwelle ihre Energie ständig 
behält und nicht an andere Partialwellen abgeben kann. In der Form (7) also 
kommt die Zeitunabhängigkeit von E ganz unmittelbar zum Ausdruck. 


Als Schwerpunkt der Energie wird mit der in (1) eingeführten Energie- 
dichte n(x,t) der Mittelwert 


f dan(z,t)x 
2.) = 4 — 
f den(2, 
definiert. Dieser Ausdruck läßt sich mit den in (1) bis (7) durchgeführten 


Überlegungen auswerten. Er zerfällt nach (1) und (6) in drei Anteile 


(8) 


HIN, (9) 
von denen der dritte als einfachster zuerst bestimmt wird: 
J"= #jazyt, z)*ylt,x)x 


==] 2 Er er FÜR )* fik) door — 


x wird unter dem Integral durch den Operator ö/8(—jk), angewandt auf 
e-’kz, ersetzt. Durch partielle Integration in bezug auf k erhält man einen 
Ausdruck, in dem 9/9(-+-jk) auftritt, nunmehr aber angewandt auf alle 


(10) 


2 
ik-K)z, 
5% e” 
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übrigen k-abhängigen Bestandteile des Integranden. Der „operatorfrei“ 
gewordene Faktor e”’®-#2 Jiefert nun im Integral über dx eine ö-Funktion: 


a | a 1 7 N RL 
rm + ar erw. 


Man erhält zwei Anteile von J’”’, von denen der erste zeitunabhängig und 
der zweite proportional zur Zeit ist. 


(11) 


Für den Schwerpunkt x, aus (8) läßt sich daher ein analytischer Aus- 
druck erwarten, der neben einem zeitunabhängigen Anteil einen zeit- 
proportionalen Anteil enthält: 

Ge) =XgH+ vb. (12) 
Dabei ist x, der nicht weiter interessante und in Abb. 234a eingetragene 
Ort des Schwerpunkts zur Zeit t = 0. v, ist die hier zu berechnende Schwer- 
punktsgeschwindigkeit, und die Gleichung (12) enthält den Schwerpunkt- 
satz: Der Energieschwerpunkt eines Wellenpakets bewegt sich mit kon- 
stanter Geschwindigkeit »,. 


Zur Berechnung der Schwerpunktsgeschwindigkeit sind die zeitproportio- 
nalen Anteile von J’, J” und J’”’ zusammenzufassen. Sie ergeben nach 
ähnlicher Rechnung Br in (11) 


Yy= ir raklol len IE +4 (13) 
oder, mit (6) und (7) verglichen: 


(14) 


Dabei ist », (k) zum Unterschied von n(x) die „Energiedichte im k-Raum‘“: 


n(k)= a 35 |fR) PR. (15) 


Die Geschwindigkeit des Schwerpunkts ist also gleich der Gruppenge- 
schwindigkeit, gemittelt über die zum Wellenpaket beitragenden Wellen- 
zahlen, wobei als Mittelungsfunktion die spektrale Verteilungsfunktion 
der Energie n(k) fungiert. 


Obwohl in der Oszillatorkette keinerlei Materie transportiert wird, 
zeigt die Untersuchung von Wellenpaketen, daß in der Kette ein Energie- 
transport stattfindet, dessen Schwerpunktsbewegung an das Trägheits- 
gesetz sowie den Schwerpunktsatz der Mechanik erinnert. Die Rolle der 
Masse in der Mechanik wird bei der Wellenausbreitung offenbar von der 
transportierten Energie übernommen. 
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236 Impulsübertragung durch Wellen 


Die Impulse der einzelnen schwingenden Massen sind rein vertikal und 
wechseln ständig ihre Richtung. Ihr Gesamtimpuls verschwindet zumeist 
im Zeitmittel. Impulse in der Ausbreitungsrichtung, also nach rechts, 
existieren überhaupt nicht, können folglich auch nicht transportiert 
werden. Trotzdem kann man sich überlegen, ob sich empfangsseitig eine 
Vorrichtung konstruieren läßt, auf die ein Wellenpaket in der Aus- 
breitungsrichtung Impuls überträgt und dabei gleichzeitig zum Stillstand 
gebracht wird. Das nämlich ist wirklich möglich. Jedoch kann der vom 
Wellenpaket abgebbare Impuls, wie sich herausstellen wird, eine obere 
Grenze P nicht überschreiten. 


Eine tertikal schwingende Masse kann einer ihr im Wege befindlichen 
anderen Masse durch nichtzentralen Stoß einen Impuls erteilen, der auch 
eine horizontale Komponente besitzt. Genauso 
können mehrere schwingende Oszillatoren auf 
mehrere bereitstehende Massen entsprechende 
Impulse übertragen, deren waagerechte Kom« 
ponenten alle zu einem Gesamtimpuls in dieser 
Richtung zusammengezählt werden. Das Prin- 
zip der Impulsabgabe ist somit klar: Von links 
läuft ein Wellenpaket ein. Rechts befindet sich 
die Oszillatorkette zunächst noch in Ruhe, und 
außerhalb der Kette stehen einzelne Massen 
bereit, auf die Impuls übertragen wird, sobald 
das Wellenpaket ankommt, sobald also die 
Oszillatoren in der Nähe dieser Massen ver- 
tikal zu schwingen beginnen. 


Man fragt sich zunächst, wie die Massen an- 
geordnet werden müssen, damit eine maximale 


‚Abb. 236. Impulsabgabeeines 


einfachen, nach rechts laufen- B et R 
den Wellenpakets. Die Ge- Impulsabgabe zu einem einzigen Zeitpunkt t 


schwindigkeitsrichtung der stattfindet. Hierzu ist es nach Abb. 236a er- 
Oszillatoren ist durch kleine forderlich, daß die bereitgestellten Massen (in 


Pfeile markiert. der Abbildung als Kreise) nahezu die gleiche 
” en zo einzelden Anordnung besitzen wie das Wellenpaket. Not- 
b) für die " „kontinuierliche falls denkt man sich die Massen erst kurz vor 

Kette“ der Zeit { wie im Bilde angeordnet und gleich 


nach ihrer Impulsübernahme wieder fortge- 
räumt. Wählt man die bereitstehenden Massen sehr schwer gegen die 
schwingenden Massen, so werden letztere reflektiert, und der übertragene 
Gesamtimpuls ist doppelt so groß, also 2 P. Die Geschwindigkeitsrichtung 
aller Gszillatoren wird umgekehrt, und das Wellenpaket läuft nach links, 
ohne daß bei der Impulsübertragung eine Formänderung stattgefunden hätte. 
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Statt des Grenzimpulses P kann also in diesem Gedankenexperiment 
der Impuls 2 P bestimmt werden, den ein Wellenpaket maximal abgeben 
kann, wenn es reflektiert wird. Die noch verbliebene Freiheit in der Massen- 
anordnung bezieht sich auf die genauen Orte der bereitstehenden Massen 
und damit auf die Details der nichtzentralen Stöße. Diese letztere Freiheit 
verschwindet jedoch im Falle der kontinuierlichen Oszillatorkette, Abb.236b, 
wo sich nur eine einzige Masse so formen läßt, daß sie sich dem. Wellen- 
paket y(f,x) zur Zeit £ voll anschmiegt. 


Diese Voraussetzungen genügen zur Berechnung des Gesamtimpulses P. 
Ein einzelnes Teilchen r der kontinuierlichen Kette in Abb. 236 mit dem 
Impuls p, zur Zeit i gibt an die große, schraffierte Masse beim Stoß nicht 
seinen Gesamtimpuls », ab (bzw. 2p,, siehe oben), sondern nur die Normal- 
komponente p/, dieses Impulses, da die Kette sich an der bereitgestellten 
Masse reibungsfrei bewegen soll. Von p,/, wiederum liegt nur die Kompo- 
nente p,, in der Bewegungsrichtung und trägt somit zu P bei. Der gesamte, 
in x-Richtung abgebbare Impuls P ist daher 


P=2pm. ) 


Ist « in Abb. 236 der Winkel zwischen Kurve und x-Achse, so muß 


sin2« 


Pn = 9 SiN« = p,SiNK COS«—P, 3 (2) 
sein. Bei kleinen Winkeln ist außerdem 
sin2« E35 Oy, 
rate dr’ .® 


und mit 9, = my, und m = udx = dxs/c2 wird schließlich 


| o .0y 


(bzw. 2P, siehe oben) der gesamte, maximal nach rechts abgebbare Impuls 
des Wellenpakets. 


Man fragt sich bei der Bestimmung von P in (4) zunächst, wieso ein 
Wellenpaket, das ‚keinen Impuls mit sich führt, dennoch Impuls abzu- 
geben imstande ist. Die Antwort ist einfach: Der gleiche Impuls P 
wird bei dem in Abb. 236 dargestellten Gedankenexperiment nach links 
auf das System übertragen, nämlich auf die Schienen, welche für die verti- 
kale Bewegung der Massen sorgen. Die Fähigkeit des Wellenpakets, zu 
irgendeinem Zeitpunkt t einen Impuls P gemäß (4) in der Ausbreitungs- 
richtung an ein mechanisches System abzugeben, ist somit also ganz legitim. 


(4) 


Nur erscheint diese Größe, etwa als Gesamtimpuls P des Wellenpakets 
definiert, reichlich fiktiv und 'hypothetisch, da sie ja eine bloße Fähigkeit 
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des Wellenpakets beinhaltet und nichts wirklich Reales. Dagegen aber 
ist einzuwenden, daß selbst die fundamentalste Größe der Mechanik, 
nämlich die Energie, eine ebensolche ‚fiktive Größe“ ist, da sie nur die 
Fähigkeit eines Teilchens angibt, maximal eine Arbeit E leisten zu können, 
genau wie auch P die Fähigkeit des Wellenpakets angibt, maximal einen 
mechanischen Impuls P auf ein mechanisches System zu übertragen. 


Der vom Wellenpaket maximal abgebbare Impuls P ist unabhängig 
von der zur Messung gewählten Zeit. Ändert sich nämlich das Wellenpaket 
zeitlich unter dem Einfluß der Wellengleichung (232.2), so bleibt sein 
in (4) definierter Gesamtimpuls P ungeändert. Denn es ist bei Verwendung 
der Wellengleichung (232.2) 


dp f 
rn =. ür + s) 


1 05 ö 
Par 53 Zu 21. ee y)] 
des o ö 2 2 5 
fe rer 
En (27 2. alje-+® 
ae ee 
Zu diesem Integral ragen nur die Ränder bei, an denen das Wellenpaket 


aber verschwindet. Der Gesamtimpuls ? von (4) ist daher eine Erhaltungs- 
größe 


(5) 


el P= const (6) 


aller Lösungen y(t,x) der Wellengleichung (232.2), die in großer Ent- 
fernung x > + mit ihren Ableitungen verschwinden. 


Der Gesumtimpuls P des Wellenpakets (235.2) wird nach dem gleichen 
Schema berechnet wie die Energie in (235.7). Zunächst ist der Realteil 
von y aus (235.2) in (4) einzusetzen, oder, da y komplex ist, zu schreiben 


pen] [ar . m -E Re(P’+P”). 7 
Der zweite der beiden Anteile P’ und P’” verschwindet. Denn in 
dk’dk’ ‚ Pu EN ER 
af EL EZ ewt- Ki) + Hot ka) 
akdk" m A 
5% HE HRFAISRN = 


tragen nach Definition von f(k) nur positive k’ und k” zum Integral bei, 
weil eine nach rechts laufende Welle betrachtet wird. Dann aber verschwin- 


(8) 
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det stets die ö-Funktion und somit auch ?”. Des erste Anteil P’ wird reell, 
daher ist 


AH. 92 
P=—zrjdeytz 
=4+- Zfafpagae A 
= 7 sK— k")fCR)* Fk”) ker ie et 
Er ER 
= eek 


Zwischen Energie und Impuls des Wellenpakets lassen sich einfache 
Beziehungen angeben, wenn alle an seinem Aufbau beteiligten Wellen- 
zahlen k’ und Frequenzen w dicht bei einer bestimmten Wellenzahl k 
und Frequenz w liegen, wenn Ak in Abbildung 234 also klein ist. Dann 
lassen sich nämlich mit der zur Abkürzung eingeführten Größe h 


h # # Mer 2 
h=.- =, [dr |fiR) Ew (10) 


Energie (235.7) und Impuls (9) genähert angeben als: 


E=ho Pz=hk. (1) 


Berücksichtigt man die Abhängigkeit von Frequenz und Wellenzahl und 
definiert eine fiktive Masse M durch 


Me=hr—t o=cyr+ 1, (12) 
) 


so besteht zwischen Z und P der Zusammenhang 


| E=cY(Me)+ PR. | (13) 


Es wird sich später in Teil 9 noch herausstellen, daß der Zusammenhang 
(13) sehr allgemein gilt und nicht an die speziellen Voraussetzungen (11) 
gebunden ist. 


Bei großen Wellenlängen, bei denen die mittlere Wellenzahl % klein 
gegen x ist, wird genähert: 
k<x 


P<Me um 


Es gelten also nach Einführung von M für Energie und Impuls eines 
Wellenpakets die gleichen Relationen wie für ein punktförmiges freies 
Teilchen in der speziellen Relativitätstheorie, nur daß hier die Grenzgeschwin,. 
digkeit c an die Stelle der Lichtgeschwindigkeit tritt. Berücksichtigt man 


7 Macke, Wellen. 2. Aufl. 


86 3 Seilwellen [800] 


den Zusammenhang mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit vg, = dojdk 
des Schwerpunkts, so wird mit (11) 

ee 

"ar yangım MW 
und die Analogie zur Punktmechanik tritt noch deutlicher hervor. 


Nach diesen Überlegungen erscheint es nicht weiter verwunderlich, daß 
es Wellentheorien gibt, deren Wellenpakete genähert den Gesetzen der 
klassischen Punktmechanik gehorchen. Gerade die in.der Relativitäts- 
mechanik auftretende maximale Signalgeschwindigkeit findet vom Stand- 
punkt einer Wellenmechanik aus ihre allereinfachste Erklärung als Grenz- 
geschwindigkeit c dieser Theorie. 


(15) 


Übungsaufgaben 


23.1. Man gebe Frequenz und Gruppengeschwindigkeit eines Wellenpakets für die 
strukturfreie Theorie an und bestimme diese Größen unter Einführung von u =x/e 
in der Grenze niedriger Signalgeschwindigkeiten. 

23.2. Man bestimme bei der strukturfreien Kette für eine Wellenausbreitung y{f, z) 
den Energiestrom (hier: Energie/Zeit am Ort x) auf Grund einer Energiebilanz. 

23.3. Welche Bedingung muß die Funktion f(k) in (232.5) erfüllen, damit das zugehörige 
Wellenpaket zur Zeit i= 0 gleich C’ö(z) war? 


23.4. Man bestimme analog (235.13) die Schwerpunktsgeschwindigkeit v, wie in Ab- 
schnitt 235, jedoch unter der Voraussetzung, daß der Abstand zweier Oszillatoren 
A2=+0 sei. 


3  Seilwellen 


Die Theorie der Seilwellen läßt sich als ein besonders einfacher Spezial- 
fall der in Teil2 behandelten Oszillatorkeite auffassen, da sie keine Struktur- 
konstante (Az — 0) und auch keine Federkräfte vom Typ «a enthält (x > 0). 
Damit besitzt sie die gleiche mathematische Struktur wie die Wellen- 
theorien der Akustik und Optik. 


Alle Überlegungen am Seil haben eine fundamentale, modellmäßige 
Bedeutung für das Verständnis dieser beiden Wissensgebiete. Nahezu alle 
Erscheinungen der Akustik und Optik, die überhaupt eindimensional 
«verstanden werden können, besitzen nämlich Analoga in der Seiltheorie. 
Eine Ausnahme bildet die Beugung als typisch mehrdimensionales Phä- 
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nomen. Die Entwicklung der Theorie erfolgt bis auf gelegentliche Hinweise 
und Vergleiche unabhängig von Teil 2. Lediglich begriffliche und mathe- 
matische Grundlagen werden vom vorhergehenden Text übernommen. 
Im übrigen soll die Seiltheorie hier nicht vom Standpunkt des mechanischen 
Systems aus entwickelt werden, sondern vielmehr aus der Phänomenologie 
der Wellenerscheinungen heraus, um auch in methodischer Hinsicht die 
spätere Behandlung der abstrakten Wellentheorien vorzubereiten. 


31 Wellentheorie des Seils 


Zusammenfassung: Aus der Tatsache, daß sich auf dem Seil Wellen ohne Form- 
veränderung mit konstanter Geschwindigkeit ausbreiten, läßt sich die vollständige 
Theorie der Seilwellen entwickeln. Die allgemeinste Lösung der zugehörigen Weilen- 
gleichung enthält je eine willkürliche „‚retardierte‘ und „avancierte“ Welle 7, (t— | z|/e) 
und F,(t +] z|/e). Die retardierte Welle geht von x= 0 aus, während die avancierte, 
von -+oo kommend, bei x#=0 einläuft. Verschiedene Lösungen der Wellengleichung 
erfüllen verschiedene Randbedingungen. Jede Welle führt Energie und Impuls in 
zeitlich konstanter Menge mit sich. Beim gedämpften Seil jedoch sinkt die Energie 
mit e”?!, Zwischen Energie £ und Impuls P von Seilwellen mit einheitlicher Aus- 
breitungsrichtung besteht die Relation P=+ EZ/c. Bewegen sich Quelle oder Be- 
obachter auf dem Seil, so erscheinen Frequenzen und Wellenlängen in verschiedener 
Weise verändert (Dorruereffekt). Bei beliebiger Bewegung x, (t) der Quelle ist eine 
geschlossene Lösung nur dann möglich, wenn die Umkehrfunktion zu z, (£) bekannt ist. 


311 Wellenausbreitung 


Wir betrachten ein gespanntes Seil, Abb. 311.1, das am rechten Ende 
befestigt ist und sich am linken Ende in unserer Hand befindet. Bekannt- 
lich können wir durch ruckartige Handbewegungen ‚Wellen schlagen“, 
die sich dann ohne innere 
Formänderung mit konstan- 
ter Geschwindigkeit fort- 
pflanzen, bis sie schließlich 
am rechten Ende reflektiert 


werden. In offenbar rt Abb. 311.1. Gespanntes Seil, rechts befestigt, 
kehrter Folge und auch mit links gehalten, mit einer nach rechts laufenden 
umgekehrter Amplitude lau- und einer reflektierten Welle 


fen diese Welien, wiederum 
ohne Formveränderung, nach links zurück und lösen schließlich an unserer 
Hand entsprechende vertikale Kraftwirkungen aus. Soweit die anschauliche 
Beschreibung der Vorgänge. 


Die nächste Aufgabe besteht darin, für die soeben beschriebenen Vor- 
gänge quantitative Formulierungen aufzusuchen. Werden rein transversale 


je 
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Wellen untersucht, bei denen sich die einzelnen Seilstücke nur vertikal 
bewegen, so wird der stattgefundene Vorgang durch die Angabe der Seil- 
ausschläge y(t,x) an allen Orten O<x<L des Seils und zu allen Zeiten t 
vollständig beschrieben. : 


Am rechten Ende x = _L verschwindet ‚die Seilamplitude y, während 
ihr am linken Ende x = 0 durch die haltende Hand willkürliche Werte 
vorgeschrieben werden können. Diese Werte sollen durch eine Funktion @ (t) 
beschrieben werden. Es gilt somit 


y(t, 0)=Q(t) y(t,L)=9. (1) 


‚Dies sind die Randbedingungen des Problems. Die beiden Endpunkte 
xz=0 und x=Z bilden nämlich in gleicher Weise den ‚Rand‘ des ein- 
dimensionalen Seils, wie etwa eine geschlossene Begrenzungskurve den 
Rand der darin enthaltenen zweidimensionalen Fläche darstellt: 


Von der Wellenausbreitung selbst sind die konstante Geschwindigkeit c, 
die Erhaltung der Wellenform und schließlich die Fortpflanzungsmöglich- 
keit nach rechts und links, also nach beiden Seiten, bemerkenswert. Eine 
auf dem Seil nach rechts laufende Welle soll zur Zeit ? = 0 die Form f(x) 
haben. Zur Zeit t hat sie dann die Form f(x — ct), so daß sich zum Beispiel 
die vorher bei x = 0 befindliche Amplitude f(0) nunmehr bei 2— ct = 0, 
also bei x = ct befindet. Die nach rechts laufenden Wellen werden dem- 
nach beschrieben durch . 


yi, x) =f@—ch), (2) 


mit f als willkürlicher Funktion. Entsprechend lautet die Beschreibung 
der allgemeinsten nach links laufenden Welle: 


yl,x)=g(e+ei) 8) 
mit einer willkürlichen Funktion g. In den Gleichungen (2) und (3) sind 
die Randbedingungen nicht berücksichtigt. (2) und (3) gelten also nur 
für das unendlich lange Seil oder aber für das endliche Seil in einem Zeit- 
raum, in dem sich die Ränder gerade nicht störend bemerkbar machen. 
Die bisherigen Formulierungen (1) bis (3) reichen zu einer vollständigen 
Entwicklung der Wellentheorie des Seils aus. 


Die tieferen Zusammenhänge bei der Wellenausbreitung offenbaren 
sich erst bei der infinitesimalen Betrachtung. Damit die in Abb. 311.2 
dargestellte Welle ohne Formänderung 
nach rechts läuft,muß der ansteigende Ast 
der Welle im nächsten Augenblick absin- 
ken, während der abfallende Ast der Welle 
angehoben werden muß. Örtliche und zeit- 
Abb. 311.2. Nach rechts laufende liche Änderung von y müssen also ent- 
Welle zu den Zeiten tund t+dt gegengesetzte Vorzeichen tragen. 


ylt+dt,x) 
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Der exakte Zusammenhang zwischen öy/öt und dy/öx entsteht durch 
Differenzieren von (2) nach x und t und Vergleichen: 


dy 1 10 
[> ta] y = (4) 


I. ea 
Das ist eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung, deren 
anschauliche Bedeutung soeben am Beispiel der Abbildung 311.2 be- 
sprochen wurde. Ihre allgemeinste Lösung muß eine willkürliche Funktion 
enthalten. Daher ist (2) mit willkürlichem f bereits die allgemeinste Lösung 
von (4). Entsprechend gilt für nach links laufende Wellen (3) die partielle 
Differentialgleichung 


a, 1% EB. @,., 
rar 3 _ 21120, (5) 


mit der allgemeinsten Lösung (3) und willkürlicher Funktion g. 


Da die allgemeinste Wellenausbreitung am Seil sowohl nach rechts 
als auch nach links laufende Bestandteile enthalten kann, muß ihre Am- 
plitudenfunktion 3 (t,x) den Forderungen (4) und (5) gemeinsam genügen. 
Die in den beiden Gleichungen ausgeklammerten Differentialoperatoren 
lassen sich vertauschen (ö/öx und x lassen sich z. B. nicht vertauschen). 
Deswegen gilt für jede Funktion y, die eine der Gleichungen (4) oder (5) 
befriedigt oder in zwei Teile aufgespalten werden kann, von denen der eine 
(4) der andere (5) genügt: 


109 [) 10 ö 10 ö 10 () 
E dt 7 | = dt ri y= - öt se | e 9 7 32 |Y =U, (6) 


zusammengefaßt: 


1 9% 02 
la 38 7a] v6 9=0. 0) 


Dies ist die Wellengleichung des Seils, eine lineare partielle Differential- 
gleichung zweiter Ordnung. Wegen ihrer Linearität überlagern sich irgend- 
wie gefundene Lösungen additiv zu neuen Funktionen, die ebenfalls diese 
Gleichung befriedigen. 


Da die allgemeinste Lösung von (7) zwei willkürliche Funktionen ent- 
halten muß, ist 
. ya) =f(@—et) +g(@+ ct) (8) 


bereits die allgemeinste Lösung der Wellengleichung (7) für das unendlich 
lange Seil. Beim endlichen Seil der Abb. 311.1 sind neben (7) oder (8) 
noch die Randbedingungen (1) zu befriedigen, was durch geeignete Wahl 
der willkürlichen Funktionen f und g geschehen kann. 


Bemerkenswert sind die Symmetrieeigenschaften der Wellengleichung (7). 
Im Gegensatz zu den speziellen Gleichungen (4) und (5) zeichnet (7) keine 
Richtung in Raum oder Zeit aus..Sie bleibt invariant gegenüber einer 
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Vertauschung von rechts und links (x > — x) wie auch von Zukunft und 
Vergangenheit (> —t). ‚Allein wegen ihrer höheren Symmetrie darf 
daher von der Wellengleichung (7) eine größere Allgemeingültigkeit er- 
wartet werden als von den Gleichungen (4) und (5). 


Während bei der Theorie der Oszillatorkette stets erst die stationären 
Lösungen aufgesucht wurden, aus denen sich die nichtstationären Wellen 
aufbauen ließen, wurde hier der umgekehrte Weg eingeschlagen. Das 
ist zweckmäßig, weil diese Lösungen besonders einfach sind wegen der 
Erhaltung ihrer Wellenform, die wiederum eine charakteristische Eigen- 
schaft der Wellengleichung (7) darstellt. Vergleicht man (7) mit der Wellen: 
gleichung (232.2) der Oszillatorkette, so folgt (7) aus jener unter der Voraus- 
setzung x = 0. Das aber ist gerade der schon dort behandelte Spezialfall, 
bei dem Gruppen- und Phasengeschwindigkeit gleich der Grenzgesch windig- 
keit c sind. Amplitude und Phase von Wellenpaketer breiten sich mit 
gleicher Geschwindigkeit aus, und deswegen bleibt die Form des Pakets 
erhalten, 
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Die Vorgänge auf dem Seil der Abb. 311.1 werden durch die Wellen- 
gleichung (311.7), ihre allgemeinste Lösung (311.8), sowie durch die Rand- 
bedingungen (311.1) bi 2=0 und «= L beschrieben. Drei wichtige 
. Lösungstypen sind als Spezialfälle von (311.8) zu studieren: fortschreitende 
Wellen, stehende Wellen und Wellen mit zeitlich periodischer Erregung. 
Alle drei Typen können durch Lösen der Wellengleichung, aber auch durch 
Anpassen der willkürlichen Funktionen in (311.8) an die Randbedingungen 
bestimmt werden. Der letztere, weil einfachere Weg, wird hier bevorzugt. 


Alserste werden die durch eine Erregungsfunktion, die ‚, Quelle‘ @(t), bei 

x = erzeugten und nach rechts fortschreitenden Wellen am unendlich langen 

Seil untersucht. Laufen von rechts keine Wellen ein, so ist in (311.8) 

em v,)=fl@-eh). a) 

Daher muß f(—ct) = @(t) sein oder f(x — ct) = Q(— («—ct)/e)= Q(t—xle). 
Die Wellenfunktion wird R 

yi, =0[t-#). (2) 

ist also bei x —=0 gleich @(f). Aber auch in jedem anderen Punkte wird 


die gleiche Quellenfunktion @ beobachtet, nur um die Laufzeit x/c später 
als bir = 0. 


Die allgemeinste Lösung (311.8) läßt sich auch in der Form 


y(,2)=F,t6—xJe)+F,(c-+2je) (3) 
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schreiben, bestehend aus einer nach rechts und einer nach links laufenden 
Welle. Ersetzt man in (3) x durch |x|, so entsteht eine Darstellung 


ve) =Fat—|z|le) + Fr e+|x le); | (4) 


bestehend aus der sogenannten retardierten und der avancierten Lösung. 
Die retardierte Lösung enthält zwei Wellen, die beix—=0 erzeugt werden 
und nach rechts für «> 0 und nach links für « < 0 auslaufen. Sie ist wich- 
tiger als die von beiden Seiten her einlaufende avancierte Welle, weil sie 
den Randbedingungen der meisten physikalischen Probleme besser ent- 
spricht. Am Erzeugungsort der Welle bei =0 jedoch erfüllt (4) im all- 
gemeinen die Wellengleichung nicht. 


Periodische Wellen y genügen der Wellengleichung, wenn zwischen ihrer . 
Frequenz ® und Wellenzahl % die Relation 
c 


y(t, x) = Actet-ka) o=c|k| ı-={ (5) 
erfüllt ist, wie man sich durch Einsetzen von (5) in (311.7) leicht überzeugt. 
Da nur der Realteil von y interessiert, genügt es, sich bei den Lösungen 
auf solche mit > 0 zu beschränken, da der Übergang > —o lediglich 
den Imaginärteil von y in (5) beeinflußt. Wie in der Wellengleichung, 
so zeigt sich auch hier das Seil als Spezialfall x = 0 der in Teil 2 behandelten 
kontinuierlichen Oszillatorkette. Für die Ausbreitungsgeschwindigkeit v 
dieser Welle gilt 


er a $ (6) 


Gruppen- und Phasengeschwindigkeit sind wie erwartet gleich groß. 
und gleich c. Weiter ist in (5) die Relation zwischen gewöhnlicher Frequenz » 
und Wellenlänge A angegeben. Wegen der Linearität der Wellengleichung 
können Lösungen (5) mit beliebiger Wellenzahl und Amplitude A additiv 
zu Fourisrreihen oder Fowrıkrintegralen überlagert werden. Auch in 
dieser Form läßt sich ein Ausdruck für die allgemeinste Lösung (3) an- 
geben. 


Stehende Wellen entstehen am endlichen Seil unter den Randbedingungen 


y,0)=0 y,D)=0. 7) 
Die zweite Bedingung hat für y(f,x) in (3) die Relation 
L L 
re) + Mer 7) =0 (8) 


für alle t zur Folge, wonach F, durch F\, ausgedrückt werden kann: 


yet, )=F, (1-2) #,(1- ur (9) 
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Der zweite Summand beschreibt die bei x = L reflektierte Welle F, mit 
entgegengesetzter Amplitude. Die Randbedingung (7) bewirkt also eine 
Reflexion der auftreffenden Welle, und in (8) und (9) kommt zum Ausdruck, 
daß die ursprüngliche Welle F,(t— x/c) mit umgekehrter Amplitude ohne 
Formänderung zurückgeworfen wird 


Die erste Reflexionsbedingung in (7), auf y in (9) angewandt, lautet 
FOR, (1-2 ee (10) 


und ist also, gemeinsam mit der zweiten, eine Periodizitätsbedingung für F,. 
Für periodische Lösungen mit der Frequenz w folgt aus (10) eine Bedingung 
für die möglichen Frequenzen: 
F,(t) = Ae’®t Teil 
ee ° a) 
n=];, 2, 8,:.5.2:08: 


Wie bei der endlichen Oszillatorkette bilden also die möglichen Schwin- 
gungsfrequenzen des Seils eine diskrete Mannigfaltigkeit. Hier existieren 
statt N Eigenfrequenzen allerdings abzählbar unendlich viele. Die zu- 
gehörige Wellenfunktion (9) wird mit reellem A 


y(t, 2)=—2jAd®tsin "= 2 Asinwtsin ”, (12) 


da nur dem Realteil physikalische Bedeutung zukommt. Die allgemeinste 
stehende Welle läßt sich auch aus den durch (10) bis (12) gegebenen Lösungen 
aufbauen. 


Von links her soll das endliche Seil zeitlich periodisch angeregt werden. 
Die Randbedingungen sind 


y(,0)= Qt) = Re"! yit,D)=0. (13) 


Die zweite der Randbedingungen kann wieder als Reflexionsbedingung 
aufgefaßt werden und führt auf (9) für y(t,x). Die erste dagegen lautet 


an Stelle von (10) j 
FF, (1- 2) — Q,det, (14) 


Zu jeder Lösung von (14) lassen sich noch beliebige Funktionen mit der 
Eigenschaft (10) hinzufügen. Aus der zu bestimmenden speziellen Lösung 
geht also die allgemeinste hervor durch Addition von Lösungen (12), 
die den Randbedingungen (7) genügen. Eine partikuläre Lösung von (14) 
erhält man durch einen periodischen Ansatz für F,. Einsetzen in (14) 


„2 
ja ) 


F,(t) = Ac®t ala e)=% (15) 


liefert die Amplitude A. 
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Die Lösung (9) mit F, aus (15) wird schließlich 


._® 
sin (L—2) 


ye)=QM) » (16) 


sin — L 
wobei w die Frequenz der Quelle Q(t) ist. Es wird also eine stehende Welle 
erzeugt, deren Amplitude auf dem Seil um 

so größer ist, je dichter sich L/c in der a 

Nähe eines ganzzahligen Vielfachen von x 

befindet. Bei wL/ce= nn entsteht die be- 2 

kannte Resonanzkatastrophe, da das System 

dämpfungsfrei ist und ständig Energie auf- 

nimmt. Die Verhältnisse liegen ähnlich wie Abb.312. Von links erregte 
bei den erzwungenen Schwingungen eines *tehende Wellen (16) a) in der 


; , i : Nähe der Re stelle A=L, 
Oszillators, nur daß das Seil statt einer ein- y») a a cn Ras. 


zigen Resonanzstelle unendlich viele enthält, nanzstelle 
nämlich die Frequenzen 
= ar r=1,2,3,...%, (17) 


entsprechend seiner unendlichen Anzahl von Freiheitsgraden. 


313 Gedämpfte Wellen 


‘Während als Ausgangsprinzip die Erhaltung der Wellenform auf eine 
vollständige Wellentheorie führte, lassen sich für die Dämpfung nicht so 
‚eindeutige Gesichtspunkte entwickeln. Man muß entweder experimentell 
sehr genau studieren, in welcher Weise die Dämpfung auf die Wellenform 
einwirkt, ob gleichmäßig oder auf einzelne FouRIERkomponenten stärker, 
oder man muß die der Wellenausbreitung zugrunde liegende Mechanik 
studieren, um dort die Dämpfung in sinngemäßer Weise einführen zu 
können. 


Die Wellengleichung (311.7) enthält die Aussage, daß die Beschleunigung / 
der Welle stets ihrer Krümmung, nämlich 02y/022 proportional ist. Be- 
trachten wir ein schwingendes Stück dx des Seils mit der Masse ud, 
dann sollte dx uf gleich der auf dieses Seilstück einwirkenden Kraft sein. 
Nach der Wellengleichung (311.7) aber ist 
y 
02: 

Der rechts in (1) stehende Ausdruck läßt sich als Kraftwirkung des Seils 
auf das Stück dx interpretieren. Ist das Seil bei dx gerade, so wird keine 
Kraft auf dx ausgeübt. Ist das Seil dagegen gekrümmt, so haben die nach 


ee (a) 


dzeuj=dxo 
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rechts und links ziehenden Spannungskräfte des Seils eine Resultierende, 
und es findet eine Beschleunigung von dx in solcher Richtung statt, daß 
die Krümmung beseitigt wird. Die exakte Ableitung interessiert hier 
nicht weiter. 


Unter allen Umständen aber stehen links in (1) die Trägheitskräfte. 
Die Dämpfung läßt sich ohne weiteres wie früher durch Hinzufügen einer 
geschwindigkeitsproportionalen, rücktreibenden Kraft — myyj berück- 
sichtigen. m ist hier udx und % mit der Dimension [sec-1] die Dämpfungs- 
konstante. Aus (1) wird 

°y 


deulö+yi]=dao zz (2) 
oder in der vorher benutzten Schreibweise 
1% ö 02 
6 dr de @ dt 02 yit,x)=0. (3) 


Unter den Lösungen wird zuerst eine periodische Welle studiert. Es ist 
=0. (4) 


yi, x) = Aej(wt-kz) 


Die Relation zwischen w, k und y ist eine unmittelbare Folge der Wellen-, 
gleichung (3). Wegen (4) können w und % nicht gleichzeitig reell sein. Ist k 

reell, so beschreibt (4) eine Welle mit überall konstanter Amplitude und 

der Wellenlänge A = 2r/k. Die Frequenz w aber wird komplex. Bei schwacher 

Dämpfüng y ist 


e o=Vch?+joyzck+z (5) 
und die Welle klingt gleichmäßig mit der Zeit ab: 


= e 

yl,2)=Ae 7 eiteki-kn, (6) 

Diese Lösung kommt in Betracht, wenn das ganze Seil zur Zeit =0 aus- 
gelenkt und dann sich selbst überlassen wird. 


Soll dagegen die Frequenz w in (4) reell sein, so muß die Wellenzahl k 
komplex werden: 


ee Be Vey-* ee Tr m) 


c c 2 


Hier ist « mit der Dimension [m”!] die räumliche Abklingkonstante, und 
die Lösung (4) lautet jetzt 


yi,a)=Ae a, (8) 


Diese Lösung behält zu allen Zeiten die gleichen Amplituden bei. Dagegen 
fallen die Amplituden der nach rechts laufenden Wellen in der Ausbreitungs- 
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richtung exponentiell ab. Realisierbar ist diese Lösung durch eine links 
periodisch erzeugte Welle, die sich nach rechts ausbreitet und dabei ge- 
dämpft wird. 
In der Näherung hoher Frequenzen und kleiner Wellenlängen ist die 
Dämpfung klein wegen 
v<o a<k (9) 


und, wie die Gleichungen (6) und (8) zeigen, unabhängig von & bzw. k. 
Baut man daher unter der Voraussetzung (9) aus sonst willkürlichen Wellen- 
zahlen %k ein beliebig geformtes Wellenpaket mit Funktionen vom Typ (6) _ 
auf, so läßt sich e” 2 als gemeinsamer Faktor aus allen Sammanden heraus- 
ziehen. Die allgemeinste Lösung der gedämpften Wellengleichung (3) besteht 
daher wie in (312.3) aus einer nach rechts und einer nach links laufenden 
Welle, multipliziert mit dem Dämpfungsfaktor: 


v0,0=e *[r,(e2)+m(+2)) (10) 


Die einzige durch die Dämpfung bewirkte Formänderung der Wellen besteht 
dann also nach (10) in einer gleichmäßigen Abnahme aller Amplituden. 
Diese Lösung ist jedoch nur richtig, wenn in den Funktionen F, und F, 
von (10) nur Wellenzahlen enthalten sind, die groß gegen « sind, wenn also 
zum Beispiel wie in Abb. 234 alle Wellenzahlen des Pakets in der Nähe 
einer einzigen Wellenzahl k, liegen und wenn weiter k,>« ist. 


Schließlich sei noch zur Lösung (10) die Umformung 
_&, „& 
ylt,.)=e 2 rr(e—®)+e 2” m (1+) u) 


angegeben, die wieder in (10) übergeht, wenn man für F/ und Fj 


E37 


nl: nd n(ur2) (12) 


einsetzt und berücksichtigt, daß nach (7) « = yje ist. 


314 Erhaltungssätze 


Die Frage, ob es bei einer Wellenausbreitung Erhaliungsgrößen gibt, 
läßt sich stets auf zweierlei Weisen behandeln: Einmal, indem man formal 
solche Größen zu konstruieren sucht, und zum anderen, indem man die 
mechanischen. Eigenschaften des Modells, hier also des Seils, untersucht 
und diese Größen mechanisch definiert. Das erste Verfahren hat den Vorzug, 
daß es auch auf nichtmechanische Wellentheorien anwendbar ist, und den 
Nachteil, daß die gefundenen Größen willkürliehe Faktoren enthalten. 


96 3 Seilwellen [314] 


Das zweite hat den Vorzug der Anschaulichkeit und des unmittelbaren 
Einblicks in die physikalische Bedeutung der jeweils gefundenen Erhaltungs- 
größe. Man wird hier ein gemischtes Verfahren bevorzugen. 

Da in (313.1) bzw. (313.2) eine Deutung der Wellengleichung als Be- 
wegungsgleichung gegeben wurde, kann man versuchen, den Energiesatz 
in üblicher Weise durch Multiplikation mit 7 und Summation (hier: Inte- 
gration) über alle Bestandteile zu erhalten. Dann wird aus (313.1) bei 
endlichen Grenzen a<x< 5: 


o=o fan] ee] © 


Diese Gleichung läßt sich in der Form 


darstellen. Geht man in (2) zu den Grenzen +% über, so wird für alle 
Wellen y(t,x), die im Unendlichen hinreichend verschwinden, 
dE 


SLo—=0 == —-—=0 E=konst. (3) 


Es gilt also der Energiesatz. 


Die Energie E ist positiv definit, nach (2) und (3) hier eine Erhaltungs- 
größe, und ihre beiden Anteile im Integranden enthalten die kinetische 
und potentielle Energie der Seilbewegung. Für die gedämpfte Wellen- 
gleichung (313.2) gilt kein Energiesatz. Hier tritt wie in (115.1) an die 
Stelle von Gleichung (3) 

dE 45 
Gr ur [de =—y:2Eim- () 
Unter der Voraussetzung geringer Dämpfung y sind kinetische und potentielle 
Energie gleich groß, wenn die Wellenausbreitung in nur einer Richtung 
stattfindet. Beachtet man die Darstellung (313.10), dann folgt 
Egot = Exin Ez Eye *!, (5) 
und so ist wie früher y die Abklingkonstante der Energie. 


Gleichung (2) enthält die Energiebilanz für ein Teilintervall a<x<b 
des Seils. Dort ist die Energieabnahme gleich dem — nach rechts positiv 
definierten — Energiestrom durch den von b und a gebildeten Rand des 
Intervalls. $, in (2) ist also der mit einer Wellenausbreitung y verbundene 
Energiestrom S(x,t). Bei nach rechts laufenden Wellen ist $ positiv, wie 
die Überlegung im Zusammenhang mit Abb. 311.2 erweist. Bei nach links 
laufenden Wellen ist S entsprechend negativ. Die Dimension von & ist 
Energie/Zeit = Energiedichte x Geschwindigkeit. Unter Energiedichte wird 
hier die Energie pro Längeneinheit des Seils verstanden. 
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In Abschnitt 236 wurde bei der Oszillatorkette der von einer Welle y 
maximal abzugebende Impuls P definiert. Ohne die Frage näher zu unter- 
suchen, ob vom. Seil ein wirklicher, mechanischer Impuls transportiert 
wird oder nicht, kann man die gleiche Überlegung wie dort wiederholen, 
um sich zu überzeugen, daß auch hier eine Welle maximal den Impuls 


P=u[de(-352) = (6) 


an ein mechanisches System abgeben kann. Bemerkenswert an den Formeln 
(6) und (2) ist, daß der Energiestrom (2) und die Impulsdichte in (6) sich 
nur um einen Faktor o/u = c? unterscheiden. 


Die Erhaltung des Impulses soll nun für das ganze Seil nachgewiesen 
werden unter Verzicht auf die Impulsbilanz im endlichen Seilintervall. Die 
zeitliche Änderung des Gesamtimpulses verschwindet wie vorher die der 
Energie, wenn y(t, x) sich der Wellengleichung entsprechend zeitlich ändert, 
denn es ist 


Zefa st Ar] Set e 
fer re e]]=0 


Auf die praktische Bedeutung des Impulses beim ‚Stoß von Wellen“ wie 
auch beim Strahlungsdruck akustischer und optischer Wellen wird an 
geeigneter Stelle eingegangen. 


Besteht die Seilschwingung y(f,x) aus nur nach rechts oder nur nach 
links laufenden Anteilen, so ist nach (311.4) und (311.5) 


El er (8) 


und die Ausdrücke (2) und (6) für Energie und Impuls vereinfachen sich zu: 
2885 E 
E=ojaz(#) P=+-. (9) 


Der Zusammenhang zwischen Energie und Impuls entspricht also der Glei- 
chung (236.13) mit verschwindender fiktiver Masse M. Die Wellenpakete 
der Seilwellen sind also in mechanischer Deutung recht eigenartige ‚Massen- 
punkte‘ mit verschwindender Masse, die stets mit ihrer Maximalgeschwin- 
digkeit v = c laufen. Hierin liegt übrigens auch die Besonderheit von Licht 
und Schall gegenüber etwa den Materiewellen. Eine Näherung für niedrige 
Gruppengeschwindigkeiten wie in (236.14) und (236.15) kann voraus- 
setzungsgemäß nicht existieren. 
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» 


315 Dorrıereffekt und bewegte Quellen 


Finden Erzeugung Q und Beobachtung B von Seilwellen nicht ortsfest 
statt, so ist es keinesfalls gleichgültig, ob 3 bewegt wird und Q ruht, oder 
- ob @ bewegt wird und B ruht. Bei periodischen Wellen und konstanten 
Geschwindigkeiten läßt sich die Situation leicht überblicken. 


Sendet die ruhende Quelle @ Wellen mit der Frequenz » aus und wird 3 
wie in Abb. 315 in Richtung Q mit der Geschwindigkeit v bewegt, so 
beobachtet B eine scheinbar höhere Fre- 


— .— quenz vz, als wirklich über das Seil ausge- 
Q 3 x breitet wird, da jede folgende Welle sher bei 


Abb. 315. Bewegung von BG =, —vt ankommt, als wenn B ruhen 

Quelle Q oder Beobachter B Würde. Statt einer Phasendifferenz »i zum 

Beispiel beobachtet er vt vi A = vi +vvtle, 

da er in der Zeit i den Weg vi gewinnt und damit die Phase vt/A der an- 
kommenden Welle. Er beobachtet also die scheinbare Frequenz v5: 


B=Xg— dt: v»=r(14) Ap=A. (di) 


Dies entspricht in der Akustik der bekannten Tonänderung, die man von 
einem Fahrzeug aus beim Passieren einer Tonquelle empfindet. Beim 
Vorüberfahren geht nämlich v in —v über. A bleibt unverändert, da im 
System des Beobachters die scheinbare Wellengeschwindigkeit 25 =c-+v 
ist und somit Ag = Cz/vg = c/v folgt. 


Ist dagegen die Quelle @ bewegt und sendet eine Frequenz », aus, so ist 
dies nicht die Frequenz v der auf dem Seil anschließend wirklich aus- 
gebreiteten Welle. Jede nachfolgende Welle wird von Q@ weiter rechts 
emittiert, wodurch die Wellenberge dichter zusammenrücken und A ver- 
kleinert wird. Statt Ag = c/vg wird der Abstand zweier Maxima A= Ag— vr 
= Ag — v/v oder 
zg=vi: 


2) 


Die Frequenzänderung in (1) und (2) ist in erster Näherung die gleiche, bei 
hohen Geschwindigkeiten v jedoch sehr verschieden. In der Grenze v—c 
wird aus (1) vg = 2», aus (2) jedoch v> und A —0. 


Die bewegte Beobachtung allgemeinerer Quellfunktionen Qt) ist ebenfalls 
leicht zu behandeln. Ruht die Quelle 9, so ist 


x0=0: ye,=@(t-*) (3) 
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die bei x und ti beobachtete Amplitude. Bewegt sich der Beobachter, so 
wird er am Ort zz (t) an Stelle der Funktion %(f) im Zeitablauf die Funktion 


ve 0) oe) =-@W ® 
beobachten, bei konstanter Geschwindigkeit also 
2) = R— ot: ro=ellı+2)-—®). (5) 


Bei periodischer Funktion @(f) folgt aus (5) unmittelbar (1). 


Während in {4) auch der Fall allgemeinerer Bewegungen xz(t) enthalten 
ist, wird die bewegte Quelle Q zunächst nur bei konstanter Geschwindigkeit 
untersucht. Am Ort der Quelle muß 


t ) 
29 =vt: 29=y(-2)-y({1-2)) 0.6) 
erfüllt sein, wenn % die Lösungsfunktien ist. Aus (6) folgt direkt 
u e\_ t— «lc 
ve.=Yl-%)-0()- ) 


Bei periodischem @ geht aus (7) wie zu erwarten unmittelbar Gleichung (2) 
für die Frequenzen und Wellenlängen hervor. 


Bewegt sich die Quelle auf einer willkürlichen Bahn x, = s (t), so wird die 
Situation kompliziert. Am Ort s(t) muß für die Welle y(t, x) gelten 


(2) =3s(r0)=0W. (&) 
Ist die Umkehrfunktion g von f(t) bekannt, so ergibt sich 
fo=1-2 1=9(fl) ve d)=yN-=ALLN) (9 
und folglich 
yi, 2)=Q(gtt— 2/0). (10) 


Auf das mathematische Problem, in allgemeinen Fällen die Umkehr- 
funktion g zu bestimmen, wird hier nicht eingegangen. Beschreibt s(t) eine 
langsame Bewegung, so ist eine Bestimmung der Funktion g(f) möglich 
als Entwicklung nach Potenzen von sjc. 


Übungsaufgaben 


31.1. Welche mechanische Bedeutung hat der in Abschnitt 313 eingeführte Proportio- 
nalitätsfaktor 0? 


32 Wellenpakete 
Zusammenfassung: Beim Seil mit veränderlicher Massendichte #(2) ändert 


sich auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit v sowie der auf eine Normalgeschwindigkeit c 
bezogene Brechungsindex n(x) = c/v. Sprunghafte Änderungen von n bewirken eine 
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Aufspaltung ankommender Wellen in durchgelassene und reflektierte Komponenten. 
Bei allmählichen Änderungen jedoch findet keine Reflexion statt. Aus einer nach rechts 
laufenden Welle F(t— z/c) wird hier n(x)"!2F(t— we). Dabei ist w = f ndx der so- 
genannte „Lichtweg‘“. Der Energiesatz bleibt in allen Fällen gewahrt. Durch Ein- 
führung eines komplexen Brechungsindex lassen sich gedämpfte Wellen mit dem 
gleichen Formalismus behandeln. 

Durch einen auf dem Seil befindlichen Massenpunkt m wird eine einlaufende Welle 
um so mehr gestört, je geringer deren „‚bewegte Seilmasse‘‘ M = uA/n ist. Es findet 
wiederum Aufspaltung in eine durchgelassene und eine reflektierte Komponente 
statt, hier jedoch unter erheblicher Formveränderung der eingelaufenen Welle. Bei 
m< M überwiegt die durchgelassene Komponente, bei m> M die reflektierte und 
bei m= M sind beide Komponenten gleich groß. Ist die Masse m auf dem Seil be- 
weglich angeordnet, so erleidet sie durch die einlaufende Welle einen Stoß, bei dem 
Energie- und Impulserhaltung gewahrt bleiben. Die maximale Impulsübertragung 
findet bei m=M statt. 


321 Reflexion und Brechung 


Während bislang eine einheitliche Struktur des Seils über seine ganze 
Länge hinweg angenommen wurde, wird diese Voraussetzung nunmehr 
teilweise fallen gelassen. An der Stelle x = 0 erfährt das Seil eine sprung- 

hafte Dichteänderung von u, nach u,, wie in 
rer Abb. 321 dargestellt ist. Da hier mit der Dichte u 
das Verhältnis von Masse zu Länge bezeichnet 

F——H____.,n wird, erfolgt eine sprunghafte Dichteänderung 

R=—— also auch beim Übergang zwischen verschieden 
Abb.321. Übergang zwischen Starken Seilen, selbst wenn ihre auf das Volu- 
Seilen verschiedener Dichte men bezogenen Dichten gleich sind. Die Seil- 

spannung o dagegen soll die gleiche bleiben. 
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit, nunmehr als v bezeichnet, erfährt eine 
Änderung. 


Die bisherige Bezeichnung c wird für irgendeine Normalgesch windigkeit 
beibehalten, die willkürlich gewählt werden kann und mit der Normal- 
dichte u durch c= Yo/u verbunden bleibt. Es sind dann in Abb. 321 drei 
Geschwindigkeiten 


n=/ = «= 2 0) 


Ar Hr u 


zu unterscheiden. Das Verhältnis von c zu v, oder v, wird als Brechungsinder 
n bezeichnet. 


9 [a Hr 
Nn= — = \— n,= \/ — 
v m i V; (2) 


M< Ur M<N U>dr:. 
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Eine der beiden Größen n, und n, ist willkürlich. Wird u etwa mit u,identi- 
fiziert, so folgt n, = 1. Trotzdem ist diese Schreibweise zweckmäßig, da sie 
die Symmetrie zwischen den beiden Seiten / und r aufrechterhält. 


Auf der ganzen x-Achse gilt die Wellengleichung nunmehr als 


pP} 2 N 
543-3290 |" für eh (3) 
r 
mit dem sprunghaft veränderlichen Brechungsindex n. Damit ist das Ver- 
halten von Wellenpaketen in den einzelnen Teilräumen festgelegt. An der 
Sprungstelle x = 0 folgen Anschlußbedingungen zwischen den beiden 
Lösungen y, und y, aus der Wellengleichung. Ist n in (3) eine Sprung- 
funktion, so darf zwar d2y/öx? in der Lösung einen Sprung aufweisen, 
y selbst dagegen muß stetig und differenzierbar sein 


2==0: Te (4) 
weil sonst ö2y/0x? entgegen (3) unendlich würde. Physikalisch bedeutet die 
Forderung der Stetigkeit, daß das Seil nicht gerissen ist. Die Forderung 
der Differenzierbarkeit dagegen bedeutet, daß y bei x = 0 keinen Knick auf- 
weisen darf. Ein Knick könnte nämlich nur auftreten, wenn an dieser 
Stelle die beiden nach links und rechts laufenden Zugkräfte eine endliche 
Resultierende besäßen, wenn sich also dort eine Punktmasse befände bzw. 
die Dichte u an dieser Stelle unendlich groß wäre. 


Der Einfluß der in Abb. 321 und (1) bis (4) beschriebenen Sprungstelle 
auf die Wellenausbreitung soll beim Studium einer von links einlaufenden 
Welle F untersucht werden. Es sei Ff = F(t—.n,x]c) eine Funktion, die 
etwa die Form der räumlich konzentrierten Welle von Abb. 311.1 oder 
Abb. 311.2 haben könnte. Solange die vordere Front dieser Welle noch 
nicht bei x = 0 angekommen ist, kann y(t, x) durch F allein beschrieben 
werden. Dann läuft F über die Sprungstelle. Im Endzustand ist zu 
erwarten, daß ein Teil der Welle nach rechts weitergelaufen ist, während 
ein Teil reflektiert wurde. 


Ein Ansatz, der dieser Situation entspricht, ist 


sun |n für x=s0 (5) 


r 


mit den Funktionen 
u=rli-mZ)+R(tt m.) 4=D(t-n,). (6) 


Darin beschreibt D den nach rechts durchgelassenen Anteil der primären 
Welle F und R den reflektierten, nach links zurücklaufenden Anteil. Dieser 
Ansatz. befriedigt jedenfalls die Wellengleichung (3). Während F eine 


S Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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gegebene Funktion ist, werden D und R durch die Anschlußbedingungen (4) 
bestimmt. Dann ist (5) und (6) eine vollständige Lösung des Problems. 
Beim Einsetzen von (6) in (4) entstehen für x = 0 mit 

F+R=D n(F—R)=n,D (7) 
zwei Bestimmungsgleichungen für R und D. Da die Anpassungsbedingungen 
(4) bzw. (7) zu allen Zeiten £ erfüllt bleiben müssen und die Funktionen F, 
R und D nach (6) nur von einem Argument abhängen, ist (7) trotz der 
Beschränkung auf x = 0 keine bloße Relation zwischen einzelnen Funk- 
tionswerten, sondern vielmehr zwischen den vollständigen Funktionen. 
Bei der Integration der zweiten der Gleichungen entsteht eine unwesentliche 
Konstante, die aber verschwinden muß, weil im Anfang, wie voraus- 


gesetzt, nur die Funktion F vorhanden gewesen ist. Im übrigen ergibt die 
Auflösung der Gleichungen (7) 


LM—N, Eä _.2n 8 
R-#Fli4m) D- rl 2) (8) 


als Ergebnis für die 'durchgelaufene und reflektierte Welle. (8) gilt für 
ganz beliebige, von links einlaufende Wellen F. 


Am Resultat ist bemerkenswert, daß die Form der Funktion F in den 
Komponenten D und R vollständig erhalten geblieben ist. Mißt man an 
einem festen Punkt x den Zeitverlauf von R bzw. D, so beobachtet man 
bis auf die in (8) angegebenen Faktoren wieder die Funktion F. Betrachtet 
man dagegen zu einer bestimmten Zeit i die gesamte Funktion, so stellt 
man links fest, daß die Funktion R im wesentlichen eine Spiegelung von F 
ist. Rechts dagegen ist die Funktion D offenbar aus F durch eine Kom- 
pression im Verhältnis n,/n, hervorgegangen. Die Reflexions- und Durchlaß- 
koeffizienten 


(9) 


sind durch die Brechungsindizes allein bestimmt. Ihre Differenz ist 1 und 
D, ist positiv. Bei n, = n, (keine Sprungstelle!) ist R,— 0 und D, = 1. Im 
Beispiel von Abb. 321 ist A, <O0und D, <1. Ähnlich wie bei vollständiger 
Reflexion am befestigten Ende (n, = ©, R, = —1) trägt die reflektierte 
Komponente das umgekehrte Vorzeichen. Beim Übergang zum dünneren 
Seil (u, > u,) dagegen it >0undD >1 


322 Energiebilanz 


Bei der in Abschnitt 321 durchgeführten Behandlung von Brechung 
und Reflexion bleibt die Frage zu untersuchen, ob bei diesem Prozeß der 
Erhaltungssatz der Energie gewahrt bleibt. Diese Frage läßt sich für jede 
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einzelne Bewegungsphase des Seils studieren, indem man den in (314.2) 
eingeführten Energiestrom auf beiden Seiten bildet und bestätigt, daß 
auf Grund der Anschlußbedingungen (321.4) 8, = 8, tatsächlich gilt. Man 
kann diese Frage auch pauschal behandeln durch Vergleich der Energien 
E_. und E,.„ in großer Vergangenheit und Zukunft. 


Zur letzteren asymptotischen Behandlung wird eine räumlich um ?=nt 
eng begrenzte Welle betrachtet, deren Werte F (2) für große | z | verschwinden. 
In großer Vergangenheit # — — oo existiert in (321.5) und (321.6) nur die 
einlaufende Welle F. Ihre Energie E_, ist nach (314.9) 


THAN: Treat {E\? 
B-.= [dxo(f) nt [ £ fe) =nJ, (1) 
® n, c 
- © © 


wobei die Größe J zur Abkürzung eingeführt ist. In weiter Zukunfti— + © 
dagegen verschwindet die Amplitude in der Nähe von x = 0, Fin (321.6) 
trägt nichts bei, es sind nur noch die Anteile R und D an gänzlich vonein- 
ander verschiedenen Orten von Null verschieden. Es ist 


R D\ R D® 
uunfiltr tl fulstnien) 0 
und mit den Koeffizienten von (321.8), (321.9) und weiter mit (321.7): 
E;0= (Rom + Din) J=nJ[Rö+A+R)—Ro)]=nmd. (8) 


Die Gleichungen (1) und (3) zeigen, daß der Energiesatz in der Form 
E_a=E +® (4) 
s 
asymptotisch ebenfalls erfüllt ist. Die Impulsbilanz dagegen ist bei diesem 
Prozeß nicht erfüllt. Vielmehr werden beim Durchlaufen von F an der 
Unstetigkeitsstelle in Seilrichtung Kräfte auf das Seil ausgeübt, die um 
so größer sind, je mehr & von Null verschieden ist. Die Frage der Impuls- 
übertragung von Wellenpaketen soll jedoch an einem durchsichtigeren 
Beispiel in den folgenden Abschnitten genauer untersucht werden. 


323 Brechung gedämpfter Wellen 


Durch einen Trick lassen sich die Überlegungen zur Brechung und 
Reflexion auch auf schwach gedämpfte Wellen übertragen. Nach Gleichung 
(313.3) muß unter Einführung des Brechungsindex — hier mit n, statt n 
bezeichnet — gelten: 


E (tra) 7a] vn =0. (ı) 


8% 
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Diese Gleichung läßt sich bei periodischen Wellen y(£f, x) in der Form 


n? 0? 02 
5-79 =0 (2) 


schreiben mit dem komplexen Brechungsindex 
eilt) nut <l. (3) 


Wegen der Frequenzabhängigkeit von n (wo) in (2) und (3) sind diese Glei- 
chungen nur sinnvoll, wenn y(f, x) eine periodische Funktion ist oder wenn 
wenigstens ein einlaufendes Wellenpaket aus Wellen aufgebaut ist, deren 
Frequenzen alle dicht beieinanderliegen. In anderen Fällen läßt sich das 
Problem nur durch FourtErzerlegung der einlaufenden Welle in ihre 
periodischen Komponenten behandeln. 


Die Koeffizienten R, und D, von (321.9) werden ebenfalls komplex: 
mr Im nr“) 2m(1l- 5%) 4 
© 


o> 


Betrag und Phase von AR, und D, bestimmen die Amplituden und Phasen 
der reflektierten und durchgelassenen Komponente der eingelaufenen 
Welle. Ihre Beträge sind 


tn x,)2 'D | D) N g2(1 +x}) = ” 
DE 


IKol= 


Besonders bemerkenswert ist, daß auch bei gleichen Brechungsindizes 
n? = n? = n° aber verschiedenen Dämpfungen x eine Reflexion stattfinden 
kann: 

(6) 


0 | — %r | 
r — 


o 
n=n En 2 un 
j Var mtr) 


324 Veränderlicher Brechungsindex n (&) 


Über das Problem des Seils mit ortsveränderlicher Massendichte (x) 
oder entsprechend veränderlichem Brechungsindex n(x) lassen sich all- 
gemein keine Aussagen machen. Bei vorgegebener Funktion n(z) ist die 
Wellengleichung (321.3) mit den entsprechenden mathematischen Methoden 
zu behandeln. Ändert sich jedoch der Brechungsindex nur wenig mit dem 
Ort, ist also Ir tde dn 

—— = (1) 
n 4 
die relative Änderung von n klein gegen 1 in Gebieten deri, 
lassen sich Näherungslösungen von (321.3) allgemein auffinden. Unter A 
ist hier bei periodischen einfallenden Wellen die Wellenlänge zu verstehen, 
bei allgemeineren Wellen jedoch bedeutet A den kleinsten Abstand, inner- 
halb dessen sich die Amplitude der Welle wesentlich ändert. 
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Welchen Änderungen eine von links einfallende Welle beim Passieren 
von Gebieten mit veränderlichem x (x) unterworfen ist, läßt sich an Hand 
einer Verallgemeinerung der Ergebnisse von Abschnitt 321 auf mehrere 
und schließlich auf unendlich viele Unstetigkeitsstellen von » studieren. 
Der stetige Übergang von n,(x,) bis auf n,(x,) wird dabei zunächst durch 
einen einzigen Sprung bei x, ersetzt. Die durchgelaufene Welle D ist nach 


321.8 er = 
( ) CI D=D,F (? N, Fo e # 2 =\ 
mit ö 2m, 1 (2) 
I n+n, nen 
1 + 
1 


Besitzt das Seil zwei Sprungstellen bei x, und x,, zunächst von n, auf n 
und dann von r auf n,, so gilt zwischen x, und x, Gleichung (2) mit n statt n,. 
Bei x, findet wieder eine Brechung statt. Mit n, n, und .D ist daher. die 
gleiche Transformation zu wiederholen, die vorher in (2) mitn,,n, und F 
durchgeführt wurde. Hier gilt 


> D=DRlion, —_— na na) (3) 
1 1 
u n-—-n er n,—n 
2n, In 


Führt man sehr viele geringe Änderungen An in kleinen Abständen Ar 
ein und geht zur Grenze unendlich vieler Änderungen über, so wird 


schließlich = 
v-nerlı-] =) (4) 


2 


Diese Formel gilt an allen Orten x, die rechts von x, liegen. Der Durchlaß- 
koeffizient D,, ist dabei ein unendliches Produkt, das sich leicht auswerten 


läßt: n(z) an 
; 1 ‚ dn ea 
n 1, \ 2n 
2n 
n(x) (5) 
-[& (@) 
2 1 n(z 
—e Mm De. N — LER j 
n(z) 


Mit (4) und (5) ist D(t, x) gegeben. In der Näherung (1) ist D tatsächlich 
eine Lösung der Wellengleichung (321.3), wie man sich durch Einsetzen 
leicht überzeugt. Warum dies jedoch keine exakte Lösung der Wellen- 
gleichung ist, wird sich bei der Untersuchung der Reflexionen herausstellen. 


Bislang wurde nur die durchgehende Komponente D bei den vielfachen 
Brechungen berücksichtigt. Daneben aber finden an jeder der Unstetig- 
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keitsstellen von n(x) Reflexionen statt, die bei einer exakten Bestimmung 
von y(t,x) ebenfalls mit zu berücksichtigen wären. Die reflektierte Welle 
R=SR,r(H ne) (6) 


c 


setzt sich aus einer Summe über un- 
endlich viele Beiträge » zusammen, 
von denen in Abb. 324 einzelge Re- 
flexionen an der ersten, zweiten und 
dritten Sprungstelle wiedergegeben 
sind. Die Koeffizienten R, bestehen, 
der Abbildung entsprechend, aus 
ı ö Faktoren R, und D,, die den Sprung- 

Abb. 324. Vielfachreflexionen an meh- x 
reren Unstetigkeitsstellen. Der erste stellen ‚jedes Strahls entsprechen. 
Sprung von n(z) findet bei 4=2,=0 Die w, in (6) enthalten die Phasen- 
statt unterschiede der einzelnen Kom- 
ponenten, die dadurch entstanden 
sind, daß diese Wellen nicht bei x = x,, sondern erst später reflektiert 

werden. Sie können durch 


v 


w=Gden@)  wa)=[drnl) (7) 
2 


dargestellt werden, wobei die Integration von x = x, über die Reflexions- 
stellen bis zur »-ten und wieder zurück bis nach x = 0 läuft. Die Weglänge w 
in (7), die hier wie in (4) offenbar eine wichtigere Rolle als x spielt, wird in 
der Optik auch als optischer Lichtweg w bezeichnet. 


Die exakte Auswertung von R in (6) ist praktisch unmöglich. Da aber bei 
kleinen Änderungen von n stets R< D ist, wird man in der Näherung (1) 
die Vielfachreflexionen wie AR’ in Abb. 324 vernachlässigen können, weil 
sie in höherer Ordnung klein gegen D werden. Aber auch die einfachen 
Reflexionen werden in (6) keine wesentliche Resultierende R ergeben, weil 
ihre Beiträge alle mit verschiedenen Phasenverschiebungen w, behaftet sind. 
Unter Voraussetzung (1) müssen zwei Treppenstufen viel weiter als A aus- 
einander liegen, damit die Differenz An groß genug ist, um R,in (6) nennens- 
wert zu R beitragen zu lassen. Ist aber w, < A, so sind die einzelnen reflek- 
tierten Komponenten in (6) alle so beliebig gegeneinander verschoben, daß 
sie sich nicht mehr zu einer Resultierenden überlagern, sondern sich gegen- 
seitig auslöschen. Unter der Voraussetzung (1) schwacher Änderungen von 
n(x) wird nach Streichung der unwesentlichen Konstanten n; 


R ; 1 z 
dn,n, -p-—I_rlı: (8) 
e ö 47 Yn(z) 2 


die Lösung der Wellengleichung mit veränderlichem Brechungsindex. 
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Die Lösung (8) enthält eine fortschreitende Welle ohne Reflexionen, deren 
Zeitabhängigkeit F'(t) an allen Orten x die gleiche ist. Bezogen auf den 
„Lichtweg‘‘ w findet wie früher eine gleichförmige Ausbreitung statt. Be- 
zogen auf die Ortskoordinaten x findet die Ausbreitung mit örtlich variabler 
Geschwindigkeit v = c/n statt. Entsprechend wird F längs der x-Achse um 
n(x) gedehnt bzw. komprimiert. Außerdem bewirkt der Faktor 1/ yn noch 
eine örtlich verschiedene Änderung der Amplitude. 


Daß unter der Voraussetzung (1) keine Reflexionen stattfinden, zeigt 
auch die Energiebilanz. Denn die Energie von (8) ist nach (314.9) 


100 a +0 +00 
E = [ae(#) - [a4 P- [aR- konst., (9) 
- © — 0 — 00 


also konstant und zeitunabhängig. Bei ständigen Reflexionen dagegen 
müßte die Energie der Komponente F dauernd abnehmen, was nicht der 
Fall ist. 


325* Streuung von Wellen an Materie 


Betrachtet wird wie in den vorausgehenden Kapiteln eine von links 
einlaufende, örtlich konzentrierte Welle F. An der Stelle x =s soll als 
Hindernis ein Massenpunkt m auf dem Seil befestigt sein. Beim Durchlaufen 
der Stelle s wird die Welle den Massenpunkt in Bewegung setzen und selbst 
teils weiterlaufen, teils reflektiert werden. Die Situation vor und nach der 
Streuung ist in Abb. 325 schematisch 
wiedergegeben. 


Würde die Masse m auf dem Seil frei 
beweglich sein, was in diesem Abschnitt 
nicht angenommen wird, so würde sie 
nach dem durch die Welle erhaltenen 


Stoß mit irgendeiner Geschwindigkeit v X=S 
nach rechts laufen. Die später noch be- Abb. 325. Streuung einer Welle am 
nötigte Größe uA/m =M ist ein unge- Massenpunkt 


fähres Maß für die von der Welle ‚‚inner- 

halb einer Krümmung‘ bewegte Seilmasse. Dabei ist A bei periodischen 
Wellen exakt gleich der Wellenlänge. Bei beliebig geformten Wellenzügen 
würde man als ungefähres Maß für //2 den Abstand von zwei benach- 
barten Wendepunkten betrachten können. Ist nun m>M, so wird die 
Trägheit von m durch die ankommende Welle nicht überwunden, und es 
findet Reflexion statt. Ist dagegen m < M, so wird m die Wellenausbrei- 
tung kaum stören. Die ankommende Welle läuft ungestört nach rechts 
weiter. Ist m = M, so sollten Durchlaß und Reflexion zu etwa gleichen 
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Anteilen stattfinden, wie das in Abb. 325 der Fall ist. Die anschließende 
quantitative Durchführung wird die Richtigkeit dieser Vorüberlegung 
bestätigen. 


Die Wellengleichung des Problems, etwa in der Form (313.1) geschrieben, 
lautet hier 


) 


Die Dichte des Seils ist überall konstant und gleich «, nur bei x=s wird 
sie unendlich groß, weil sich hier die Masse m befindet. Außerhalb der 
Stelle x = s verschwindet die 6-Funktion, und es gilt die gewöhnliche 
Wellengleichung. Links und rechts der Stelle x = s wird daher für y(t, x). 
ähnlich wie in (321.5) und (321.6), ein Ansatz 


u=rlt-&)+R(+2) x<s 
=D (t— =) 2>8 “ 


die in Abb. 325 dargestellte Situation beschreiben. F ist wieder willkürlich, 
während R und D die bei x = s zu stellenden Bedingungen befriedigen 
müssen. 

Die Koordinate des vertikal beweglichen Massenpunkts sei z(t). Da bei 
x = s der Massenpunkt und beide Seilenden zusammenhängen, muß dort. 
für alle Zeiten t 


y6,)=2l)=F (-&)+R (142 2) = D(t-) (3) 


gelten. Die zweite Anschlußbedingung entsteht aus der Wellengleichung (1) 
durch Integration über die Singularität: 


y- 


8s+E8 


lim [ det +ms@- Ns) mit, )=mi 
e—0 
er s+te (4) 
s ö2 d öy, 2 
= Im [de z =, u]: 
8—E 8—e& 


An der Stelle des Massenpunkts kann also y sehr wohl einen Knick auf- 
weisen. Die nach beiden Seiten wirkenden Seilspannungen geben eine end- 
liche Resultierende, die gleich der auf m wirkenden Kraft sein muß. Aus (4) 


folgt also mi—=uc[-D+F—R]. (5) 


Das ist neben (3) die zweite der beiden Bestimmungsgleichungen für Rund. D. 
Da D sich in (8) nur durch die Retardierung — s/c von z(t) unterscheidet, 
genügt es, z(f) zu berechnen. 
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Die Bewegung z(t) von m läßt sich aus (3) und (5) bestimmen. In (5) wird 
R eliminiert und D = z gesetzt. Die verbleibende Gleichung ist nach ein- 
maliger Integration 
m 


Ti+z=F Pr, (6) 


bis auf eine Integrationskonstante A. Die allgemeinste Lösung dieser 
inhomogenen, linearen Differentialgleichung enthält eine homogene Lösung 
Be-tl sowie die partikuläre Lösung, die übrigens auch aus der Auflösung 
von (6) nach z folgt: 


[ir Tarsu-nr(e-2). (7) 


Der reziproke Differentialoperator in (7) hat nach (125.4) immer dann 
einen Sinn, wenn die darauffolgende Funktion in Fourızrreihen zerlegbar 
ist. In der Darstellung (7) von F im Integral über eine ö-Funktion wird die 
Fovaterzerlegung von F auf die ö-Funktion abgewälzt, um die anschlie- 
ßende Rücktransformation zu ersparen. Nach (7) ist 


2(t) - [arou- nF (r-+) - [arawır (1 "— *) 
= hi (&) 


+00 
d]-! do eet 
eW=[i+rz, =-| Er 


In der zweiten Darstellung von z ist lediglich die Integrationsvariable 
durch !=t—.t” ersetzt. 


Die Auswertung von @(t) erfolgt am einfachsten nach dem Schema der 
komplexen Integration von Abschnitt 145. Der Integrand hat eine Singu- 
larität bei o = j/r, also wie in Abb. 145 in der positiv imaginären Halb- 
ebene von w. Wie dort muß @{t) für : < 0 verschwinden. Im übrigen wird 
beim Verschieben der Integration zu einem kleinen Kreis um die Singularität: 

t t 


do ediwt et do a ® 
t>0 ah — = 5 ® -—= . 
2n ir (o-£) 2rjt ot T (9) 


t<o el)=0 


Die Bewegung z(t) der Masse m in Abhängigkeit von der einlaufenden 
Welle F ist nach (8) und (9) 


2(t) = [a Frl) = [anerrli-t-r) (10) 


v 
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Ist F zur Zeit ö noch nicht bei 2 =s eingetroffen, also F(t" — s/)=0 
für 2" <t, so soll auch z(t) = 0 sein. Das ist in (10) der Fall, denn substituiert 


man {”—=t—1’, so steht im Integranden F (— =) ‚und das Integral läuft 


nur über Werte !”<t. Also zeigt (10) das geforderte Verhalten, und die 
Konstanten A und B der allgemeinsten Lösung konnten mit Recht gleich 
Null gesetzt werden. Der erste Ausdruck von (10) eignet sich besser bei 
Entwicklungen für große r, der zweite für kleine r. 


Im allgemeinen Fall bei beliebigem r wird z(f) in (10) offenbar nicht 
durch F(t—s/c) allein bestimmt, sondern gleichzeitig noch durch alle 
Werte, die F vor diesem Zeitpunkt bei x = s angenommen hat, allerdings 
mit dem statistischen Gewicht e-"!". In erster Linie tragen also zu z(t) die 
Werte von F aus dem Zeitraum zwischen t und —r bei. r = m/2uc hat 
also die Bedeutung einer Verzögerungszeit, hervorgerufen durch die Trägheit 
der Masse m, die ja nicht mit F direkt mitbewegt, sondern nur durch F 
beschleunigt wird. Die Masse m übt also über die Konstante r in z(t) von 
(10) eine integrierende Wirkung aus, die um so weiter in die Vergangenheit 
zurückreicht, je größer die Masse m ist. Man könnte daher z(£) in (10) die 
„Gedächtnisfunktion“ von F nennen mit r als dem Erinnerungsvermögen. 


Gleichung (10) bedeutet daher ungefähr folgendes: Es ist 2(t) = F, und 
zwar gleich einem Mittelwert von F über den Zeitraum zwischen it und 
t— r. Bei sehr kleiner Masse m —0 wird r—0, z direkt gleich F und 
nach (3) D=F und R=0. Die Welle läuft nach rechts durch. Bei sehr 
großer Masse m —> © wird Tr ©, F=0,z= 0 und nach (3) auch D = 0 
sowie R = —-F. Die Masse ruht, es findet kein Durchlaß statt. Schließlich 
sei F eine Welle von der ungefähren Länge A/2 x und daher von der Durch- 


laufszeit ty = A/2rc. Ist nun r etwa gleich t,, so wird F = F/2 in seiner 
Wirkung auf z sein. Dann aber ist D>-Ff2 und R=—F/2. Es finden 
also in gleichem Umfang Durchlaß und Reflexion statt, wenngleich mit 
sehr verzerrter Wellenform. In diesem Falle ist m? uc=tr=zty=A2ne, 
also m = M. Masse m und bewegte Seilmasse M sind etwa gleich groß. 


Die Entwicklungen von (10) nach 7 bzw. 1/r lauten 
om (e-&) 
c 8 oF 0? F 
A Ai 7 rl Tyutrrgat 


6 


2-2 ( A en 
u 0 


0) 


und enthalten neben den Grenzfällen r — 0, © die ersten Abweichungen 
quantitativ. Bemerkenswert an der ersten der beiden Formeln (11) 
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ist, daß diese Formel auch direkt entsteht, wenn man (7) formal ent- 
wickelt ü 


ee [efrefeirergreen) 0m 


Auch in diesem Sinne scheint das formale Rechnen mit reziproken Differen- 
tialoperatoren gelegentlich gerechtfertigt zu sein. 


326* Energiebilanz bei Streuung 


Solange z2(t) + 0 ist, bleibt die Masse m bewegt und induziert Wellen. 
Im Endzustand t—> + oo ruht m. Die asymptotische Energiebilanz be- 
schränkt sich daher auf die Wellen F. R und D allein und lautet 


E_o=E;o Er=ER+E). ı) 


(Aus Gründen, die im nächsten Abschnitt ersichtlich werden, sind die 
Energien E%, und E%, mit einem Index 0 über der Grundlinie versehen.) 


Da bei der Streuung die ursprüngliche Form der Welle verloren ging, ist 
eine Definition der Reflexions- und Durchlaßkoeffizienten R, und D, in 
ihrer früheren Bedeutung sinnlos. Wir werden R, und D, vielmehr jetzt 
als die entsprechenden Energiebruchteile einführen. Dann lautet (1) 

i EI E% 4 

1=R,+Do mit B=7, om (2) 

Diese Koeffizienten sollen unter möglichst allgemeinen Voraussetzungen 
für F bestimmt werden. 


Die einlaufende Welle F läßt sich stets durch ein Fourızrintegral 
darstellen, ähnlich wie andere früher diskutierte Wellenpakete. Die Energie 
E, wird dann, siehe zum Beispiel (235.6), 

+00 
Br = ya [ar|E}? ru = [52 1o)e' 
€ 2n 
E 2. (3) 
o © 
Er = 5 3% \ftw) F w. 


Nunmehr ist die Energie der durchgelassenen Komponente E%, zu bestimmen. 
Zunächst wird die Funktion D nach (325.3), (325.10) und (3) umgeformt in 


oo +9 
BE -. [ dw olt-en _ [de Ho)e* 
DiW= | due [roe Wr 9m Lian’ (4) 
0 — oo 


Dieser Ausdruck zeigt, daß EY, aus E, entsteht, wenn f(w) durch le 
ersetzt wird. Das Verhältnis dieser Größe zu E, wird also ? 


„2 _ Lloloreü+emm 


> fao ro)? @* 


=[1+(or’T!. (5) 
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Berücksichtigt man weiter (2) und 


1 (vw 1 


OT Flo Tran ” 


so werden die Koeffizienten 


DH Reit m 


Genauere Aussagen lassen sich über D, und A, jetzt nur noch unter speziellen 
Annahmen für f(o») machen. 


Befinden sich alle Frequenzen der einlaufenden Welle F in der Nähe 
einer Frequenz w,, wie das etwa bei dem in (234.1) betrachteten und in 
Abb. 234 dargestellten Wellenpaket der Fall ist, so kann w in (7) durch 
«, ersetzt werden. Es ist mit (325.6) und der in Abschnitt 325 definierten 
bewegten Seilmasse M: 


N Seen ee I=0pT. (8) 


Die Koeffizienten (7) erhalten bei = w, mit (8) die sehr anschauliche 
Form E 
M? m? 
 m3+ ME Ro= sw (9) 


Wie in Abschnitt 325 zunächst erwartet und anschaulich diskutiert wurde, 
gilt in diesem Falle in exakter Begründung 


m = M: Do=Ro=1/2 
m > M: Do->0 R>]1 (10) 
mM: Doll R,—>0 


für verschiedene Massenverhältnisse m/M. 


327* Stoß zwischen Wellen und Materie 


Wieder wird das in Abb. 325 dargestellte Problem einer von links ein- 
laufenden Welle behandelt, die bei x = s an eine Masse m als Hindernis 
stößt. Nunmehr wird aber die Masse m auf dem Seil gleitend angenummen. 
Das Problem erhält also noch einen zusätzlichen Freiheitsgrad s = s(t), den 
Ort des Massenpunkts auf dem Seil. 


Wird das in Abb. 327 abgebildete Seil mit der Beschleunigung 2 gleich- 
mäßig angehoben, so übt die Masse wegen ihrer Trägheit die nach unten 
gerichtete Scheinkratt — mä auf das Seil aus, von der das Seil selbst aber 
nur die zum Seil senkrechte Komponente aufnimmt. Es bleibt also nur 
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die Kraftkomponente mi . cos« wirksam, deren Komponente in x-Richtung 
wiederum zur Beschleunigung von s(f) führt: 


ms == m” SIinXcusa = mi tea -— mit. (1) 


Dies ist die Bewegungsgisichung für den neuen Freibeitsgrad s(t). Da 
bei x == s das Seil einen Knick aufweisen darf, ist entsprechend in (1) 
«die mittlere Steigung einzusetzen. u 
zZ 

Mit Gleichung (1) und den übrigen Be- ! 
stimmungsgleichungen von Abschnitt 325 
sollte sich nunmehr das Problem mit gleiten- 
der Masse behandeln lassen. Bei der Durch- 
führung stellt sich jedoch heraus, daß bei 
$ # 0 die Bestimmungsgleichung (325.6) für z 
zwar bestehen bleibt, auf der rechten Seite 
jedoch im Argument von F noch s (!) enthält. 


(325.6) und (1) bilden ein System nicht sepa- -mZ —— 
rierbarer Differentialgleichungen für z(t) und app. 327. | Kraftwirkung auf 
s(t). deren exakte Behandlung auf die in’ m in Seilrichtung x 


Abschnitt 315 behandelten Probleme beweg- 

ter Quellen führt und an dieser Stelle nicht lohnt. Dagegen läßt sich unter 
der Voraussetzung 3<c, die hier ja stets bei nicht zu kleinen Massen m 
erfüllt sein wird, das Problem genähert behandeln. Zunächst wirdin (325.6) 
bzw. der entsprechenden neuen Gleichung $ = 0 gesetzt und (1) benutzt, 
um sin erster Näherung zu bestimmen. Nunmehr wird die so berechnete 
Funktion s(t) in die Gleichung für z eingesetzt und mit (1) ein verbesserter 
Wert für $ bestimmt. Auf diese Weise erhielte man alle interessierenden 
Größen als Potenzreihen nach ($/e)". Hier soll uns jedoch nur die nulite 
und erste Näherung interessieren, da sie zum Verständnis der wesentlich- 
sten Gesichtspunkte wie auch des asymptotischen Verhaltens ausreicht. 


Insbesondere interessiert hier die Endgeschwindigkeit v» = $(o0) bzw. 
der auf die Masse m insgesamt übertragene Impuls P,. Dieser Impuls 
ist gleich dem Zeitintegral über die Kraftwirkung (1) 


P„=mt = [dims. (2) 


Zunächst läßt sich (1) mit (325.2). (325.3) und (325.5) umformen in 


’ „1foy , oy, En. lan 
mi=— mis + | — u(F-- DJ(F--R-+D) 


=2ur Du Pl re le D* {t | 


h 
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Dieser Ausdruck wurde ohne’ irgendwelche Vernachlässigungen berechnet, 
gilt also exakt. Nun soll aber P,, noch nach (2) in 1. Näherung berechnet. 
werden. Deshalb kann s(t) auf der rechten Seite durch seine nullte Näherung 
ersetzt werden, also durch s(t)=s,—=konst. Der Impuls ?,„ wird dann 
unter Berücksichtigung der Vorzeichendefinition in (314.9) 


ne u[ek a2) 22] 
mv=Pr—Pr—P» Pr=—|Pr|. 


(4) 


Es ist also mit 
P_o=Pr=mv+Pr+Pr=Pıo (5) 


der Impulssatz in dieser Näherung erfüllt. 


Der Energiesatz wird in dieser Näherung nicht erfüllt, da m v2/2 bereits 
die Berücksichtigung von $/c bis zur zweiten Näherung erfordert. Dagegen 
erhält man, da sich gegen früher nichts geändert hat, die Energien nullter 
Ordnung von Abschnitt 326: 


E_o=Er= PR EB =R,c- (6) 


Zur Bestimmung der Endgesckwindigkeit v in der Form v/c in erster 
Näherung reichen aber die Gleichungen (5) und (6) unter Berücksichtigung 
‘von P= +Elc aus. Denn es wird 
1=Do+tRR 5 1=g—RotDe: 7) 
Hier ist die zweite Gleichung neu hinzugetreten. Ihre Auflösung nach v 
und Berücksichtigung von (326.9) führt auf 


E 2mM 
ans (8) 


® 
= 
Maßgebend für v/c ist also das Verhältnis zwischen der Masse m und der 
bewegten Seilmasse M, die übrigens nichts zu tun hat mit der in (236.12) 
eingeführten ‚fiktiven Masse‘ eines Wellenpakets der Oszillatorkette. 
Weiter spielt das Verhältnis von E,/Mc2 eine Rolle. Wird zum Beispiel 
ein vornehmlich periodisches Wellenpaket doppelt so lang, so verdoppelt 
sich sein Energieinhalt, also Z7, während Mc? konstant bleibt. Anderer- 
seits findet auch die Beschleunigung der Masse m doppelt so lange statt, 
so daß für die Endgeschwindigkeit v der doppelte Wert erwartet werden muß 
wie vorher. Gerade diese Abhängigkeit aber weist die Formel (8) für v/c 
auf. Außerdem ist sie, wie zu erwarten war, so beschaffen, daß bei gegebenem 
Verhältnis E,/M c? die Maximalgeschwindigkeit und damit die maximale 
Impulsübertragung bei m = M erreicht wird. 
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Übungsaufgaben 


32.1. Man weise die Gültigkeit des Energiesatzes an einer Unstetigkeitsstelle von n nach. 

32.2. Realteil und Imaginärteil des komplexen Brechungsindex gedämpfter Wellen 
sind exakt anzugeben. 

32.3. Die in (325.12) durchgeführte Entwicklung ist auf direktem Wege nachzuweisen. 


32.4. Man bestimme Geschwindigkeit und Beschleunigung des Schwerpunkts einer 
nach rechts laufenden Welle für schwach veränderlichen Brechungsindex n = n(z). 


33  Periodische Wellen 


Zusammenfassung: Sind bei einer Wellenausbreitung die beteiligten Fre- 
quenzen & so hoch, daß 1/w klein gegen die Meßzeit 7 der Beobachtungsinstrumente 
ist, so sind nur noch bestimmte physikalische Eigenschaften der Welle meßbar, 
nämlich die in Kapitel 31, 32 und früher behandelten Größen E, P, x, dan die die 
Welle mit einem Massenpunkt gemein hat. Die spezifischen Charakteristika der Welle, 
nämlich Wellenlänge A und Frequenz w, und ihre Meßbarkeit sind Gegenstand der 
Untersuchung dieses Kapitels 33. 

Zur Messung der Wellenlänge eignen sich die Erscheinungen von Interferenz und 
Vielfachinterferenz, bei denen zwei oder mehrere Teile eines Wellenzugs überlagert 
werden, die sich um einen Gangunterschied {in der Phase unterscheiden. Je nach dem 
Gangunterschied tritt eine Addition der Amplituden oder deren gegenseitige Aus- 
löschung ein. Besser eignet sich die Vieliachinterferenz zu Messungen. Das Auflösungs- 
vermögen £/AZ = w/4w=4/|AA|= mN ist ein Maß für die Meßbarkeit von A. 

Die Frequenz einer ebenen Welle kann durch Resonanz eines kleinen, mit dem 
Seil gekoppelten harmonischen Oszillators bestimmt werden. Sein Auflösungsver- 
mögen ist w,/y. y ist die Dämpfung dieses Resonators. Eine gleichmäßige Belegung 
des Seils mit kleinen Resonatoren führt zur Dispersion. Wirksame Dichte w,, des 
Seils und daher auch n werden frequenzabhängig, da die Federn der Resonatoren 
bei niedrigen Frequenzen als starre Verbindungen, bei hohen Frequenzen aber über- 
haupt nicht wirken. 


331 Meßbarkeit von Wellen 


Bei der Beobachtung von Wellen am Seil treten dann Schwierigkeiten 
auf, wenn die am jeweiligen Wellenpaket beteiligten Frequenzen w so 
hoch sind, daß die Trägheit der Meßinstrumente {Verzögerungszeit r) 
nur noch die Zeitmittel aller physikalischen Größen über viele Perioden 
2r/® zu messen erlaubt. In den allermeisten Fällen wird die Amplitude 
y(t,x) im Zeitmittel verschwinden. Lediglich die Intensität J, definiert 
als das doppelte Quadrat der Amplitude, ist von Null verschieden: 


0>Z: yeD=0 Je2P20. a) 
Es ist daher zu untersuchen, welche Größen der in Kapitel 31 und 32 


behandelten Vorgänge unter dieser Voraussetzung überhaupt noch meß- 
bar sind. 
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Die Amplituden y der Wellenpakete selbst sind wegen (1) offenbar 
nicht mehr meßbar. Die mit der Wellenausbreitung transportierten mecha- 
nischen Größen wie Energie und Impuls sind quadratische Größen in y 
und nach (1) zumindest prinzipiell meßbar. Es bleiben also gerade die 
Größen E, P, v;, und x, der Messung zugänglich. Diese Größen der Wellen- 
ausbreitung verhalten sich aber wie die entsprechenden Größen von Mas- 
senpunkten, welche im Falle der strukturlosen Oszillatorkette von Teil 2 
den Gesetzen der relativistischen Mechanik gehorchen. Unter der Voraus- 
setzung (1) hoher Frequenzen sind nach den bisherigen Überlegungen sich 
ausbreitende Wellen und bewegte Massenpunkte meßtechnisch überhaupt 
nicht unterscheidbar. Daher sind Kriterien notwendig, die meßtechnisch zu 
entscheiden erlauben, ob essich wirklich um Wellen oder Teilchen besonderer 
Gesetzlichkeit handelt. Für die Theorie des Lichts ist die Frage von 
fundamentaler Bedeutung gewesen und hat dazu geführt, daß jahrhunderte- 
lang neben einer Wellentheorie des Lichts völlig gleichberechtigt eine 
Teilchentheorie existierte. 


Die besonderen, beim Massenpunkt völlig unanwendbaren Charakteristika 
einer Welle sind ihre Wellenlänge } und ihre Frequenz w. Gelingt es, bei 
ivgendeinem physikalischen Phänomen diese Größen unter der Voraus- 
setzung (1) zu bestimmen, so ist damit sein Wellencharakter erwiesen. 
Dies beim Seil zu untersuchen, mag trivial erscheinen, da man dort immer 
Meßinstrumente mit genügend kleiner Trägheit finden kann. Gerade des- 
wegen aber ist die Untersuchung hier besonders einfach und übersichtlich. 


Im folgenden werden zur Vereinfachung rein periodische Wellen 

y(t) =A(x) €’! Az) = Age ?** (2) 
untersucht. Im Argument von y ist allein die Zeit angegeben, da zu ver- 
schiedenen Zeiten t nur ein einziger Ort x, an dem sich das Meßinstrument 
befindet, betrachtet werden soll. Die Beschränkung auf Wellen vom Typ (2) 
ist nicht wesentlich, da sich wegen der Linearität der Wellengleichung be- 
liebige Wellen aus einzelnen Komponenten vom Typ (2) additiv aufbauen 
lassen. Unter der Voraussetzung (1) wird bei x keine Amplitude beobachtet: 


yvo)=0  J=y’y=1Ao. 8) 


Gegenüber (1) ist hier zur komplexen Schreibweise übergegangen, die 
die Mittelwertbildung vereinfacht. Energiedichte , Energiestromdichte NS 
und Impulsdichte - sind ebenfalls im Zeitmittel von Null verschieden 


(4) 
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und unterscheiden sich von J nur um konstante Faktoren 0, ® und c. 
Ist die Frequenz bestimmt worden, so sind also mit J auch n, $S und n 
bekannt, und es genügt die Untersuchung der Intensität. 


332 Interferenz 


Auf dem Umweg über eine Reflexion ist es möglich, die Welle y(t) in 
(331.2) ein zweites Mal an den Ort « zu führen. Die Phase möge dadurch 
um den Gangunterschied £, die Amplitude von A auf r 4 geändert sein. 
Weil die Wellengleichung linear ist, überlagern sich die Amplituden zu 
einer Resultierenden y,: 


yv=yl)t+H MH) A+re N). 6) 
In (1) sind beide Komponenten der Welle mit dem Gangunterschied & 
zur Interferenz gebracht. 


Nach wie vor verschwindet y,im Zeitmittel. Die resultierende Intensität J, 
hängt von £ ab in der Form 


J=|yP=Jo|l+re = Ill ++ 2r cost). R (2) 


Sie schwankt, je nach dem Wert von £, zwischen den Werten J,(l +r)%, 
also ( 22 + 7); und hat im Mittel über verschiedene £ den Wert J,+J.. 
Die Intensitäten überlagern sich also nur dann additiv, wenn durch Mit- 
telung über verschiedene £ der Einfluß der Interferenz herausgemittelt ist. 


Der durch (1) und (2) gegebene Sachverhalt ist geeignet, die Wellenlänge A 
und — bei bekannter Ausbreitungsgeschwindigkeit — die Frequenz der 
Welle (331.2) zu bestimmen. Einerseits nämlich läßt sich der Gangunter- 
schied £ bis auf Vielfache von 2” durch die Messung von J, ermitteln. 
Andererseits aber hängt £ nach der Versuchsanordnung mit der Wellen- 
länge zusammen. Wird z. B. die Welle y, rechts von x im Abstande L an 
einem freien Ende des Seils reflektiert, so ist 


Ge 21-22 r=1. (3) 


Die Bezeichnung ‚‚freies Seilende‘: ist wörtlich zu verstehen und bedeutet, 
daß das Seil ohne Befestigung endet, wie das bei einem hängenden Seil 
endlicher Länge der Fall ist. Verändert man L und damit den Gang- 
unterschied £, so schwankt die Intensität J, zwischen 0 und 4.J,. Zwei be- 
nachbarte Maxima von J, weisen den Phasenunterschied A£ = 2rauf. Mit 


At=2a=F AL di=} (4) 


wird die Wellenlänge A an Hand des gemessenen Längenunterschieds JZ 
bestimmt. Liegt & bei der Messung zwischen 2rzm und 2rr(m + 1), so spricht 
man von einer Bestimmung der Wellenlänge im Spektrum m-ter Ordnung. 


9 Macke, Wellen. 2. Auf. 
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Handelt es sich bei der Reflexion im Abstand L um einen Brechungs- 
vorgang, so ist etwa für n, <n,, d.h. Reflexion am dünneren Seil, nach 
(321.8) r= (m, — n,)/(n, + n,), also 0 <r<1. Findet die Wellenaus- 


Zg-jkz 


breitung mit Dämpfung statt, so ist nach (313.8) A(x) = A,e ? 


und entsprechend MM geb (6) 
Not Rı 
Je kleiner r ist, um so schwächer wird die in (2) beobachtete Interferenz. 


Bei gleichen Amplituden, also r = 1, ist die Interferenz am ausgeprägtesten. 


Nach (2) findet keine Interferenz statt, wenn r < 1 ist. Außerdem findet 
keine Interferenz statt, wenn die Frequenzen der beiden am gleichen Ort 
überlagerten Wellen verschieden sind: 


Y,=Yoll+ e4et-9] J,=2J,[1+ cos (Awt— d)]. (6) 
Ist Aw groß gegenüber 1/r, mit 7 als der Meßzeit, so wird 
do>- BE8,, (7) 


und die Intensitäten addieren sich ohne Tirlefnmae Ist PR 
t< 1/Aw, so beobachtet man Schwebungen 
Tu I, 2J,(1 4 cos Aot). (8) 
Miteinander interferierende Wellenzüge werden als köhärent bezeichnet, 
nicht miteinander interferierende als inkohärent. Als Kohärenzlänge wird 
die Länge eines Wellenzugs bezeichnet, innerhalb der noch merkliche 
Interferenz beobachtbar ist, innerhalb der also die Amplituden nicht 
zu unterschiedlich sind. Lichtwellen sind nur kohärent, wenn sie von ein 
und demselben Atom ausgesandt wurden. 


333 Vielfachinterferenz 


Die in Abschnitt 332 durchgeführte Bestimmung der Wellenlänge ist 
nicht sehr genau, weil J,(£) keine scharfen Maxima aufweist. Eine Ver- 
besserung erhält man durch vielfache Überlagerung der Welle y bei x mit 
stets den gleichen Amplitudenfaktoren r und Gangunterschieden Z. Bei 
N-facher “_ ist mit o= re’! 


lt. a) 


Die Intensität am Orte x ergibt sich daraus mit 


1— reich |2 


(2) 
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Ist -X nur wenig von 1 verschieden, so überlagern sich alle Wellen mit 
praktisch gleicher Amplitude, und J, in (2) vereinfacht sich zu 
EN e 


2 


—: =), (3) 
Bun 
einer Funktion, die bei © = 2nm mit m=0,1,2..., wie in Abb. 333.1 
dargestellt ist, scharfe Maxima aufweist und deren Wurzel nicht wesentlich 
von der in (134.4) eingeführten Funktion G,„(t) verschieden ist. Um also 
die Wellenlänge einer einlau- 
fenden Welle y, zu bestimmen, 
wird man J,(L) messen und 
eine Kurve erhalten, die sich 
von J,(&) wegen (332.3) nur 
durch eine einfache Transfor- 
mation unterscheidet. Ausdem 
Abstand zweier Hauptmaxima 
folgt dann der zugehörige 
Wert für AL= 1/2. 


Auch diese Messung der 
Wellenlänge ist mit einer be- 
schränkten Genauigkeit behaf- 
tet, die von der Halbwerts- dE=3F 1 EN [ 
breite der Hauptmaxima in Abb.333.1. Intensitätsverteilung bei Vielfach- 
Abb. 333.1 abhängt. Ein Maß interferenz: N=8, r=1 
dafür ist AZ, der Abstand von 
einem Hauptmaximum bis zur ersten Nullstelle, nach (3) also 


F 
u 


Ir 


=2nm. (4) 


Hier ist m die Ordnung des Maximums und N die Zahl der Überlagerungen. 
Auch durch eine Messung in höherer Ordnung, also über viele Maxima 
hinweg, läßt sich die Bestimmung der Wellenlänge verbessern, weil dabei 
der relative Fehler AZ/£ verkleinert wird. 


Der reziproke relative Fehler wird als Auflösungsvermögen bezeichnet 
und ist 


(5) 


Der Zusammenhang mit A und w folgt aus (332.3) und v=c/A für die 
Seilwelle. Das Auflösungsvermögen einer Apparatur wächst, wie es sein 
muß, mit der Anzahl N der Überlagerungen und der Ordnung m des 
Spektrums, die ein Maß für die „Meßstrecke L‘“ darstellt. 


HLS 
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Bei kleinem Amplitudenfaktor wird r"< 1, und man kann in (2) ohne 
wesentlichen Fehler zu N— & übergehen. In diesem Falle wird aus (2): 


Juli—r)” 2m 
für t= i (6) 
Jr)? 22 (m+z). 


Hier fehlen die Zwischenmaxima von Abb. 333.1. Es existieren nur die 
Hauptmaxima bei &=2nm. Im Falle r<1 schwankt J, nur wenig um 
den Wert J,. In erster Näherung von r stimmen (6) und die Formel 
für zweifache Reflexion (332.2) 
überein, da sich bei niedrigem 
4(r:) Amplitudenfaktor r<1 die 
r:0s dritte Überlagerung kaum noch 
bemerkbar macht. 

Als Beispiel einer Vielfach- 
interferenz am Seil kann man 


sich nach Abb. 333.3 das Seil 
auf einer Länge L von einer 


An Jo = 
— (Ai+nr)—2rcost 


Jr 


v 
I 
n 
Q 


se ren 2 


:01 
TE NeEancenn En ) Na=17 ni=n>T  0Ng=1 
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2 el \ 
. EEE l 
54 u Te a% L 
Abb. 333.2. Intensitätsverteilung bei Abb. 333.3. 
Vielfachinterferenz: N>x Vielfachinterferenz am Seil 


größeren Massendichte u belegt denken, derzufolge der Brechungsindex 
n;,=n>1 in diesem Gebiet größer als außen (rn, = 1) sein soll. Läuft 
von links eine ebene Welle ein, so wird zunächst an der linken Sprung- 
stelle von n ein Teil dieser Welle durchgelassen und hat bei } die Ampli- 
tude %,. An der rechten Sprungstelle von n wird ein Teil von 4, reflek- 
tiert. Nach (321.8) ist dieser reflektierte Anteil bei !: 
n—n, n—1 
n+n, n+Ll' er) 
Auch von der nach links laufenden Komponente y, wird an der linken 
Sprungstelle von n ein Teil reflektiert und liefert bei / 


= Yore?ikn(b-D = 


Ypzyrc hr yrreikn, (8) 
Die resultierende Amplitude y, bei Z ist, bei entsprechender Verallge- 
ee Yaytyıtyut tntyt 
=yl+oll+e+g+--) (9) 
o=re-2ikn(L-n o=re?ihnd, 
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Demnach sind Amplitude und Intensität: 
1l+o 


> \ l+o|? 
= = 7 (10) 
oder ausführlicher dargestellt: 
LailBd-E 1+r?+2r cos2kn(L—1) . (1) 


1+ri-2r2 cos2knL 


Zunächst werde in diesem Ausdruck die Abhängigkeit der Intensität von / 
betrachtet. J, schwankt dabei um einen Faktor (1 +r)? an den Stellen 
m 

2n(L—) _ 


i (12) 


J,=(l+4r), wenn 
1 
Mm+y: 


Ist also nL>A/2, so kann J, im Bereich 0<!<sL mehrere Maxima _ 


aufweisen, von denen eines bei !=_L liegt, und. die um so ausge- 
prägter sind, je näher r bei 1 liegt, also je größer nach (7) der Unterschied 
zwischen n, und n, ist. 

An der Stelle l = L oder an einem der übrigen Maxima ist die Intensität 


(I+r) 
Jr=Jo 1+r%—272cos2knL " 


(13) 


Ihr Betrag hängt also noch vom Verhältnis ZL/A ab, genau wie weiter oben 
besprochen. Die Maxima und Minima bei verändertem Z sind 


+r 2 = 
J.= Jo Ürn: für nL= 1 1 (14) 
Die Maxima haben also wie in (6) den Wert 
do „_n—1 / 
Tag Pi (15) 


334 Resonanz 


Eine Methode, die ihrem Prinzip nach die Frequenz und nicht die Wellen- 
länge mißt, ist die der Resonanz. Am Ort x 
sei wie bislang die einlaufende Welle zeit- 
lich periodisch mit der Frequenz w, also 
wie in (331.2) durch 


y)=Al)e”' 1) 
gegeben. Bei x wird nun ein Oszillator mit 
Abb. 334. den Konstanten m, a, y und ©, = Ya/m am 


Frequenzmessung bei Resonanz Seil befestigt. m und a seien sehr klein, 
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um die Seilwelle möglichst wenig zu stören, während &, beliebig und wo- 
möglich variabel gewählt werden kann. 


Die Schwingung der Masse m wird nach (121.2) durch die Glei- 
chung 


tr arte 6) 


bestimmt. z und y allerdings erscheinen hier in umgekehrter Bedeutung 
wie dort. y ist die als klein vorausgesetzte Dämpfung des durch Abb. 334 
und (2) beschriebenen Resonators. Die Rückwirkung des Resonators auf 
die Welle kann beliebig klein gemacht und daher vernachlässigt werden. 
Sie wird im nächsten Abschnitt unter besonderen Umständen besprochen. 


Wie in Kapitel 12 näher ausgeführt wurde, lautet die Auflösung von (2) 
nach z(£) unter der Voraussetzung (1) 


> os 
a u ee (8) 
Die Schwingungen der Masse m können nunmehr beobachtet werden. Die 
am einfachsten zu bzobachtende Größe, der Maximalwert der Amplitude 
wird 
2 © PRTOHIENFER SER 

"Una = | g-arr yo |Ü Vor ra n 
Hier ist & die zu bestimmende Frequenz. Variiert man die als bekannt 
vorausgesetzte Oszillatorfrequenz w,, so erhält man bei ® = w, ein Maxi- 
mum, das um so steiler ist, je geringer die Dämpfung des messenden 
Systems ist. Da die Halbwertsbreite Aw = y ist, wird das Auflösungs- 
vermögen dieses Systems gegenüber (333.5) durch 


Pr (6) 


bestimmt. 


Die hier besprochene Resonanzerscheinung findet ihre Analoga in den 
verschiedensten Wellentheorien. Insbesondere ist sie der Schlüssel zum 
Verständnis der als Dispersion bekannten frequenzabhängigen Brechung. 


335 Dispersion 


Wir nehmen nunmehr an, daß eine ganze Anzahl der in Abschnitt 334 
beschriebenen kleinen Resonatoren gleichmäßig über das Seil verteilt sei. 
Hängt bei x ein solcher ‚Resonator, so ist die Bewegung z(t,x) seiner Masse 
nach (334.2) 


r+ te] z(t ER (6, x) () 
aa ty T9n—anyi,m). 
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Die Rückwirkung der Resonatoren auf die Seilwelle kann an Hand der 
Darstellung (313.1) mit dem Kraftgesetz bestimmt werden. Danach muß 
für einen Seilabschnitt dx das ur lauten: 


Y- 


deu 


a (2) 


Rechts steht die Summe aller im Abschnitt dx durch die Resonatoren 
hervorgerufenen Rückwirkungskräfte, deren jede 

Kit,.)=—a(yit, x) —2(t, x)) (3) 
ist. Ist die Zahl der Resonatoren in dx gleich dJN = Ndx, so lassen sich 
(2) und (3) in der Form 


1 0%y 0? y aN m N o3 
ee de dm 0 a ee . 


(y—2) (4) 
zusammenfassen. 


(1) und (4) bilden ein kompliziertes System von Bestimmungsgleichungen 
für y und z, das bei einfach periodischer Zeitabhängigkeit der Funktion y 
eine übersichtliche Darstellung gestattet. Dann läßt sich (1) wie in (334.3) 
nach z auflösen, und die Größe z kann aus (4) eliminiert werden. Auf diese 
Weise wird: i 

1 02 mN 0 
u er ae are 
mN o 0: + joy 1 %y 
u 2 W—or+jwy 3) 


w?: 012 


(6) 


elı _ X 
mN or 7) 1 %y 
n„ o—-ot+jwoy &® 082° 


In dieser Form stehen rechts drei Faktoren. Der erste enthält mV‘, die 
durch die Resonatoren gebildete mittlere Massendichte, bezogen auf die 
Massendichte u des Seils. Dieser Faktor ist maßgebend für die Störung 
der Resonatoren. Der zweite Faktor enthält die Frequenzabhängigkeit, 
während der dritte von y abhängt und auch links in (5) vorkommt. 


Gleichung (5) kann somit auch dargestellt werden als 


2 92 02 
Pers 3a |y60=0 (6) 


mit dem Brechungsindex 


“(1-2) 


"al-or+joy M 


ws mN oz 
kn o-ottjoy vn oj—w8 
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Bei schwacher Dämpfung kann y im Zähler überhaupt fortgelassen werden, 
im Nenner jedoch nur, wenn &, und o sehr verschieden voneinander sind. 


Nach (321.2) bedeutet n?2 das Verhältnis der Massendichten. Man kann 
daher durch n2 = u.s/u eine wirksame Massendichte definieren, die ent- 
sprechend (7) frequenzabhängig ist. Bei Frequenzen ©<w, ist nach (7) 
Herr = u + mN. Die tatsächlich vorhandenen Massen addieren sich, weil 
ihre Federn hier wie starre Verbindungen wirken. Bei sehr hohen Fre- 
quenzen »>w, dagegen geht n? gegen 1 und es wird ip = u. Die Federn 
wirken überhaupt nicht mehr als Verbindungen, m trägt zu Herr nichts 
mehr bei. 


Der Zusammenhang zwischen Frequenz ® und Wellenzahl % ist nicht 
mehr einfach. Vielmehr ist die ebene Welle außerhalb der Resonanzstelle 
durch 


ie 2a nl (8) 
bestimmt. Die Frequenzabhängigkeit des Brechungsindex wird als Dis- 
persion bezeichnet. 


Die Ausbreitungsgeschwindigkeiten von Phasen und Amplituden sind 
wie früher bei der Oszillatorkette verschieden groß. Denn es ist 
c 


it, (9) 


Die Gruppengeschwindigkeit aber ist bei Frequenzen » außerhalb der 
Resonanzstelle @, und bei schwacher Dämpfung: 
__ do k Fe [= ei 


"a old))| ——< (0%) 
ne BE .nc (10) 
ee 
In den Gebieten normaler und anomaler Dispersion gilt: 
normal n>1: Herr > U Yp<cC  dvarZce an 
anomal n<1: Mer < U Yp>c Var Sc. 


Der Nachweis, daß stets v.,.< c ist, wird in der Übungsaufgabe 33.2 ge- 
führt. 


Übungsaufgaben 


33.1. Wie groß ist das Auflösungsvermögen (hier: Halbwertsbreite der Intensität) 
bei Vielfachinterferenz im Falle N>&, r=1-e unde<1? 


33.2. Es ist zu beweisen, daß bei der Dispersion für die Gruppengesehwindigkeit stets 
die Relation v., Sc erfüllt ist. 
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34*  Polarisierte Wellen 2 


Zusammenfassung: Bei den allgemeinsten Seilwellen existieren zwei zu- 
einander senkrechte Polarisationsrichtungen y und z. Mit Y = y+-jz ordnen sich diese 
Wellen dem bisherigen Schema der komplexen Beschreibung ein mit dem einzigen 
Unterschied, daß nunmehr auch der Imaginärteil ImY = eine reale physikalische 
Bedeutung besitzt. Zu den bisherigen Erhaltungsgrößen E und P tritt der Dreh- 
impuls J hinzu. Als dimensionslose Größe s= Jo/E wird der Spin s definiert, der bei 
zirkular polarisierten Wellen je nach ihrem Drehsinn -+1 ist. 


341 Transversale Seilwellen 


Bislang wurden bei ‚allen Überlegungen am Seil Wellen untersucht, 
die nur vertikale Seilbewegungen bewirkten, also nur 
eine Amplitude in der Richtung y von Abb. 341 
hatten. Statt dessen werden jetzt Wellen untersucht, un 
bei denen sowohl y als auch z von Null verschieden " } 
ist. Da — kleine Amplituden wie immer vorausge- 
setzt — sich die beiden Wellen ungestört überlagern 
und außerdem 4 und z aus Symmetriegründen Abb. 341. 
derselben Gleichung genügen müssen, lassen sich  Keordinatensystem 

8 genug : 


‚ . k zur Beschreibung 
beide zu einer komplexen Beschreibung zusammen- transversaler Wellen 
fassen: 


sr ar =0 uaeıtie| M) 


Im Gegensatz zu früher haben hier Realteil und Imaginärteil von Y 
beide eine physikalische Bedeutung. Sie beschreiben die reellen Amplituden 
in den Richtungen y und z. 


Y 


Der Vorteil dieser Schreibweise besteht darin. daß sich alle bisherigen 
Überlegungen am Seil nahezu wörtlich auf den Fall der zweidimensionalen 
Schwingungen übertragen lassen. Auf einige Besonderheiten jedoch ist zu 
achten. Während die ebenen Wellen 


Yy=Aetritwt-ka) o=c|k]| (2) 


bislang beide die gleiche Lösung beschrieben. nämlich 
Y,=4Acos(wt—ke), (3) 


haben hier die Lösungen Y,und Y, verschiedene Bedeutungen. Y_| repräsen- 
tiert eine rechts zirkular polarisierte Welle. Bei x—=0 in Abb. 341 ist 
Y, = Ae*’®!.Y, rotiert also in der yz-Ebene entgegen dem Uhrzeiger- 
sinn, also links herum. Steht der Beobachter jedoch links von der Fläche : 
und blickt in die Ausbreitungsrichtung x, so rotiert Y, rechts um diese 
Ausbreitungsachse. In diesem Sinne ist die Bezeichnung rechts drehend 
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oder auch rechts zirkular polarisiert zu verstehen. Allgemein hat das Seil da- 
bei im Schwingungszustand Y', die Form einer Spirale, die, auf die Fort- 
pflanzungsrichtung bezogen, links um die Achse geschlungen ist. Ent- 
sprechend beschreibt Y_ eine links zirkular polarisierte Welle. Y, dagegen 
ist „linear polarisiert‘‘ im bisherigen Sinne. Die Polarisationsrichtung jedoch 
wird durch den Phasenwinkel des komplexen A bestimmt. 


342 Transportierte Erhaltungsgrößen 


Die Gesamtenergie E eines in der komplexen Y-Ebene schwingenden 
Wellenpakets setzt sich additiv aus den Energien E[y] und Z[z] zusammen. 
Unter Berücksichtigung der Formeln 

* = 
P+2=Y*Y PER Sa se 2. a) 
läßt sich die Energie darstellen durch 
1.45% oY|2 
B=EW)+Ee= ja Y + ]- 0) 


Gegenüber den früheren Ausdrücken, bei denen die komplexen Größen Y 
nur formal eingeführt waren, hat E hier den doppelten Wert. 


Der @esamtimpuls P eines Wellenpakets setzt sich ebenfalls — ‚wieder 
wegen der Unabhängigkeit der y- und z-Komponente — additiv aus 
P[y] und Pf[z] zusammen, Hier wird mit (1) 


P=—u[de (452 +25 3.) 
= — 4 fü Pa+r | =ufaene [Vz] . 


Wieder fällt der doppelte Wert gegenüber der früheren komplexen Dar- 
stellung auf. 


O2 


Schließlich kann man für einen gegebenen Schwingungszustand Y(t,x) 
des Seils noch die Frage aufwerfen — und damit wird 
der Rahmen der bisherigen Darstellung überschritten —, 
welchen @esamtdrehimpuls J dieser Schwingungszustand 
in der Ausbreitungsrichtung aufweist. Für ein Stück dx 
des Seils ist dieser Drehimpuls nach der klassischen 
Mechanik und Abb. 342 in der «-Richtung 
dJ=dm(tX v),= ude|Y|-|Y|sind 

Abb. 342. ES (4) 
Zur Darstellung Y=|Y|e’r Y=|Yjer d=Ppy—Pr- 


desDrehimpulses. ns . . 
t und d liegen in Dabeisind unter 9, und 9, die Phasen von Y und Y ver- 


der yz-Ebene standen. Das Vorzeichen von # ist nach Abb. 342 so ge- 
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wählt, daß d.J bei Reohtsdrehung positiv wird. Gleichung (4) läßt sich um- 


formen in Kerr) _ 7er 97) 


dJ=ude|Y||Y]- 


5; 
nn ; (6) 
= nd =— udıImY*Y. 
Der Gesamtdrehimpuls J um die x-Achse ist also (zur Zeit t) 
(6) 


Weiter wird ein Wellenpaket betrachtet, das auf einen beschränkten Raum 
konzentriert ist und sich im Zeitablauf nach rechts fortpflanzt. Man kann 
dabei statt des bisherigen Wellenpakets an eine Spirale denken, die sich 
nach vorn und hinten verjüngt. Der Gesamtdrehimpuls ist dann natürlich 
auf den Bereich der Spirale lokalisiert. Da die Spirale sich fortbewegt, 
muß folglich auch der Drehimpuls transportiert werden. Erfolgt die Fort- 
pflanzung des Wellenpakets nach der Wellengleichung (341.1), so gilt ein 
Erhaltungssatz für den Drehimguls. Die zeitliche Ableitung 


dJ a d .. = . 
--/u5 [r—r*y] 


ra 
= uc:dz [0°Y* «9 Y 

. FT, = r—Y ne m) 
[ne ö [oY* srl 
-—[ 25 de, | Fr u Dr 7 


läßt sich durch Werte von Y und öY/öx an den Rändern des Integrals 
darstellen. Da das Wellenpaket voraussetzungsgemäß dort verschwindet, 
wird dJ/di=0. 

Jedes Wellenpaket transportiert also neben Energie und Impuls auch 
einen konstanten Drehimpuls J, dessen Vorzeichen von den im Paket 
auftretenden Polarisationsrichtungen abhängt. Insbesondere ist bsi den 
periodischen Wellen (341.2) und (341.3): 


ß Y=Y Jz0 
Polarisation | links: - (8) 
linear: Y=Y, J=0. 
Gelegentlich wird die dimensionslose Größe 


Jz 
Es | (9) 


s= 


unter der Bezeichnung Spin als Eigenschaft einer Welle verwendet. Sie 
stellt bis auf einen Faktor » das Verhältnis vom Drehimpuls zu Energie 
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dar. Bei Wellen allgemeinerer Art im dreidimensionalen Raum ist speziell 
die Drehimpulskomponente in der Ausbreitungsrichtung gemeint. Den Wert 
von s, bezogen auf zirkular polarisierte Wellen 


Yı=4Aetilat-ka), (10) 


erhält man durch Bestimmung der Energie eines Seilstücks der Länge L 


R= "=[ar|a} [E+r]=u2.4%40° a) 


und des Drehimpulses 


I--Derar® Ba; (450)24’A=+uL4*4w. (12) 


er Vergleich beider Formeln zeigt, daß 
s- =+1 4=0 (13) 


gelten muß. Der Spin einer zirkular polarisierten Welle ist also je nach 
der Polarisationsrichtung +1 oder —1. Der Spin linear polarisierter 
Wellen dagegen ist 0, weil in diesem Falle J in (12) verschwinden würde. 
Für elliptisch polarisierte Wellen, die sich aus diesen 3 Typen zusammen- 
setzen. erhält man Spinwerte, die zwischen --1 und — 1 liegen. 


= 


4  Skalare Wellen (Akustik) 


Ihrer mathematischen Struktur nach stellen die skalaren Wellen eine 
Verallgemeinerung der Seiltheorie auf den dreidimensionalen Raum dar. 
Insofern erscheint ihre Behandlung im Anschluß an die Theorie des Seils 
zweckmäßig. Besondere, zusätzliche Anforderungen an das Anschauungs- 
vermögen stellen dabei die im ersten Kapitel auftretenden Vektoropera- 
‚ tionen. Im übrigen verläuft die mathematische Behandlung ganz analog 
zu den Ausführungen von Teil 3. Auch hier wird wie früher die komplexe 
Schreibweise zur Darstellung von Amplituden und Phasen periodischer 
Vorgänge herangezogen. 


In der Natur treten die skalaren Wellen bei der Ausbreitung von Schall- 
wellen in Gasen und Flüssigkeiten auf. Dabei pflanzen sich skalare physi- 
kalische Eigenschaften, wie bestimmte Werte von Druck, Dichte und 
Temperatur, mit einer im jeweiligen Medium konstanten. Geschwindig- 
keit, der Schallgeschwindigkeit c, fort. Es wird sich wie früher bei der Aus- 
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breitung mechanischer Wellen auf dem Seil auch hier herausstellen, daß 
mit der Schallausbreitung im allgemeinen kein Massentransport verbunden 
ist, trotzdem aber ein Transport mechanischer Erhaltungsgrößen, wie 
Energie und Impuls, stattfindet. 


Die Akustik behandelt nicht nur die vom Menschen hörbaren, eigent- 
lichen Schallwellen (16 Hz—20000 Hz), sondern auch den Ultraschall 
(20 kHz—10° kHz) und die Hyperschallwellen (10° kHz). Ultraschall- 
wellen werden vorzugsweise piezoelektrisch erzeugt, Hyperschallwellen 
aber haben ihre Ursachen in thermischen Dichteschwankungen von Flüssig- 
keiten, weshalb sie auch als thermische Wellen bezeichnet werden. Die 
Wellenlängen hochfrequenter Ultraschallwellen sind größenordnungsmäßig 
denen des sichtbaren Lichts gleich. Die Wellenausbreitung in Flüssigkeiten 
und Gasen führt nur zu Schwingungen des Mediums in Ausbreitungs- 
richtung, zu longitudinalen Schwingungen. Diese werden durch einkompo- 
nentige Wellenfunktionen beschrieben. In festen Körpern treten auch 


Schwingungen senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung auf, sogenannte trans- 
versale Wellen. 


Es ist nicht die Absicht dieses Teils, eine erschöpfende Darstellung der 
theoretischen und experimentellen Akustik zu liefern, zumal für diesen 
Zweck ausgezeichnete Lehrbücher zur Verfügung stehen!). Hier soll viel- 
mehr die Theorie der akustischen Erscheinungen nur in ihren Grundlagen 
behandelt werden. Dabei ist die Darstellung so gewählt, daß alle in diesem 
Teil durchgeführten Überlegungen eine unmittelbare Übertragung auf die 
Optik gestatten. Eine Ausnahme bildet das erste Kapitel dieses Teils, das 
die mechanischen Grundlagen des Schalls zum Inhalt hat. Bei der späteren 
Behandlung transversaler Wellen wird sich herausstellen, daß fast alle 
Eigenschaften dieser Wellen bereits im Rahmen skalarer Theorien mit 
einer einzigen Wellenfunktion verstanden werden können. Übrig bleiben 
nur die unmittelbar mit der Transversalität verbundenen Phänomene 
wie etwa die Polarisierbarkeit. Somit ist der Optik und der Behandlung 
elektromagnetischer Wellen hier bereits der Boden bereitet, und es be- 
dürfen später nur noch die Besonderheiten des elektrischen Ursprungs 
und der Transversalität einer ausführlichen Darstellung. 


Nach Kapitel41 über die mechanischen Grundlagen werden in Kapitel 42 
eindimensionale Probleme behandelt, die sich mathematisch nicht von 
denen des Seils unterscheiden. Grundsätzlich neu treten lediglich die Be- 
sonderheiten der Akustik mit ihren Begriffsbildungen wie Strahlungswider- 
stand, Impedanz und Schalleistung hinzu. Erst in Kapitel 43 und 44 werden 
die Eigenheiten der dreidimensionalen Ausbreitung beschrieben. Hier tritt 


!) Siehe z.B. von E.Skunezyk „Die Grundlagen der Akustik“, Springer-Verlag 
Wien, 1954. 
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die fundamentale Rolle der Kugelwelle für die Ausbreitungserscheinungen 
besonders in den Vordergrund. Die allgemeinen Überlegungen zur Beugung 
wie zur Energieausstrahlung werden sich später fast wörtlich auf die Aus- 
breitung elektrischer, also transversaler Wellen übertragen lassen. 


41 Mechanische Grundlagen der Akustik 


Zusammenfassung: In elastischen Medien wie Gasen und Flüssigkeiten ent- 
steht die Fortpflanzung von Schallwellen durch das Zusammenwirken von Elastizität 
und Trägheit des Mediums, erstere beschrieben durch die differentielle Zustands- 
gleichung dp/du = c? und letztere durch das Newrroxsche Trägheitsgesetz, im Kon- 
tinuum formuliert. c ist dabei die Schallgeschwindigkeit. Die mechanischen Glei- 
chungen im Kontinuum werden linear und dadurch einfach und übersichtlich, daß 
man sich auf die Beschreibung kleiner Schwankungen beschränkt. Weiter wird bei 
Vernachlässigung der inneren Reibung das Geschwindigkeitsfeld d wirbelfrei und läßt 
sich durch ein Potential v als v=—-Au/dr darstellen. Das Kraftgesetz erscheint 
unter dieser Voraussetzung in der Form öp=n-09u/dt und die Kontinuitäts- 
gleichung der Masse, zusammen mit der differentiellen Zustandsgleichung, in der 
Form Du=0. Der Viereckoperator D ist als (1/c?)- 02/dt?— A definiert, mit dem 
Larrtaczschen Operator 4. 

Der ‚Nablaoperator‘ 0/0 besitzt verschiedene geometrische Bedeutungen, je 
nachdem, ob er auf ein skalares Feld oder ein Vektorfeld angewandt wird und mit 
letzterem skalar oder vektoriell verknüpft ist. Er wird dann als Gradient, als Divergenz 
oder als Rotation bezeichnet. 


411 Die Zustandsgleichung des Mediums 


Wie die Wellenausbreitung in der Oszillatorkette durch das Zusammen- 
wirken von Kopplungsfedern und trägen Massen entsteht, so sind auch 
bei Gasen und Flüssigkeiten Elastizität und Trägheit die Ursachen einer 
anderen Wellenausbreitung, die sich als Schall durch diese Medien fort- 
pflanzt und unseren Ohren die Empfindung von Tönen und Geräuschen 
vermittelt. Die Trägheitswirkungen in einem solchen Medium werden 
durch die in Abschnitt 412 behandelten Gleichungen der Kontinuums- 
mechanik beherrscht. Die Elastizität des Mediums aber findet ihren Aus- 
druck in der Zustandsgleichung. 


Das Volumenelement ds =dxdydz eines solchen elastischen Mediums wird 
zusammengedrückt, seine Dichte u bei konstanter Masse dm = udo also 
erhöht, wenn auf seine Begrenzungsflächen von außen her Kräfte wirken. 
Die Besonderheit bei Gasen und Flüssigkeiten besteht nun darin, daß 
sich wegen der Beweglichkeit ihrer Bestandteile alle Tangentialkräfte 
ausgleichen, so daß die äußeren Kräfte stets senkrecht auf den Begrenzungs- 
flächen von do stehen. Ihr Betrag, auf die Flächeneinheit bezogen, ist 
der Druck p. Die Abhängigkeit der Dichte u vom äußeren Druck p ist 


[411] 41 Mechanische Grundlagen der Akustik 131 


eine spezielle Eigenschaft des Mediums. Der Zusammenhang zwischen 
beiden wird als Zustandsgleichung 


p=p(u) (1) 
bezeichnet, deren funktionaler Verlauf hier für das schallausbreitende 
Medium als gegeben vorausgesetzt werden soll. 


Der Differentialquotient von (1) ist stets positiv, da wachsende Dichte u 
nur bei zunehmendem Druck p auftritt. Dieser Differentialquotient 
dp e) Kraft/Länge? | = | Länge F (2) 
du Masse/Länge? Zeit 
hat die Dimension eines Geschwindigkeitsquadrats. Die in (2) definierte 
Größe c spielt, wie sich später bei der Besprechung ebener Wellen in (421.3) 
herausstellen wird, bei der Schallausbreitung die Rolle der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit. Für die Untersuchung der Schallausbreitung mit ihren 
geringen Amplitudenschwankungen ist schon die bloße Kenntnis des 
Differentialquotienten (2) der Zustandsgleichung (1) bei gegebenen mitt- 
leren Werten von 9, u und eventuell der Temperatur 7’ hinreichend. 


Bei idealen Gasen lassen sich die Werte der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit theoretisch einfach bestimmen. Ihre Zustandsgleichung lautet 


Joule 
Kilogramm - Grad 


8) 


mit T und M als Temperatur und Molekulargewicht. Bei Bildung des 
Differentialquotienten von (3) muß jedoch berücksichtigt werden, daß die 
beim Schall auftretenden schnellen Dichte- und Druckänderungen keinen 
Temperaturausgleich gestatten. Vielmehr schwankt auch die Temperatur 
örtlich im Rhythmus der stattfindenden Kompressionen. 


pe  R=8,315-10 


In der Thermodynamik wird gezeigt, daß es sich hier bei akustischen 
Wellen um adiabatische Zustandsänderungen handelt, bei denen der Druck 
sich mit einer Potenz von u ändert, nämlich mit 


C 
pr wW vr. (4) 


Der Exponent y in (&) stellt das bekannte Verhältnis der spezifischen Wär- 

men bei konstantem Druck und konstantem Volumen dar und ist bei zwei- 

atomigen Molekülen etwa 1,4. Aus (4) und (3) folgt für den gesuchten 
Differentialquotienten (2) 


d RT 
a ee (5) 
Damit ist die Schallgeschwindigkeit idealer Gase durch Gaskonstante R, 
Temperatur 7 und Molekulargewicht M allein dargestellt. c ist also hier 


offenbar unabhängig vom Druck wie von der Dichte. Die Berechnung von c 
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unter Normalbedingungen (7 = 273° C) liefert für Sauerstoff und Stick- 
stoff die Werte 314 und 337 m/s, für Wasserstoff dagegen 1265 m/s, mit 
Abweichungen von weniger als 1% gegenüber den experimentellen 
Werten. 


412 Kontinuumsmeehanik 


Da die Schallausbreitung, wie eingangs erwähnt, durch das Zusammen- 
wirken von Elastizität und Trägheit hervorgerufen wird, bleibt neben der 
Zustandsgleichung noch der Einfluß der Trägheit zu untersuchen, in Gasen 
und Flüssigkeiten beschrieben durch die hydrodynamischen Grund- 
gleichungen. Diese Gleichungen, weil eigentlich einem anderen Fachgebiet 
der Physik zugeordnet. sollen hier nicht in allen Einzelheiten behandelt: 
und abgeleitet werden. 


Weil aber die Bewegung eines einzelnen Massenpunkts eine spezielle 
Lösung dieser Gleichungen ist, lassen sich die Bewegungsgleichungen des 
Kontinuums auch auffinden, indem man, wie in (133.15) vorgeschlagen, 
die Massendichte 4 (t, £) des Massenpunkts einführt und ihre Bestimmungs- 
gleichungen unter Zuhilfenahme des Nzwroxschen Trägkeitsgesetzes 


mS(t) = K(8) (1) 


aufsucht. Damit ist hier gleichzeitig eine Anwendung der ö-Funktion 
verbunden, die das spätere praktische Arbeiten mit dieser Funktion 
erleichtern soll. 


Massendichte u, Stromdichte av und die auf « wirkende Kraftdichte £ 
werden nach (133.15) beschrieben durch ö-Funktionen: 


ur.) = mö(t—3%(t)) 


al, = .. (2) 
ir, )=Rl8)d(r—8(l)). 
v(r, 2) ist beir = $ mit 3(t) identisch und hat bei r +38 beliebige Werte. 


Die Bildung der Zeitableitung von # führt unmittelbar auf den Er- 
haltungssatz der Masse, falls m in (2) zeitlich konstant ist, was vorausgesetzt: 
wird. Zunächst ist 


= mö= mal. 3 dl 8) Di (3) 
Dabei ist zur Abkürzung die Vektorschreibweise 
3 a ls 0 ö ö () 
= (dd) mm 
3 v z (4) 
RER. 8 
a a te 
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eingeführt. Das Differentiationssymbol 0/03 hat also Vektorcharakter. 
Seine anschauliche Bedeutung wird noch in Abschnitt 413 genauer unter- 
sucht. Weiter kann in (3) wegen der speziellen funktionalen Abhängigkeit 
der ö-Funktion von r und 3 das Symbol 8/83 durch —0/Or ersetzt werden. 
Da schließlich m und 3 von r unabhängig sind, folgt mit u» aus (2) 


[773 u 
en (8) 


als sogenannte Kontinuitätsgleichung. 


Für die Verknüpfungsvorschriften zwischen Vektoren wird hier folgende 
Konvention getroffen: treten zwei Vektoren a und b in einem Produkt auf, 
so werden sie miteinander’skalar verknüpft. Treten drei Vektoren auf, so 
werden die beiden skalar zu verknüpfenden Vektoren unter ihnen durch 
eine Klammer miteinander verbunden. Diese Vorschrift läßt sich, wenn 
der Vektor ö/ör auftritt, nicht immer konsequent durchführen, weil oft, 
wie z.B. in (6), solehe Klammern zu Mißverständnissen hinsichtlich der 
Differentiationsvorschriften für 9/dr führen könnten. In diesen Fällen wird 
der dritte, nicht skalar zu verknüpfende Vektor von den beiden anderen, 
miteinander verknüpften Vektoren durch einen Punkt abgetrennt. Diese 
Konvention schließt alle Mißverständnisse aus. 


Das für u und v gültige Kraftgesetz läßt sich auffinden, indem man ws 
nach der Zeit ableitet und unter Verwendung von (1) und (2) umformt: 


du 


ö 
a = mdö-+ m3ö— Roms. 8ö= t-— (ud-b). (6) 


In der Ableitung von (6) liefert das erste Glied auf der rechten Seite 
unmittelbar die Kraftdichte f. Beim zweiten dagegen ist genau darauf zu 
achten, welche der drei Vektoren miteinander zu verknüpfen sind. Zum 
Vektor 3 tritt wie in (3) ein Faktor (8£/83) hinzu, dessen beide Vektoren 
skalar miteinander verbunden sind. Ersetzt man nun 0/83 wieder durch 
— ö/ör und zieht diese Differentiation nach links heraus, so wäre ö/dt in (6) 
mit dem rechten der beiden 3 zu verknüpfen. Aus Symmetriegründen kann 
natürlich genauso der linke Faktor 5 und später p mit d/ör verknüpft 
werden, was dann in (7) durch den Trennungspunkt zwischen den beiden v 
angedeutet wird. 


Das Trägheitsgesetz lautet dann im Kontinuum 
Oud 0 ,- 
tr lin: o) =t. (7) 
Differenziert man in (7) die Faktoren einzeln, so wird 


Zt +) + (0) 9=t. . (8) 


10 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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Erstes und drittes Glied von (8) erfüllen gemeinsam die Kontinuitäts- 
gleichung (5) und fallen fort. Es bleibt 


#la+(e5;)|e=t (9) 


als Trägheitsgesetz. Die eckige Klammer der linken Seite wird auch ge- 
legentlich als substantielle Zeitableitung bezeichnet, weil sie der Zeitableitung 
für die individuellen (vielleieht durch Nummern markierten) Bestandteile 
des Massenkontinuums entspricht. Darunter ist also die Zeitableitung 
der Bewegung eines beweglichen Volumenelements zu verstehen, das 
stets die gleichen Massenteilchen beherbergt. Der zweite Anteil dieser Ab- 
leitung in (9) kommt dann dadurch zustande, 
daß das Volumenelement in der Zeit dt an Orte 
mit anderer Geschwindigkeit geführt werden 
“könnte (so kann ein Boot z.B. dadurch be- 
schleunigt werden, daß es in Gebiete stärkerer 
Strömung gerät, ohne daß v (rt) selbst sich dabei 
zeitlich zu ändern braucht). 


Abb. 412. Zur Ableitung Die für die Massendichte des einzelnen 
(10) der Kraftwirkung T Massenpunkts geltenden Kontinuumsgleichun- 
des Drucks p=p(t) auf ] RE: Kata 1 
; a m gen gelten für jede beliebige Massenverteilung 
einen infinitesimalen Wür- : : ee 
fel. Die Pfeile deuten die Sehlechthin. Zu den Kraftwirkungen f zählen 
Richtung der durch den äußere Kräfte, wie etwa die Gravitation, aber 
Druck bewirkten Kräfte an auch innere Kräfte, wie Druck und Reibung. 
Die Reibung wird im folgenden stets vernach- 


lässigt, da sie. für die Akustik keine wesentliche Rolle spielt. 


Um die Kraftwirkungen des Drucks zu bestimmen, wird die Resultierende 
der einander entgegenwirkenden Kräfte auf gegenüberliegende Flächen be- 
trachtet. So ist die «-Komponente dK, der Kraftwirkung auf den Würfel 
der Abb. 412: 


dR,=k,do = [p(z)— p(x+ da)laydz = — SP dadydz. (10) 


Mit entsprechenden Ausdrücken für die y- und 2-Komponente wird die 
Druckwirkung als Kraftdichte schließlich 


mit ö/Or in der Bedeutung von (4). 


Mit der Zustandsgleichung und den Gleichungen (5), (9) und (11) sind 
alle Voraussetzungen gegeben, um die Wellenausbreitung in Gasen und 
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Flüssigkeiten zu verstehen. Diese Aufgabe soll jedoch erst in Abschnitt 414 
durchgeführt werden, nachdem in Abschnitt 413 einige Sätze der Vektor- 
analysis näher behandelt worden sind. 


413 Vektoranalysis 


In Abschnitt 412 sind verschiedene Operationen mit Vektoren und 
Feldern zunächst durchgeführt, die es im einzelnen noch näher zu verstehen 
gilt. Durch die Dichte u(r, t) einer beliebigen kontinuierlichen Massenver- 
teilung, also nicht mehr nur (412.2), ist ein skalares Feld gegeben, bei dem 
zu einer festen Zeit # jedem Raumpunkt r ein bestimmter Wert u(r) zu- 
geordnet wird. Andere Beispiele sind etwa 


eine Temperaturverteilung T (r), eine elek- Qu 
trische Ladungsverteilung o(r), oder — On 
wie in der Mechanik — ein Potential- - 

feld «(r). 2 


Alle Punkte t mit der Massendichte u, 
bilden — Stetigkeit der Verteilung voraus- 


gesetzt — eine Fläche, die mit der Flächen- us=konst 
gleichung u(t) = konst. eine Relation zwi- Apb.413.1. Zur Bedeutung des 
schen den 3 Koordinaten r = (x, y, 2) Gradienten Ou/dt 


herstellt. So bedeutet, auf u bezogen, 

u(t) = konst. eine Fläche konstanten Potentials. Verschiedene konstante 
Werte für u oder u definieren eine ganze Flächenschar im Raum, die zur 
Darstellung und Veranschaulichung der skalaren Funktion herangezogen 
werden kann. 


Vergleicht man die Werte des Potentials an zwei benachbarten und nur 
um den infinitesimalen Vektor dr verschiedenen Punkten 1 und 2 (siehe 
Abb. 413.1), so ist die zugehörige Potentialdifferenz: 


du=w—-u=u(t+dr)— ut) 


9) 


ou ou ou ou 
Diese Gleichung, zusammen mit der Vorstellung einer Flächenschar für 
Orte gleichen Potentials, erhellt die Bedeutung von du/ör, dem sogenannten 


Gradienten von u: 
(2) 


Legt man nämlich den Vektor dr von (1) in eine der Flächen u = konst., 
so muß voraussetzungsgemäß du = 0 sein, da u, = u, wird. Das skalare 
Produkt von (1) wird daher 

j ou 


ou 
an - 


du 9u ) 


dr. | (3) 


10% 
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Der Vektor du/ör muß offenbar senkrecht auf der Potentialfläche stehen, er 
weist also in die Normalenrichtung der Fläche. Der Betrag dieses Vektors 
ist weiter ein Maß für die Änderung von «(t) in dieser Normalenrichtung. 
Der reziproke Betrag |öu/ör|”"! muß demzufolge den Abständen benach- 
barter Flächen proportional sein. Soweit zur Bedeutung des Differential- 
operators ö/ör und zu seiner Anwendung auf skalare Feldfunktionen. 


Neben den skalaren Feldfunktionen existieren Vektorfelder, wie die Ge- 
schwindigkeitsverteilung v (r), ein Kraftfeld K(r) und auch zum Beispiel 
wie das soeben behandelte Gradientenfeld Ou(r)/Or. Diese Felder ordnen 
jedem Raumpunkte r drei Zahlenangaben zu, diein den Angaben der drei 
Komponenten, die aber auch in der Angabe des Betrages sowie zweier 
Richtungswinkel des Vektorfeldes bestehen können. Bezüglich solcher 
Vektorfelder wie etwa der Stromdichte j oder Geschwindigkeit v existieren 
2 verschiedene Operationen des Differentialoperators ö/ör, der auch 
gelegentlich als Nablaoperator (P) bezeichnet wird, die Divergenz und die 
Rotation 


Bar 0. 0 
er rtp=,,xXd, (4) 


gebildet durch die skalare und die vektorielle Verknüpfung von ö/öt mit 
i bzw. v. 


Zunächst sei die Bedeutung der Stromdichte j(t) einer Massenverteilung 
veranschaulicht. Darunter ist die durch eine Flächeneinheit in der Sekunde 
strömende Masse zu verstehen. Ihr Zusammenhang 
mit Dichte « und Geschwindigkeit b ist einfach 


j=uv. (5) 


Stellt man sich nämlich senkrecht zu j eine Fläche 
vom Betrag |df| vor, wobei df die Richtung der 


Abb.4132. Flächennormalen hat, dahinter ein Volumen |df|dx, 
Zur Erklärung von wie in Abb. 413.2, so beträgt die Masse im Volumen 
Gleichung (5) dm = u|df|dx. Ist weiter gerade dx = vdt, also die 


in einer Zeit dt zurückgelegte Wegstrecke der Massen- 
bewegung, so wird dm identisch mit der Masse, die in dt die Fläche |df| 
durchströmt. Die zugehörige, auf die Flächeneinheit bezogene Stromdichte 
ist j = dm/|df|dt = ur, und es gilt Gleichung (5). 


Steht die Fläche df schräg zu j, so tritt der Kosinus des entsprechenden 
Winkels als Faktor hinzu, und der Strom wird gleich dem skalaren Produkt 
(jdf). Nunmehr wird ein endliches Volumen V betrachtet. Durch den Rand 
dieses Volumens fließt in der Zeiteinheit die Masse 


J=f id, (6) 
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auch als Gesamtstrom bezeichnet. Ist J>0, so verringert sich die im 
Volumen befindliche Gesamtmasse 


v 
M=[don (7) 


oder es wurde in V neue Masse erzeugt. Ist j==j(rt) zeitunabhängig, kommt 
die erstere Möglichkeit nicht in Betracht, und es müssen sich in V statio- 
näre „‚Massenquellen‘“ befinden, die es bei bekannter Stromverteilung auf- 
zusuchen gilt. 


Unterteilt man das in (6) umschlossene Volumen durch eine Schnittfläche 
in 2 Teilvolumina, so ist 


1 2 

J=ß..+ß--., (8) 

weil sich die in (8) enthaltenen zusätzlichen Beiträge der Schnittflächen 

gegenseitig fortheben. Eine Unterteilung des ursprünglichen Volumens in 

sehr viele kleine Volumina Ac gibt schließlich in Wiederholung dieses 
Gedankens 


- 4a Aa 
J= lim 5 iaj= [ao lim 2, fhiai. (9) 
dIs—di 400 40 
Der: Integrand von (9) beschreibt die pro Volumen- und Zeiteinheit am 
Orter erzeugte Masse und wird als Quelldichte oder — zunächst unabhängig 
von (4) — als Divergenz bezeichnet, so daß (9) in der Form 


Ic 


J=[dodivj divy= lim —- ff ia; (10) 
410 c 
geschrieben werden kann. div läßt sich analytisch auswerten. 


Der Grenzwert des Integranden von (10) soll 
für einen infinitesimalen Würfel mit den Kanten- 
längen dx, dy und dz berechnet werden. Zum 
Integral tragen je 3 Paare gegenüberliegender 
Würfelflächen bei. Wir berücksichtigen zunächst 
die Flächen dy-dz von Abb. 413.3, durch die x de x+dx 
nur die x-Kompenente der Strömung fließt. Abb. 413.3. 

Das Integral wird Zur Erklärung von (11) 


do 
Bidf=dydzlj,(c+de)—jz(@)]+--- 


-dxaydz|S: +] i 


ıı) 


Die Form der noch fehlenden Beiträge läßt sich unmittelbar aus (11) 
erschließen, und es ist offenbar 


WE dj, dj, 


- er m 02 
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der Integrand von (10) also gerade gleich divj im Sinne von (4). Der Er- 
haltungssatz (412.5) der Masse bekommt mit (5), (6), (7), (10) und (12) 
die integrale Form: 


fa (13) 


Die in (6), (10) und (12) enthaltene Integraltransformation 


fao&-$hiar (14) 


ist als der @ausssche Satz bekannt und wird im folgenden noch häufig 
angewandt werden. 


Neben den Quellen eines Vektorfeldes, gemessen durch dessen Divergenz, 
spielen die Wirbel des Feldes eine wichtige Rolle. Ein Vektorfeld v (r) weist 
Wirbel auf, wenn in diesem Felde geschlossene Kurven s existieren, für 
die die Wirbelstärke 


w=ddr (15) 


von Null verschieden ist. Für das betrachtete Geschwindigkeitsfeld be- 
deutet das z. B. die Existenz von Stromfäden, die eine geschlossene, kreis- 
ähnliche Bewegung beschreiben. Die Definition der Wirbel einer Flüssig- 
keit entspricht also genau der alltäglichen Bedeutung des Wortes. 


Ein geschlossener Kurvenzug läßt sich durch eine verbindende Kurve in 
zwei einzelne geschlossene Kurven auflösen. Auch hier gilt ähnlich wie in 


(8), daß 
1 


2 
W=d...+d.-- (16) 


ist, weil das zusätzliche, gemeinsame Kurvenstück von „l“ und „2“ in 
entgegengesetzter Richtung durchlaufen wird und beide Beiträge entgegen- 
gesetzt gleich sind. Entsprechendes gilt bei mehrfacher Aufteilung der 
yaytay Kurve. Setzt man dieses Verfahren fort, so erhält 


man schließlich eine Summe von infinitesimalen 
Ki Beiträgen af; 
y Ww=3 $ dtv, (17) 
i i 


x x+dx 
x . 


Abb. 413.4. deren jeder durch ein kleines umschlossenes 

Zur Erklärung von (18) Flächenstück df; im Raum charakterisiert wird. 

Die verschiedenen df, setzen sich zu einer be- 

liebig geformten Fläche im Raum zusammen, deren Randkurve mit der- 
jenigen von (15) übereinstimmen muß. 
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Um für die infinitesimalen Beiträge einen allgemeinen Ausdruck zu 
finden, wird dieses Integral zunächst für das in Abb. 413.4 dargestellte 


Rechteck ausgewertet. Hier ist 
dfz 
ddrv=dev,(y) +dyv,(&+de) der,(y+dy)—dyv,(«) 


-daedy (ra) lex), (18) 


Die Verallgemeinerung für ein beliebig gerichtetes Flächenstück liegt auf 
der Hand 


dan=arf&x v), (19) 


und aus (15), (17) und (19) entsteht die zweite wichtige Integraltrans- 
formation, der Satz von STORES: 


fat 5 xo)=harn. (20) 


Die Bedeutung der Rotation von bv ist in 
(Ü 
rot = — xXdh= div 2l 
© Pen Z 


dargestellt. Der Vektor df über dem Integral bedeutet: Man bilde nach- 
einander die rechte Seite mit df,, df, und df, allein und fasse die 3 Ergebnisse 
als die 3 Komponenten von (d/ör) x v auf. 

Für wirbelfreie Felder v existiert eine einfache Darstellung. Die Wirbel- 
freiheit hat zur Folge, daß für beliebige geschlossene Kurven im Raume 
die Relationen 


° 
Paru-0 a xrt=0 (22) 


erfüllt sind. Bildet man daher durch Integration auf irgendeinem Kurven- 
stück die skalare Größe 


x 
u=— [dtv, (23) 
Io 


so hängt diese Größe wohl von rt und t, ab, nicht aber: vom speziellen Wege. 
Verbindet man nämlich auf 2 verschiedenen Wegen die Punkte r, und r, 
so ist die Differenz der Integrale gerade ein Integral vom Typ (22), ver- 
schwindet also. Die Funktion (rt) ist somit wegunabhängig und Surch (23) 
eindeutig definiert. 


Für infinitesimal benachbarte Punkte ı und r, gilt 
ou 
du=,,dı=—bdr. (24) 
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Diese Gleichung zeigt, daß die skalare Funktion u zur Bestimmung von b 
ausreicht. Denn mit u = u (t) läßt sich v stets als Gradient von u angeben: 


ou 


v=— Dr: (25) 
Umgekehrt bezeichnet man u als das Potential von v, hier als das Ge- 


schwindigkeitspotential. 


Damit wurde gezeigt, daß für ein Feld v die Bedingung (22) für die 
Existenz eines Potentials (25) hinreichend ist. Daß diese Bedingung gleich- 
zeitig auch notwendig ist, folgt aus der differentiellen Form, da alle Funk- 
tionen vd, diein der Form (25) darstellbar sind, automatisch die Relation (22) 


erfüllen. Denn hier gilt 


8 ö 
Fra (26) 


weil ein Vektorprodukt zwischen gleichen Vektoren stets verschwindet. 
Das wichtigste Beispiel für wirbelfreie Felder sind die konservativen Kraft- 
felder & (rt). Das sind solche Kräfte, bei denen der Energiesatz gilt, zu dessen 
Formulierung die Existenz eines Kräftepotentials notwendige Bedingung ist. 


414 Wellengleichung des Schalls 


Nach den Ausführungen der bisherigen Abschnitte lassen sich die Vor- 
aussetzungen für die Gültigkeit der Wellengleichung des Schalls leicht zu- 
sammenstellen: 


1. Die Zustandsgleichung in der Form (411.2): 
—=(cl. j (1) 


23. Die Kontinuitätsgleichung (412.5): 


[) ud 
tgl). (2) 


Bei Erhaltung der Masse verschwindet die rechte Seite. ug ist die Quell- 
dichte, also die pro Raumeinheit und Zeiteinheit am Ort r hinzugefügte, 
also erzeugte Masse. g allein ist wiederum die Quellstärke, jetzt aber auf 
die Masseneinheit bezogen. 


3. Das Kraftgesetz (412.9) 
[) ö _ op 
vlt ler) P 1-3 ”) 


f bezeichnet dabei die neben den Druckkräften noch vorhandenen sonstigen 
Kräfte. 
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4. Massendichte „, Druck p und Geschwindigkeit p schwanken um ge- 
wisse Mittelwerte 


u=utöu p=p+öp b=db+ön. (4) 


Die Mittelwerte u, p und d werden als zeitlich und örtlich konstant an- 
genommen 
A, D= const d=0. (5) 


Die mittlere Strömungsgeschwindigkeit dv soll verschwinden. Alle Schwan- 
kungen werden als klein angesehen. In der Kontinuitätsgleichung (2) wie 
auch im Kraftgesetz (3) werden die Quadrate von kleinen Größen ver- 
nachlässigt. Dabei entsteht: 

Be ed u op 

rare a ie 7 (6) 
5. Die Strömungsgeschwindigkeit » soll ein Potential besitzen. Wegen 
(413.22) und (413.25) muß dann gelten 
ou 0 


Pbeogr or 


x0=0. (7) 
Über die anschauliche Bedeutung des Potentials läßt sich nicht viel aus- 
sagen. Es tritt hier als reine Rechengröße auf. Die vorausgesetzte Wirbel- 
freiheit ist erfüllt, wenn sie bei ti = 0 erfüllt ist una für v allgemein gilt. 
Dies ist nach (6) der Fall für 


xt=0. (8) 


Diese 5. Voraussetzung bedingt also konservative Kräfte und damit 
Vernachlässigung der inneren Reibung. Da sonstige äußere Kräfte auf 
die Schallausbreitung ohne wesentlichen Einfluß sind, kann f= 0 gesetzt 
werden. 


Unter den bislang gegebenen Voraussetzungen ist nach (6) 
= - — = —. (9) 


Das Geschwindigkeitspotential u kann daher so definiert werden, daß es 
neben v in Gleichung (7) auch den Druck p beschreibt in dem Zusammen- 
hang 


= ) 
P-D+ÖP-P+us- (10) 
Gerade darin, daß die wichtigsten Größen sich aus u durch Differentiation 


ableiten, liegt der Hauptvorteil dieser Rechengröße. Mit den Darstellungen 
(7) und (10) für v und » ist das Trägheitsgesetz in (6) unmittelbar erfüllt. 
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Die Kontinuitätsgleichung (6) mit ihren Bestandteilen 


dulpt,n)] _ du Ip _ u u 
öt dp dt e 098% 


o__®u_y un 
em 


geht hier in eine Bedingungsgleichung für «, nämlich in die Wellengleichung 


1 %u 
über. Durch das letzte Gleichheitszeichen in (11) ist der LarLaczsche 
Differentialoperator definiert: 


0° 0° 0° 02 


I=-za zarte tre (13) 
Mit Definition eines D-Operators 
z ı a en 
Dog —4 u 


lautet die Wellengleichung sowie ihr Zusammenhang nit den physikalischen 
Größen p und op: 


(15) 


In diesen Gleichungen (15) ist jetzt alles enthalten, was für die weitere 
Behandlung der Akustik noch benötigt wird. Die Größe q verschwindet 
im allgemeinen im ganzen Raume. Sie kann höchstens gelegentlich zur 
Beschreibung der Schallquellen herangezogen werden und ist auch dann 
nur im Bereich der Schallquelle von Null verschieden. 


Übungsaufgaben 


41.1. Die Schallgeschwindigkeit c bei der Temperatur T=0°C und ihre relative 
Änderung bei Temperaturzunahme um 1° ist für Sauerstoff, Stickstoff, Wasser- 
stoff und Luft zu bestimmen; desgleichen die Wellenlängen des Hyperschalls 
bei 10°’ kHz in diesen Medien. 


41.2. Zwei Felder X und 8 seien durch die neben- a 7 


stehenden Abbildungen charakterisiert. — — —— — — 
Welche Aussagen lassen sich über die Quellen I _ 2 Fraser 


und Wirbel dieser Felder (integral wie diffe- 
rentiell) machen? 


41.3. Man berechne die Divergenz folgender Felder: t, ax, r/r, aeitt, aflfr— ct). 
"a und f sind konstante Vektoren. 


41.4. Die Rotation der in 41.3. angegebenen Felder ist zu berechnen. 


41.5. Wie lautet der LartLackoperator in Zylinderkoordinaten bei Rotationssym- 
metrie ? 
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42  Eindimensionale Probleme 


Zusammenfassung: Alle Probleme, bei denen sich die Wellenfunktion «(t,r) als 
u(t,x), also unabhängig von y und z darstellen läßt, können nach dem Vorbild der 
Seilwelle abgehandelt werden, da deren mathematische Theorie die gleiche Struktur 
besitzt. Die allgemeinste Lösung der vereinfachten Wellengleichung besteht im Trans- 
port zweier beliebig geformter, nach rechts und links laufender Amplitudenfunktionen, 
die sich mit der Geschwindigkeit c fortbewegen. Zur Unterscheidung von .der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit c des Schalls wird die von Ortzu Ort veränderliche Strömungs- 
geschwindigkeit des Mediums als Schallschnelle v bezeichnet. 


Während das Verhalten von Wellen bei Reflexion und Brechung am Seil von n, 
dem Verhältnis der benachbarten Brechungsindizes, bestimmt wurde, tritt hier 
eine Größe 1/£ an die Stelle von n, die das Verhältnis der benachbarten Wellenwider- 
stände z= uc angibt. Unter dem Wellenwiderstand ist dabei das Verhältnis 2 = öp/v 
von Überdruck und Schnelle zu verstehen. Bei einer Wand mit unbekannten Eigen- 
schaften wird der Reflexionskoeffizient R, komplex gemessen. Über R, wird die aku- 
stische Impedanz der Wand definiert als derjenige Wellenwiderstand, den ein zweites 
Medium an Stelle der Wand haben müßte, um den gemessenen Wert von R, zu liefern. 

Mit jeder Wellenausbreitung ist — wie beim Seil — ein Transport von Energie 
und Impuls verbunden. Wie beim harmonischen Oszillator sind kinetische und 
potentielle Energie eines Volumengebiets im Zeitmittel gleich groß. 


421 Ebene Wellen 


Es werden in diesem Kapitel nur solche Probleme betrachtet, bei denen 
die Wellenausbreitung in einer einzigen Richtung, von links nach rechts 
etwa, stattfindet, also in Richtung der positiven x-Achse. Weiter sollen dabei 
die für die Wellenausbreitung charakteristischen Funktionen wie Dichte 4, 
Geschwindigkeit vd, Druck p und Geschwindigkeitspotential v(t,r) nicht 
von y und z abhängen. Innerhalb einer Normalebene zur x-Achse herrschen 
dann überall die gleichen physikalischen Verhältnisse, und wegen 

0) o 1 0° 


Yin ir rer m 


lautet die vereinfachte Wellengleichung hier 
32] | (2) 


in Gebieten q = 0, in denen also der Massenerhaltungssatz gilt. 


Diese Wellengleichung (2) ist formal identisch mit der für das Seil gül- 
tigen Wellengleichung (311.7), nur daß für c hier die experimentell zu 
bestimmende Schallgeschwindigkeit einzusetzen ist und w eine andere 
Bedeutung hat als dort die Amplitudenfunktion y des Seils. Der mathe- 
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matische Apparat der Seiltheorie aber kann hier wörtlich übernommen 
werden. Die allgemeinsten Lösungen von (2) lauten nach (312.3) 


{ 
uwd=R,(t-2)+ Pli+), (3) 
bestehen also aus beliebigen Funktionen F', und F,, die mit der Geschwin- 


digkeit c nach rechts und nach links laufende Wellen repräsentieren. 


Für eine spezielle, durch Angabe von F, und F, vorgegebene Lösung 
ist damit der physikalische Zustand im ganzen Raume bestimmt. Druck 
und Geschwindigkeit leiten sich nach (414.15) aus (3) ab als 


= Pe; | m . 
öp=p—P=n,, =ulh+F) 
ou j 
92 € 


v, (F,—F) 0-0. (4) 
Wie zu erwarten, hängt das Vorzeichen der Strömungsgeschwindigkeit v,, 
die auch als ‚‚Schallschnelle“‘ bezeichnet wird, von der Ausbreitungsriehtung 
ab. Das Vorzeichen von öp dagegen ist unabhängig von der Ausbreitungs- 


richtung. 


In den allgemeinsten Lösungen (3) sind auch fortschreitende und stehende 
periodische Wellen enthalten. So ist (3) mit 


F, 2 =) u ar F=0 (5) 


eine periodische, nach rechts laufende Welle. Wäre dagegen F,= +F,, 
so erhielte man stehende Wellen. Die Untersuchung periodischer Wellen 
kommt der Untersuchung allgemeinerer' Wellen gleich, weil sich letztere 
wegen der Linearität der Wellengleichung (2) additiv als Fourızrsche 
Reihen oder Integrale aus- periodischen Lösungen aufbauen lassen. Für 
die Zusammenhänge zwischen Kreisfrequenz ® = 2 nv, Wellenzahl 
k=w/c = 2r/} und Wellenlänge A = c/» gelten die üblichen Relationen. In 
komplexen Ausdrücken, wie in (5), hat wie früher nur der Realteil physi- 
kalische Bedeutung. 


422 Ausbreitungsvorgang periodischer Wellen 
Betrachtet wird der Realteil der ebenen Welle (421.5) 


. T 
Pe ) 
zur Zeit ?=0. Geschwindigkeit und Druck sind nach (421.4) dann 


(2) 


een ee 
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Die Auslenkung s(t) der einzelnen Masseteilchen des Mediums ist 


= 


z 
1, jelt-Z 
s=[v,dt u et ) (3 
jo cc 


und unterscheidet sich vom Geschwindigkeitspotential v nur um den 
Faktor 1/c. Bis auf diesen Faktor besitzt u hier also die anschauliche 
Bedeutung der Auslenkung aus der Ruhelage. 


Eine schematische Darstellung dieser Funktionen ist in Abb. 422 gegeben. 
öu = 4 — u ist hier durch öu = (du/dp) ö6p = Öp/c? bestimmt. Alle Größen 
wie v,, öu, öp und s bezeichnen so lediglich die Abweichungen von ihren 
zugehörigen zeitunabhängigen Mittelwerten. Zunächst sieht man, daß bei 


der Wellenausbreitung kein Transport u 

von Materie stattfindet, denn die Be- 

standteile des Mediums schwingen um a 
ihre festen Ruhelagen im Rhythmus * 


der Funktion s({t). hr 


Der Vorgang der Wellenausbreitung 


läßt sich an Hand von Abb. 422 etwa 6 “ 
folgendermaßen \ verstehen: In der H 
linken Hälfte der Abbildung ist die 

x 


Massendichte u komprimiert. Im Maxi- 


mum dieser Kompression befindet sich öp 

die Mediummasse in der Ausgangs- 

stellung, es ist s= 0. Ihre Geschwindig- x 
keit ©, ist hier jedoch positiv, also nach &5 

rechts gerichtet. Wegen der Elastizität 

des Mediums (Gültigkeit der Zustands- x 


gleichung) herrscht ein Überdruck, der 

sich nach beiden Seiten auszugleichen Abb. 422. Vergleich der Phasenbe- 

sucht. Da dieMediummasse im Zentrum ziehungen zwischen Geschwindigkeits- 

der Verdichtung aber kinetische Energie mer Aa re gen 
N änderung öu, Druckänderung öp und 

mit nach rechts gerichteter Geschwin- Auslenkung s einer periodischen 

digkeit aufweist, findet ein Druckaus- Schallwelle 

gleich nur nach rechts statt, und die 

Welle pflanzt sich daher weiter nach rechts fort, wo sich das gleiche Spiel 

wiederholt. Nach links dagegen sind im vorliegenden Falle der fortlaufen- 

den Welle die Verhältnisse offenbar so beschaffen, daß hier die Tendenz 

zum Druckausgleich gerade durch die nach rechts wirkende Trägheit auf- 

gehoben wird. 


Legt man in das Ausbreitungsgebiet der ebenen Welle eine masselose und 
damit trägheitslose, unendlich dünne und bewegliche Ebene senkrecht zur 
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Ausbreitungsrichtung, so wird sie die Bewegungen des Mediums mitmachen. 
Ihre Bewegung ist also durch die Funktion s gegeben. Umgekehrt kann aber 
auch eine solche Membran zur Erzeugung von Schallwellen benutzt werden, in- 
dem man sie durch äußere Kraftwirkung periodisch bewegt. Die bewegte 
Membran stellt dann eine mathematische Grenzbedingung für die von ihr 
ausgehende und etwa nach rechts laufende Welle dar. Wird daher gefordert, 
daß von rechts keine Wellen einlaufen, so ist damit die Wellenfunktion 
u(t,x) eindeutig bestimmt. Erzeugt man mit einer solchen ebenen Membran 
Schallwellen im zunächst schallfreien Medium, so findet aus Symmetrie- 
gründen die Wellenausbreitung gleich stark nach rechts und links von der 
Membran statt. Diese Art der Wellenausbreitung stellt sich stets ein, wenn 
das Erregungszentrum im Beobachtungsgebiet liegt. Sie wird als retar- 

dierte Lösung bezeichnet und in diesem Falle durch F,.,(£ — |x|/c) beschrie- 
ben. Allerdings tritt hier noch ein Faktor z| x | hinzu, weil die beiden Teil- 
wellen mit entgegengesetzten Amplituden erregt werden. 


423 Schalleistung und Wellenwiderstand 


Nun läßt sich die Frage untersuchen, welche Leistung N = dE/dt von 
der Flächeneinheit der Membran an das Medium ständig abgegeben werden 
muß, damit die ebene Welle (422.1) erzeugt: wird. Während in der Mechanik 
die an einem Massenpunkt in der Zeiteinheit geleistete Arbeit Kv, also 
Kraft mal Geschwindigkeit ist, wird hier unter Verwendung des Drucks p 
als Kraft pro Flächeneinbheit: 

N(t)= pv= pr + Ööpv =. (1) 
Wegen der Gleichphasigkeit von öp und v ist der Momentanwert des 
zweiten Terms von (1) stets positiv, während der erste Term im Zeitmittel 
verschwindet. Die eigentliche Schallabstrahlung ist deshalb allein im zweiten 
Term enthalten. Es wird also von der Membran offenbar Arbeit am Medium 
geleistet. Da das Medium wegen der Vernachlässigung innerer Reibungen 
aber verlustfrei arbeitet, muß die gesamte aufgewandte Arbeit als Energie 
mit der Geschwindigkeit c nach rechts transportiert werden. 


Der Vergleich von öp und vin (422.2) liefert ö$p = uve. Damit läßt sich 
(1) im Zeitmittel auch schreiben als: 
N=nc=öpv n=nW. (2) 
Hier ist nc der mittlere Einergiestrom durch die Flächeneinheit und folglich 
[siehe j = up in (413.5)]7 die Energiedichte. Die mittlere Dichte 174 der 
kinetischen Energie läßt sich einfach angeben. Sie ist unter Vernachlässi- 
gung von Gliedern dritter Ordnung 


1. == 
"ran = 5 Me. (3) 
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Kinetische und potentielle - Energiedichte der betrachteten periodischen 
Welle müssen im Zeitmittel offenbar gleich groß sein, damit ihre Summe 
wie in (2) n= nu: ergibt. 

Um eine bestimmte, vorgegebene Leistung auszustrahlen, mag es vielleicht 
notwendig sein, die hierzu erforderliche Arbeit am Medium bei großer 
Kraftwirkung p, aber geringer Amplitude s und Schallschnelle » auszu- 
führen; vielleicht genügen aber auch geringe Kraftwirkungen, während 
die erforderlichen Amplituden von s und » groß sein müssen. Ob aber 
jeweils das eine oder andere notwendig ist, hängt von der Beschaffenheit 
des Mediums, seinem Widerstand gegen Verschiebungen, ab. Als quanti- 
tatives Maß für diesen Widerstand wird das Verhältnis von öp zu » defi- 
niert, der sogenannte Wellenwiderstand z, 


ö — 
= =%e, (4) 
der im Falle der periodischen ebenen Welle nach (422.2) reell und positiv 


ist und nur von den Materialkonstanten des Mediums, nicht aber von den 
speziellen Eigenschaften der Welle abhängt. 


Betrachtet man die Gleichungen (2) und (4) im Zusammenhang 


N=öm= 20-2, 6) 


so drängt sich ein Vergleich zu den elektrischen Gesetzen über Wider- 
stand AR, Spannung U und Strom J auf: 

> 
m (6) 
Die Einheit des akustischen Widerstands ist Newton . see/m? = „akust. 
Ohm“, obwohl dieses akustische Ohm natürlich dimensionsmäßig nichts 
mit dem elektrischen Ohm zu tun hat. 


R=- Neth 


Die Situation aber ist die gleiche wie in der Elektrotechnik, und es 
wird auch hier notwendig sein, den inneren Widerstand des Schallsenders 
an den Wellenwiderstand des Mediums anzupassen. Je nachdem, ob das 
Medium ‚‚schallweich“ oder „schallhart« ist, also ob nach (4) sein Wellen- 
widerstand z klein oder groß ist, wird man Membran und Kraftquelle so 
dimensionieren müssen, daß bei kleinen Kräften große Amplituden oder 
bei großen Kräften kleine Amplituden erzeugt werden. Nur bei geeigneter 
Anpassung des Schallsenders an den Wellenwiderstand des Mediums wird 
eine maximale Schalleistung zu erzielen sein. 


Der Wellenwiderstand z beträgt für Luft 430 Q, für Wasser 1.45 - 10° Q 
und für Stahl 47,6:.10°.Q. 
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424 Reflexion und Breehung 


Wie in Abschnitt 321 das Verhalten von Wellenpaketen auf einem 
Seil untersucht wurde, dessen Dichte bei x = 0 einen Sprung aufwies, 
so sollen hier Reflexion und Brechung einer Schallwelle an einem unstetigen 
Übergang zwischen zwei verschiedenen Medien untersucht werden. Existiert 
primär nur eine von links einlaufende Welle F(t— x/c,), so wird diese, 
wie in Abb. 321 schematisch dargestellt, in einen reflektierten Anteil 
R(t + x/c)) und einen durchgelassenen D(t— x/c,) aufgespalten. 


Für die Wellenfunktion u kann daher mit willkürlicher Funktion F der 
Ansatz 
07 % 
u für x<s0O (1) 
sehe 
gemacht werden. Die Funktionen R und D werden aus der Bedingung be- 
stimmt, daß an der Trennfläche der Medien Druck und Normalkomponente 
der Geschwindigkeit gleich sein müssen. Denn wäre der Druck auf beiden 
Seiten nicht gleich groß, so würde die Trennfläche verschoben werden; eine 
Unstetigkeit der Geschwindigkeitskomponente normal zur Grenzfläche 
würde zum Aufreißen der Grenzfläche führen. Irgendwelche Verschiebungen 
tangential zur Grenzfläche jedoch seien zugelassen. Es ist also zu fordern, 
daß an der Trennfläche 


z=0: v=yp d=ı, (2) 


zT 
gilt. Nach (421.4) ist demnach (mit u statt u geschrieben) 


sah, u _ 9u 9 _ ou, 
2 era u =] 


Diese Gleichungen sind also von denen des Seils in (321.4) etwas ver- 
schieden. 


Die Bestimmungsgleichungen für Z und D folgen Aurch Einsetzen 
von (1) in (3) und lauten 


a 1.37% . ii“ 
u(F+R)=D ae. (4) 
Die Auflösung nach R und D ergibt 
(& -#) Mi u Ei 
R=P-2-—L = F|ı _. 5 
(& je &) ar n Eu n 
% a % = 


Für die Funktionen R und D gilt das bereits in Abschnitt 321 Gesagte. 
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Werden die Koeffizienten für Reflexion und Durchlaß, R, und D,, durch 


R D 
R=- D erg 6 
ag 0, (6) 


definiert, so folgt nach Einführung von 


i=} Zu HplCn (7) 
die Darstellung j 
c—1 4a 28 
A=771 ee (8) 


Zwischen R, und D, gilt die Relation 


A_HhpıH De 
u —m4+&D, (9) 
die die Energieerhaltung bei Reflexion und Brechung zur Folge hat (siehe 
Übungsaufgabe). 


Bei schallharten (2,>27)) sowie schallweichen (%,<27) Medien ist der 
reflektierte Anteil besonders groß. Die reflektierten Amplituden tragen 


jedoch wegen R=+t1 bi „22 » 


entgegengesetzte Vorzeichen. In beiden Fällen findet totale Reflexion 
statt, da durch die Fläche praktisch keine Energie hindurchgelassen wird. 
Die beiden Medien sind nicht aneinander „angepaßt“. 


Der Zusammenhang zwischen dem Reflexionskoeffizienten R, und den 
Wellenwiderständen 2, und z, eignet sich zur Messung von Wellenwider- 
ständen. Läuft eine periodische ebene Welle von links ein, so ist im Bereich 


E jwil —jo jw 
x<o ee re]. (u) 
Es entsteht also links ein Gemisch aus fortlaufender und stehender Welle, 
und aus dem Verhältnis der auftretenden Minimal- und Maximalamplituden 


Umin __1-|Ro 
TER | 2) 
bestimmt sich der Betrag von R,. Ist außerdem R, aus irgendwelchen 
Gründen komplex, in der Form R, = | R,| er, so läßt sich 9 aus der Ent- 
fernung des ersten Minimums von der Wand berechnen (siehe Übungs- 
aufgabe). Ist R, dagegen reell, so wird mit (8) einfach 

a 


Umso _ wenn sl. (13) 


Die Bestimmung von £ bzw. 2, ist bei bekanntem Wellenwiderstand z 
daher übersichtlich und einfach. 


1] Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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Diese Tatsache wird zur Einführung und Definition einer neuen physi- 
kalischen Größe benutzt, der ebenfalls mit 2 bezeichneten akustischen 
Impedanz. Durch diese Größe wird die Reflexionseigenschaft periodischer 
Wellen an einer beliebigen Wand beschrieben. Sie stellt nämlich den Ersatz- 
wellenwiderstand eines entsprechenden, nach rechts unendlich ausgedehnten 
Mediums mit gleichem Reflexionsfaktor R, wie dem der Wand dar und ist 
gemäß (7) und (8) durch 


SE ie 1 
=, (14) 


definiert. Für R, ist der aus dem Experiment bestimmte Wert einzusetzen. 


Wenn die durch 2 beschriebene Wand eine nur endliche Dicke oder 
Dämpfung aufweist, so kann z durchaus komplex sein. Das entspricht 
dann einer Reflexion, die scheinbar nicht bei x = 0, sondern an irgend- 
einer anderen Fläche x = konst. stattfindet. Die Definition von 2 in (14) 
hat zur Folge, daß z hier wie früher 


_ 2 vi ze (15) 


62 


ist, also das Verhältnis von Druck zu Schnelle an der Begrenzungsfläche 
bedeutet. v, ist dabei in die Wand hinein gerichtet. 


425 Energie und Impuls 


Schließlich sollen noch die bei der Ausbreitung eindimensionaler Wellen 
auftretenden Erhaltungsgrößen untersucht werden. Hierzu wird zweck- 
mäßig etwa an die Ausbreitung beliebig geformter und nach rechts laufender 
Wellenpakete u gedacht, deren Amplituden in einem gewissen Abstand 
vom Zentrum des Wellenpakets auf Null sinken. Eine vorläufige Energie- 
untersuchung wurde bereits in Abschnitt 423 durchgeführt. Hier wird 
an die dortigen Überlegungen angeschlossen. 


Zunächst soll der Energieinhalt ndo eines Volumens do = fAx unter- 
sucht werden von der Dicke Ax und dem Querschnitt f senkrecht dazu. 
Er besteht aus zwei Anteilen n).do und 0,40, der kinetischen und 
der potentiellen Energie. Die erstere ist einfach wie in der Mechanik dmv?/2 
mit dm=udo als der Masse des betrachteten Volumenelements und 
v= —dulöx als der Schnelle: 


ydo= G (3) + Ypoı| do. (di) 


Die potentielle Energie n,.,40 berechnet sich aus dem Arbeitsaufwand, der 
erforderlich ist, um das Volumenelement do in den zur Zeit? herrschenden 
physikalischen Zustand zu bringen. Diese Arbeit besteht in der adiabatischen 
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Kompression des Volumens, also in der Arbeit, dieder Überdruck 6? =p— pP 
am Volumen geleistet hat: 


1040 =[dA=—[Kd(Ax)=—[öpfd(Aa). (2) 


Das Vorzeichen der Volumenänderung fd (Ax) ist negativ, weil bei Volumen- 
verkleinerung Arbeit aufgewandt werden muß und demnach dA positiv ist. 


Die Änderung des Volumens fd(Ax) hängt wegen dm = u fAx mit der 
Änderung von u zusammen. dm ist die im Volumen vorhandene Masse, 
die bei der Kompression natürlich konstant bleibt: 


nfd(Az)+du-SAe=0. (3) 


Weiter hängt nach (411.2) d« mit der Druckänderung über die Zustands- 
gleichung zusammen, so daß schließlich 


—4(A2) = fAndu= SE ap Zap) (4) 


uc 
wird. 

Nach dieser Überlegung läßt sich die potentielle Energiedichte direkt 
angeben. Es ist, bis auf Glieder 3. Ordnung in 6p: 


ie, (6 p)? 
2 


Not do = 


und endgültig mit (421.4): 
BR 1 /[öu\2 
Mt m (37) i (8) 


Die @esamienergie E des Wellenpakets folgt nun aus (1) und (5) durch 


einfache Integration 
2-5 fall) +] o 


und führt formal auf den gleichen Ausdruck wie die Energie (314.2) eines 
Wellenpakets auf dem Seil, wenn man u mit y und & mit der Spannung o 
identifiziert. Das Eigentümliche dabei liegt in der Tatsache, daß hier die 
Bestandteile von (6) ihre Bedeutung als kinetische und potentielle Energie 
gegenüber dem dortigen Ausdruck vertauscht haben. Diese Vertauschung 
hängt indes mit der speziellen Wahl der Wellenfunktion zusammen, die 
hier nach (414.15) das Geschwindigkeitspotential bedeutet. 


Daß die Größe E zeitunabhängig ist, folgt aus der formalen Überein- 
stimmung mit (314.2) und braucht hier nicht näher untersucht zu werden, 
ns 
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weil es dort ausführlich bewiesen wurde. Befolgt also u in (6) die Wellen- 
gleichung (421.2), so gilt 


dE 


Dies ist der Satz von der Erhaliung der Energie. 


Die nächste Frage gilt dem Impuls r(t,ı)do der in einem Volumen- 
element do bewegten Masse öm = (u — u)do = (p — P) do/c?. Dieser Im- 
puls wird einfach 
u .o0u 


öp 
c? - 0% 


ec? 


ndo = Öömv,= v,do= de. (8) 


Nach Aufsummatior über alle Volumenelemente des Wellenpakets entsteht 


(9) 


also wiederum ein mit dem Seilimpuls (314.6) formal identischer Ausdruck. 
Auch hier ist wie in (7) bei der Energie die Erhaltung des Impulses eine 
direkte Folge der Wellengleichung 

Du=0 0. (10) 
Der Beweis hierfür stimmt wiederum mathematisch mit den entsprechenden 
Ausführungen in Abschnitt 314 überein. 


Bewegt sich also ein Weilenpaket durch das betrachtete Medium hin- 
durch, so führt es Energie und Impuls mit sich. Während der Energie- 
transport in Abschnitt 423 ausführlich diskutiert wurde, bedarf der /mpuls- 
transport des Pakets noch einiger anschaulicher Überlegungen zum Ver- 
ständnis. Daß mit der Wellenausbreitung kein Transport von Materie 
verbunden ist, wurde bereits früher zum Ausdruck gebracht. Daß die 
Welle aber trotzdem Impuls transportiert, läßt sich folgendermaßen ein- 
sehen: 


Nach (8) und (9) setzt sich dieser Impuls aus den Massen- und Ge- 
schwindigkeitsbestandteilen der Welle zusammen. Bei einer periodischen 
Welie, wie z. B. in Abb. 422 dargestellt, verschwindet dieser Impuls in 
erster Näherung, da die Geschwindigkeit v, mit beiden Vorzeichen auf- 
tritt und die Masse im Zeitablauf am Ort bleibt. Es verschwindet also 
im Mittel sowohl die transportierte Masse öm wie auch die mittlere Ge- 
schwindigkeit 

öm=0 %=0. a) 


Trotzdem aber ist der Mittelwert ihres Produkts von Null verschieden, 
nämlich e 
mv, >0. (12) 
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Vergleicht man die Kurven für v, und öu in Abb. 422, so sieht man, daß 
überall dort, wo die Geschwindigkeit v, positiv ist, auch gleichzeitig die 
Massendichte u einen überdurchschnittlichen Wert annimmt. Überall, 
wo dagegen v,<.0 ist, gilt gleichzeitig u < u. Die Summe der verschie- 
denen Beiträge zum Gesamtimpuls kann daher nicht verschwinden. Es 
resultiert ein endlicher, nicht verschwindender Gesamtimpuls, nämlich 
die Größe P von Gieichung (9). 


In Abschnitt 314 wurde gezeigt, daß zwischen Energie E und Impuls P 
einer nach rechts oder links laufenden Welle, die den gleichen Gesetzen 
wie die Schallwelle genügt, die Relation 


P=+2 (13) 


besteht. Das geht auch aus den Überlegungen von Abschnitt 236 für 
x = 0 hervor, da (13) auch aus (236.13) für M' = 0 folgt. Der Zusammen- 
hang zwischen den Transportgrößen ist also sehr einfach. 


Je höher die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c des Phänomens ist, um 
so geringer ist der bei einer bestimmten Energie E transportierte Impuls P. 
Das hat in der Optik mit ihrer hohen Ausbreitungsgeschwindigkeit 
c=3.10° m/s zur Folge, daß der durch P auf einer bestrahlten Wand 
hervorgerufene Strahlungsdruck als ein nur sehr schwacher Effekt auftritt. 
Demgegenüber ist beim Schall mit seiner niedrigen Geschwindigkeit von 
e=3.10?m/s der Strahlungsdruck um einen Faktor 10% größer. Eine 
Ultraschallstrahlung von nur wenigen Watt kann durch ihren hohen Schall- 
druck beim Austritt aus Wasseroberfiächen ganze Fontänen von Wasser- 
tröpfchen mitreißen. 


Übungsaufgaben 

42.1. Es ist der Nachweis zu führen, daß bei Reflexion und Brechung die Energie er- 
halten bleibt a) für ein Wellenpaket in der Form Z_ = E..., b) durch Betrach- 
tung der Energiestromdichte an der Grenzfläche. 

42.2. Eine ebene Schallwelle trifft von links senkrecht auf eine Wand mit unbekann- 
tem Reflexionskoeffizienten R= R,e? und R,>0. Gemessen wird die Schall- 
intensität. Wie läßt sich die Phase p aus dem Abstand / des ersten Minimums 
der Intensität von der Wand bestimmen ? 

42.3. Der Wellenwiderstand von Luft und Wasserstoff ist zu berechnen. 


42.4. Welche Amplitude benötigt eine Fläche von 100 cm?, um die Frequenz 50 Hz 
mit einer Schalleistung von 100 Watt abzustrahlen a) in Luft, b) in Wasser? 


43  Mehrdimensionale Probleme 


Zusammenfassung. Lösungen der allgemeinen Wellengleichung des Schalls 
im Raum sind ebene Wellen mit beliebigem Amplitudenverlauf und beliebiger Aus- 
breitungsrichtung sowie Überlagerungen solcher ebener Wellen. Reflexion und Brechung 
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dieser Wellen führen in den Winkelbeziehungen auf das SneLLIussche Brechungs- 
gesetz, bei dem das Verhältnis der Geschwindigkeiten c,/c, entscheidend ist. Die 
Amplitudenverhältnisse zwischen einfallender, reflektierter und durchgelassener Welle 
hängen neben den Winkeln noch von £=1,6,/4:c, dem Verhältnis der Wellen- 
widerstände der Medien, ab. Beim Übergang zum Medium mit höherer Geschwin- 
digkeit kann bei schräger Inzidenz Totalreflexion eintreten. Die einlaufende Welle 
wird dann ohne Amplitudenverlust mit geänderter Phase reflektiert. Die Energie- 
bilanz im Raum führt auf Formulierungen, die an die Kontinuitätsgleichung der 
Masse in der Hydrodynamik erinnern. 


Kugelsymmetrische Lösungen u(t,r) der Wellengleichung sind ein- und auslaufende 
Wellen. Im Ursprung ist zumeist weder die Wellengleichung noch die Energieerhaltung 
erfüllt, weil sich hier die Quelle der auslaufenden Welle befindet. Für die Abschätzung 
der Strahlungsverhältnisse von Schallquellen ist die pulsierende Kugel eine nützliche 
Idealisierung. 


431 Ebene Wellen im Raum 


Bislang wurden nur Lösungen der allgemeinen Wellengleichung 


0° 
Du=0 = IB SU 


(1) 


untersucht, die von y und z unabhängig, also in der Form u = u(t,x) 
darstellbar waren. Solche ebenen Wellen hatten die besondere Eigenschaft, 
daß zu einer bestimmten Zeit t die Funktion u auf allen Flächen x = konst. 
den gleichen Wert hatte. Da im LarLaorschen Operator aber alle drei 
Koordinatenrichtungen gleichberechtigt vorkommen, muß es auch ebene 
Wellen u(t,y) und «(t,z) als Lösungen von (1) geben, die vom gleichen 
Typ sind, nur entsprechend in die y- und in die z-Richtung laufen. 


Der Lartaozsche Operator ist invariant gegen Drehungen des Ko- 
ordinatensystems, und es ließe sich daraus folgern, daß es auch entsprechende 
ebene Wellen als Lösungen geben muß, die in beliebiger Richtung e laufen. 
Wir verzichten hier jedoch auf den Beweis dieser Drehungsinvarianz und 
ziehen es vor, solche Wellen direkt zu konstruieren und anschließend 
zu prüfen, ob sie die Wellengleichung erfüllen. 


Die Gleichung der Flächenschar x = konst. läßt sich in der Form 
=et=kont. &=(1,0,0) (2) 


als skalares Produkt schreiben. Dabei ist e, der Einheitsvektor in Richtung 
der x-Achse, gleichzeitig auch Normaleneinheitsvektor dieser Flächen- 
schar. Bildet man den Gradienten von e,t, so wird 


ö ö 
ze) - = (1,0,0)=E- (3) 
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Will man also die Flächenschar x = konst. durch eine andere mit be- 
liebiger Richtung e statt e, ersetzen, so wird man in (2) lediglich e, durch 
den neuen Einheitsvektor e zu ersetzen haben: 

er = konst. (4) 


Diese Flächenschar ist in Abb. 431 dargestellt. Der zu einer der Ebenen 
gehörige spezielle Wert von ‚konst.“ in (4) hat in der Abbildung die 
„ Bedeutung der e-Komponente des Ortsvektors r. Der 
Gradient dieser Flächenschar muß seiner Definition 
nach die Richtung von e haben und, wie das Beispiel 
(3) zeigt, auch mit diesem Vektor identisch sein. Man 
kann sich davon natürlich auch durch formale Rech- 


ko z 
nung überzeugen: 


“ 
ö ° 
Abb.431. Flächen- 7. (= (ar taytem)=len,ene)=e. (8) 
schar er = konst. 

Man wird daher eine ebene Welle mit beliebiger 
Ausbreitungsrichtung e erhalten, wenn man in den bisher untersuchten 
Lösungen lediglich x durch er ersetzt. 

er 
ut,y)=Fli- (6) 

ist eine solche Welle, und die Erfüllung der Wellengleichung kann durch 
formale Rechnung nachgewiesen werden. Bei der speziellen Koordinaten- 
abhängigkeit von % in (6) ist 


ou _ ou du _ Olerle) du ee Om 

Tr T7377) a 9 KM) eat n 
A 02 e d\2 1 du m 
u=gru=(-55) udn 


Die Wellengleichung (1) wird also von der Welle (6) erfüllt. 


Fragt man nach noch allgemeineren Lösungen der Wellengleichung, 
so kann man davon Gebrauch machen, daß sich die Lösungen additiv 
überlagern, weil die zugrunde liegende Wellengleichung (1) linear in % ist. 
Die allgemeinste Lösung der Wellengleichung (1) hat also die Form j 


ut, = IR (r-) (8) 
T 

mit beliebigen Einheitsvektoren e, und willkürlichen und verschiedenen 

Funktionen F,. An die Stelle der Summe über i können natürlich auch 

entsprechende Integrale treten. 


Für ein spezielles Problem ist die Wellenausbreitungsfunktion «(£,r) 
erst vollständig bestimmt, wenn neben der Weliengleichung das Verhalten 
der Funktion und ihrer Ableitung an den Rändern bekannt ist. Um die 
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gesuchte Funktion zu erhalten, kann man versuchen, die Wellengleichung 
nach üblichen Verfahren zu lösen. Man kann aber auch über die e, und F, 
der in (8) gegebenen Funktion u so verfügen, daß die Randbedingungen | 
erfüllt werden. Dann ist die Erfüllung der Wellengleichung durch u von 
selbst gesichert. 


432 Reflexion und Brechung 


Das in Abschnitt 424 behandelte Problem der Reflexion und Brechung 
soll jetzt auf die Verhältnisse im dreidimensionalen Raum angewandt 
werden. Dabei sind insbesondere die Winkelbeziehungen zwischen ein- 
laufender, durchgelassener und reflektierter Welle von Interesse. In sinn- 
gemäßer Erweiterung von (424.1) lautet der Ansatz für die Wellenfunktion 
hier: w=r(i— a 

u j "fürs, (1) 


A 


entsprechend der Darstellung in Abb. 432. 


Bei x = 0 müssen sowohl der Druck als auch die Normalkomponente der 
Geschwindigkeit wieder stetig ineinander 
übergehen und daher die Grenzbedingungen 


— du  — du, 
Ir TE BUT) 
2 
ou, ou, (2) 
x Nez 


erfüllt sein, die hier analog (424.4) zu den 
Gleichungen 

2 4 (F + = UrD a 
Abb.432. Richtungsbeziehungen Jd (ter R) PL: I (8) 
zwischen einlaufender (F), reflek- a C, 

tierter (R) und durchgelassener führen. 


Welle (D). n ist die Normale der , 
Grenzfläche und r, ein beliebiger Aus der bloßen Tatsache der Existenz 


Vektor in der Grenzfläche von Grenzbedingungen, die die Funktionen 
F, R und D miteinander für alle Zeiten 

verknüpfen, folgt notwendig, daß ihre Argumente in allen Punkten 
t,= (0, y,z) der Grenzfläche gleich groß sein müssen. Diese Bedingung 
lautet 


7 
per = tiger =—-tneD (4) 
Re 


und ist unabhängig von der speziellen Wahl der Randbedingungen. Sie 
gilt deswegen auch gleichzeitig. für fast alle Wellentheorien. 


[432] 43 Mehrdimensionale Probleme 157 


e, von Abb. 432 soll in der Zeichenebene liegen. Zunächst wird für x, in (4) 
ein Vektor senkrecht zu dieser Ebene gewählt. Dann ist r,er=0. Das gleiche 
aber gilt nach (4) dann auch für e; und e„, so daß diese 3 Vektoren in 
einer Ebene liegen müssen, deren Normalenrichtung mit der von r, überein- 
stimmt. Darin liegt der Satz der Gleichheit von Einfalls-, Reflexions- und 
Durchlaßebene. Nunmehr erhält r, in (4) die Richtung der y-Achse, wie in 
Abb. 432 eingezeichnet. Dann geht (4) mit den Winkelbezeichnungen der 
Abbildung in i ; FRE 
a a en 2 (5) 
über. Das erste Gleichheitszeichen hat mit Abb. 432 zur Folge, daß gr 
und 9x gleich sein müssen, und das zweite enthält das auch in der Optik 
geläufige Sneutıussche Brechungsgesetz. 

Nach Klärung der Winkel- und Richtungsbeziehungen ist weiter die 
Frage der Amplitudenverhältnisse von Bedeutung, die aus den Gleichungen (3) 
zu beantworten ist. Mit dem üblichen Ansatz 


2 nt ” ii 
R=RoR(t— 2 ) D-Dor(t 2 (6) 
lauten diese Gleichungen 

1+Ro=4.Do c0o8s9p— Roy c0sPr = Do COSYpD. (7) 

(3 r 
Hier kann cos, durch cos, ersetzt werden. Dann wird aus (7): 
ir: En... 
1+R,= E Dy 1—R,= wor Do: (8) 


Durch Addition und Subtraktion dieser Gleichungen berechnen sich 
die Koeffizienten für Durchlaß und Reflexion einzeln zu 


D es 2 Ei Kı 2u, Cr co8 Pr BI 
0 MG COSPp Hr HyrCr COSPr + MC; COSPn 
6, C0S@r (9) 
€, COS Pp — U C; COSPp 
He-112& 22 2; 
u a; In 9 6, 08 Pr + HC; COS Pp 


Mit Einführung der Wellenwiderstände 


2 = Url = Kıcı {= = (10) 
lauten D, und R, 
pD,- 22, C0OSQ@r _ AM 2% 
27 Pr 2%, COSPr+ 2,6089) - Kr. , 6059) 
COS pr 
_ 089» ıı) 
Su PTAO In Wr. 
OT Cop + rc z 4 20S2a ' 
COS Pr 
Bei senkrechtem Welleneinfall (eg = n = ep = — €) wird cospp = c08py, = 1 


und die Formeln (11) gehen, wie zu erwarten, in (424.8) über. 
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433 Totale Reflexion 


Weist das rechte Medium eine niedrigere Schallgeschwindigkeit auf 
(e,<c, im allgemeinen schallweicher!), so ist nach (432.5) 9, <Yp- 
Wie in Abb. 432 dargestellt ist, wird dann die durchgelassene Welle ge- 
brochen, und zwar zur Flächennormalen hin, Ist die Geschwindigkeit c, des 
rechten Mediums dagegen höher (schallhärter), so wird 99 > 97. In diesem 
Falle existiert ein Grenzwinkel 9, = 9, bei dem 9, —=n/2 wird. Er ist mit 
(432.5) durch 

sinp=- sinpp=]1 (1) 
bestimmt. Bei diesem Winkel 9 dringt die Komponente D gar nicht mehr 
in das rechte Medium ein, sondern läuft in der Grenzschicht weiter. Wird 
darüber hinaus p% noch größer als dieser Grenzwinkel & der totalen 
Reflexion, so läßt sich die Relation (432.5) überhaupt nicht mehr erfüllen, 
weil 


sinpp = sinpr> Zsing=1 mit o@r>% (2) 


wird, eine Bedingung, die nur noch durch komplexe Werte von 9) °r- 
füllt werden kann. 


Bei periodischen Wellen ist die einfallende Welle #' durch 


=) 


Fre" er: (3) 


gegeben, und demzufolge sind auch 2 und D- periodische Funktionen. 
Hier hat das Brechungsgesetz (432.5) auch im Falle (2) noch eine Be- 
deutung, da imaginäre Größen hier physikalischen Sinn haben und die 
Gleichung (2) ja für komplexe Winkel erfüllbar ist. Die durchgelassene 
Komponente ist 


jo Ber 
D=D,R,d er (4) 
mit dem skalaren Produkt 
ept=2Ccospp-+ ysinYp, (5) 


wenn man die Einfallsebene in die xy-Ebene legt. 


Das Brechungsgesetz (432.5) gestattet, in der Beziehung (5) 9) durch or 
auszudrücken: 


ept=xyl—sin’pp-+ysinpp 


Fr 1-(&ein2pr 2 


=+je ri Sch Pr—1+yZsinpr. 
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Auch im Falle (2) also existiert eine Lösung mit der durchgelassenen 
Komponente (4) und epr aus (6). Die Wurzel in der letzten Zeile von (6) 
wird wegen (2) reell, und die x-Abhängigkeit ist exponentiell, statt wie 
bislang periodisch. 

Von den beiden möglichen Vorzeichen in (6) kommt nur das negative 


in Betracht, da sich im allgemeinen nur solche Randbedingungen experi- 
mentell realisieren lassen, bei denen u für &— oo beschränkt bleibt. 


Aus (4) wird R ; 
DD, ver) — a smor- (2) m 


und D somit eine Oberflächenwelle. Sie stellt eine Wellenausbreitung dar, 
die parallel zur Grenzfläche verläuft. Ihre Amplitude sinkt in Richtung zum 
Mediuminnern exponentiell ab, so daß die Welle im wesentlichen auf die 
Oberfläche konzentriert ist. 


Für die reflektierte Komponente dagegen gelten alle Relationen wie 
bislang. Der Reflerionskoeffizient (432.11) aber wird unter diesen Um- 
ständen 


ey... 
E06 pr— C08Pp tert i/(E) en 


OT Foosprt ep ETF: gms 
Eco8sYp—j Ve) sing, —1 

Bemerkenswert hieran ist, daß 
|®|=1 bei gr>® 0) 


ist, daß also totale Reflexion stattfindet und lediglich die Phase von R 
in winkelabhängiger Weise verschoben wird. 


. (8) 


434 Energiebilanz 


Um die Energie Z eines beliebigen Volumens V im Raum anzugeben, 
bedürfen die Ausführungen von Abschnitt 425 nur einer geringfügigen 
Erweiterung. Für die potentielle Energiedichte lassen sich die dortigen 
Überlegungen von (425.2) bis (425.5) nahezu wörtlich übertragen, nur daß 
statt fAx stets das Volumenelement do beizubehalten ist und für die 
Änderungen von do durch Druck von außen d(do) gesetzt werden muß. 


In der kinetischen Energie (425.1) muß v2 durch v2 ersetzt werden und 
entsprechend die Ableitung von uw nach x durch den Gradienten. Für die 
Gesamtenergie E des Volumens V ergibt sich dann, nahezu mit (425.6) 
übereinstimmend: 


#=son=[a02 4}. v 
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Während jedoch in Abschnitt 425 dieser Ausdruck nur auf örtlich konzen- 
trierte Wellenpakete in ihrer Gesamtheit angewandt wurde, werden hier 
über u(f,r) keine anderen Voraussetzungen mehr gemacht, als daß u 
der Wellengleichung 

Qu=0 (2) 
genügen soll. 


Es muß daher berücksichtigt werden, daß trotz der generellen Gültigkeit 
des Energiesatzes die Größe E in (1) nicht konstant zu sein braucht, weil 
durch die Randflächen des betrachteten Volumens V eine Energieströmung 
stattfinden kann. Die Situation ist hier ähnlich wie in Abschnitt 413 bei 
der Diskussion des in (413.13) dargestellten Massenerhaltungssatzes. Der 
Gesamtmasse M entspricht hier die Gesamtenergie E, der Massendichte u 

. die Energiedichten) und der Massenstromdichte j die Energiestromdichte ©. 


Zunächst wird die zeitliche Änderung der Energie gebildet und mit 
Hilfe des Gaussschen Satzes (413.14) umgeformt:: 


E ou dü 1 ou 08 L ». 
don | tr® | -/[aon|z- (ea) er 


- [don ( 3 ur) +[aonunu-Parnuttro. 
Wird für u die Gültigkeit der Wellengleichung vorausgesetzt, so folgt hier 
also unmittelbar, daß sich die zeitliche Änderung der Energie durch ein 


bloßes Randintegral um das betrachtete Volumen darstellen läßt. Der 
Erhaltungssatz der Energie bekommt dann die Form 


H+fjaie=o. (4) 


Das zweite Glied von (4) enthält die in der Zeiteinheit nach außen durch 
die Fläche strömende Energie mit 


(3) 


ou 


7 (5) 
als der auf die Flächeneinheit bezogenen Energiestromdichte. 


Gesamtenergie und Gesamtimpuls einer Welle sind durch (425.13) mit- 
einander verknüpft. Auch zwischen Energiestromdichte und Impulsdichte 
besteht ein ähnlicher enger Zusammenhang. Verallgemeinert man nämlich 
die Ausführungen von Abschnitt 425 auf beliebige Ausbreitungsrichtungen, 
so folgt für die Impulsdichte x entsprechend zu (425.8) 

ar du 
A=— ZU mr -4 ©. (6) 
Dieser Zusammenhang zwischen x und & wird übrigens auch bei kompli- 
zierteren Wellentheorien beobachtet. 
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Gilt im betrachteten Gebiet die Wellengleichung (2) nicht, weil sich 
hier irgendwelche Quellen, etwa in Form der Gleichung (414.15) 


Du=gl,n), (7) 


befinden, so wird dadurch auch die Energiebilanz entsprechend gestört. 
Es entsteht nicht mehr die Gleichung (4), weil das letzte Glied von (3) 
nicht mehr verschwindet, sondern vielmehr 


E und © behalten ihre bisherige, in (1) und (5) definierte Bedeutung. Auf 
der rechten Seite aber ist die durch die Quellen erzeugte Schalleistung 
hinzugetreten, die der linken Seite entsprechend gleich der Summe von 
Energievermehrung im Volumen und Strom durch die Randfläche ist. 


435 Kugelsymmetrische Lösungen 


Wenn die ebenen Wellen auch den Vorteil haben, daß sich ihre Eigen- 
schaften bei Reflexion und Brechung einfach studieren lassen, so ent- 
spricht ihr Verhalten jedoch nicht den von lokalisierten Schallsendern 
wirklich ausgesandten Wellen. Sie laufen vielmehr gleichförmig aus dem 
Unendlichen ein und wieder ins Unendliche aus. Den ausgesandten Schall- 
wellen jedoch entsprechen solche Lösungen der Wellengleichung, die sich 
vom Sendeort aus zunächst kugelförmig nach allen Seiten ausbreiten 
und erst in großem Abstand ein Verhalten zeigen, das dem der ebenen 
Wellen ähnlich ist. Das Studium solcher Lösungen ist Aufgabe dieses Ab- 
schnitts. 


Von der Wellengleichung 
1 0% 


Du=0 IS 7R 


—A (1) 
sollen zunächst rein kugelsymmetrische Lösungen w aufgesucht werden, 
d.h. solche Lösungen, die vom Ort nur noch in der Form u = uft,r) 
abhängen mit r = yx2+y?-+22 als der Entfernung vom Koordinaten- 
ursprung. Diese Aufgabe wird dadurch angegriffen, daß man zunächst 
die Wellengleichung im Sinne der vereinfachten Lösung ebenfalls ver- 
einfascht. Wendet man den Differentialoperator 9/9x zum Beispiel auf eine 
kugelsymmetrische Funktion u an, so entspricht das 


a _dr a öl _ 59 2 
Ba ..:- u ) 
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Bildet man entsprechende Ausdrücke in y und z, so sieht man sofort, 
daß sich der Operator ö/Or in diesem Falle vereinfacht zu 


0 ®©r °d ro 


E er (8) 
Auch der Larpzaczsche Operator A wird unter Berücksichtigung von 

9 x dy 02 __ 

Futur (4) 


in Kugelkoordinaten dargestellt: 


[2 ö 1 0 30 ° 10 
Aa en iu 
09} 
39 ra ı9 3% 108 ı 
. Fr ar ee ran Sn ) 
Er wird schließlich 
0? 20° 1 9% 
A= Or? wo HT ram! (6) 


Bei den Umformungen in (5) und (6) hat man sich lediglich rechts von den 
Operatoren eine Funktion w(r) hinzuzudenken und die üblichen Regeln 
der Differentiation von Produkten anzuwenden. Daneben ist nur von (4) 
und (3) Gebrauch gemacht sowie von ? = r2. 


Die Wellengleichung (1) ermöglicht mit A aus (6) und nach Multipli- 
kation mit r die Darstellung 
1% 0? 
sale n=0 v=ru. 7 
Würde man in (7) r durch x ersetzen, so entstünde für v die gewöhnliche 
eindimensionale Gleichung (421.2) mit der allgemeinsten Lösung (421.3). 
Da die Koordinatenbezeichnung aber ohne Belang ist, muß die Lösung 
(421.3) mit r statt x auch allgemeinste Lösung v von (7) sein, so daß die 
gesuchte allgemeinste kugelsymmeirische Lösung der Wellengleichung hier 
die Form 


für r#0 (8) 


mit willkürlichen Funktionen F,., und F,, hat. Der Faktor 1/4x ist hier 
nur aus Bequemlichkeitsgründen hinzugefügt, die später ersichtlich werden. 


Nach (8) existieren also Lösungen F,.,, deren Amplituden vom Zentrum 
r = 0 aus sich im Zeitablauf nach allen Seiten ins Unendliche fortpflanzen, 
und Lösungen F,„, deren Amplituden von allen Seiten aus dem Unendlichen 
kommend im Punkte r = 0 zusammenfließen. Dabei kommt den retar- 
dierten Lösungen F,., mehr Realität zu als den avancierten Lösungen F,,, 
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weil sie gerade der beim Schallsender vorliegenden Situation entsprechen. 
Von den ebenen Wellen unterscheiden sich die Lösungen (8) zunächst 
dadurch, daß ihre Wellenfronten, die Flächen % = konst., keine Ebenen 
sind, sondern Kugeln, die sich im Zeitablauf mit der Geschwindigkeit c 
vergrößern. Gleichzeitig aber sinkt dabei die Amplitude, was durch den 
Faktor 1/r in (8) bewirkt wird. 


Schließlich aber ist darauf hinzuweisen, daß die Lösung u bei r = 0 
divergiert, so daß an diesem Punkte die Erfüllung der Wellengleichung 
nicht gesichert ist. In der Tat läßt sich zeigen, daß das Integral 


„feet (9) 


4nr 


über eine Kugel vom Radius R nicht verschwindet, sondern einen von R 
unabhängigen Wert annimmt, wie klein man R auch wählen mag. Es 
ist nämlich 


R—0 F PER 
1 0°? es) -) ie 2) 
I A] aardız 2 dr An [405 dr F 4nr 
Eu Sach) RO (10) 
we [e-gar r od Fre. 
c r dr Anr 


SEEN OF, 1 Fıet 
Be Or ). 4nR AnR | 2 


Da auch das erste Glied in der Klammer für R— 0 verschwindet, bleibt 
schließlich nur 


ret = 
’-[ den — = =Fuull) a) 


Das in (11) ausgedrückte divergierende Verhalten der Wellenfunktion (8) 
bei r—0 verwundert nicht, wenn man bedenkt, daß hier die Welle ja 
offenbar erzeugt werden muß, daß hier also auch die Energiebilanz nur 
im Sinne von (434,8), nicht aber im Sinne von (434.4) erfüllt sein kann. 
Unter Berücksichtigung der in (414.2) eingeführten ‚Quellstärke g(t,r) 
für Massenerzeugung‘ braucht jedoch das Integral J in (9) bis (11) nicht 
zu verschwinden, sondern es wird 


R—0 
I=[ dog, =Ful) (12) 
Ü 
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gelten. Diese Relation kann für beliebig kleine R nur erfüllt werden, 
wenn die Quelle bei r = 0 konzentriert ist, wenn also hier die Quellstärke q 


Anze gl, = Fault) öl) (13) 


dargestellt wird. Der retardierte Anteil von (8) wird also offenbar dann 
ausgestrahlt, wenn im Ursprung bei r=(0 eine Massenerzeugung im 
Rhythmus der Funktion F,.,(t) stattfindet. 


Vergleicht man die Wellengleichung mit Quellen (434.7) mit den Formeln 
(8) und (13) und wiederholt die hier durchgeführten Überlegungen für eine 
avancierte Funktion, so stellt sich heraus, daß offenbar die Gleichung 


r(1=) 
ne 


für beliebige Funktionen F erfüllt sein muß. Aus dieser Gleichung läßt 
sich eine ganze Anzahl von Lösungen ähnlich gestalteter Gleichungen 
ableiten, die für die verschiedensten Zwecke der Wellentheorie und der 
physikalischen Feldtheorie bedeutungsvoll sind und im folgenden zu- _ 
sammengesteilt werden sollen. Für F(t) =1 geht (14) in 


1 


=F(t) ö(t) (14) 


R 2 
über, weil die Zeitkomponente — _ in D verschwindet. Setzt man da- 


gegen F(t) = e’®! und w/c=k, so erhält man aus (14) 


—[4+22]° fo a (16) 
Mit k=jx geht (16) in 
Br? 2 5 =) (17) 
über. 
Setzt man dagegen Ft) = ö(t), so erhält man 
ner _ 96) —= cö(ct) ö(t). (18) 


Arır 
Unter Benutzung der Umformung 
öl)? — 12) = 2 ent] EN er 1 er, 
löte—r/e) + ölt-+r/e)] 
kann man mit den beiden in (18) enthaltenen Gleichungen die Gültigkeit 


za ak In 
4n 


ö(et-+r) 
Tetr) (19) 


rl 


ö(et) ölt) (20) 


nachweisen. 
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Bei den bisherigen Gleichungen wurde angenommen, daß sich die 
Quellen F am Koordinantenursprung bei r = 0 befinden. Eine Quelle 
F=F(r,t), die sich am Ort r’ befindet, führt ebenfalls auf die Wellen- 
gleichung (14), wenn man dort x durch r —r’ ersetzt. (14) lautet dann 
F ( ’ It = v| ) 

vV,tF — 

c 
4nlı—v| 


= = Ft, ö(t--v). ey 
Die Quellstärke F(r’,t) am Orte r’ soll gleich g(r’, £) do’ sein, wobei q als 
Funktion von r’ eine räumlich ausgedehnte Quellverteilung darstellt. Die 
Berücksichtigung aller durch die Dichte g(r’, £t) gegebenen Quellen in der 
Wellengleichung (21) erfolgt durch Volumenintegration über (21) und liefert 


(22) 


Die beiden Vorzeichen in (22) unterscheiden die retardierte und avancierte 
Lösung der Gleichung Du =g bei beliebigen Funktionen q(t, 2). 


Speziell die retardierte Lösung (entsprechend natürlich auch die avan- 
cierte) vereinfacht sich bei »periodischer Zeitabhängigkeit, wenn also 
q(t,£) = g(t)e’*! mit komplexer Funktion g(r) ist. In diesem Falle erhält 
man die Lösung von 


Duft, t)=g(t,t) ste) Sa) ee (23) 
in der Form . 
u(t,t) =ejot-ro) Zar um erjklle-vlen, (24) 


Von besonderem physikalischen Interesse ist diese Lösung, wenn q(r’) 
eine räumlich eng begrenzte Quellverteilung beschreibt, während «(t, ti) 
nur an Orten r gefragt ist, die sich in großer Entfernung von der Quell- 
verteilung befinden. In diesem Falle gilt nämlich die Entwicklung 


t—r|= Merz Je —-ArYz r——r, (25) 


die im Nenner von (24) nur bis zur nullten und im Exponenten nur bis 
zur ersten Ordnung geführt zu werden braucht. Die Lösung (24) verhält 
sich also in großen Abständen asymptotisch wie 


eiw t—rle) 


ul,i)—fle) —r— f(e) Lt) eikev, (26) 


Sie geht also in eine Kugelwelle über, deren Amplitude aber von der 
Richtung e = r/r abhängt. Die Richtungsverteilung f wiederum ist durch 
die Verteilung der Quellen bestimmt. Genaugenommen stellt f(e) nichts 
anderes als die dreidimensionale FovrRıErtransformierte der Quellverteilungg 


12 Macke, Wellen. 2. Autl. 
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dar. Damit sind in den Gleichungen (14) bis (26) die me:. en Formeln 
zusammengestellt, die für das Aufsuchen von Lösungen der Wellengleichung 
von Bedeutung sind. 


Mit der Angabe der allgemeinen retardierten Lösung (22) der Wellen- 
gleichung ist jedoch das Problem der Schallausbreitung noch keinesfalls 
erschöpfend gelöst. Erstens findet die Schallerzeugung in den meisten 
Fällen nicht in der Form einer Massenerzeugung statt, wie hier bei der 
Vorgabe der Quellverteilung q vorausgesetzt wird, sondern vielmehr durch 
schwingende Membranen, längs deren Flächen die Größe u und ihre Ab- 
leitungen gegeben sind. Es wäre daher oftmals interessanter, einen Aus- 
druck für u zu haben, der statt von q vom Verhalten der Funktion « im 
Randgebiet (Membran) abhängt. Diese Aufgabe wird in Abschnitt 443 
durch die Ableitung der sogenannten KırcaHorrschen Formel gelöst. 
Zweitens können sich noch im Raume beliebig geformte Hindernisse für 
die Schallausbreitung befinden und zu weiteren Randbedingungen führen. 
Beide Probleme hängen eng zusammen und werden in Kapitel 44 bei der 
Beugung behandelt. 


436 Die pulsierende Kugel 


Eine Kugel, die sich periodisch vergrößert und zusammenzieht, sendet 
Wellen aus, die außerhalb des Radius r vom Typ der soeben behandelten 
und durch die Quelle (435.13) erzeugten Schallwelle sind mit F,«(t) =F,e"'. 
Nach (435.14) lautet die Wellenfunktion dieser Schallausbreitung 


ult,r)= ee 


) 
Die physikalisch wichtigen Größen wie Überdruck öp und Schnelle v 
bestimmen sich aus (1) durch 
du jour, le) 


BB Mar  Anr 


ERBEN... - 2 ı+ c \rl3 


Or Anr-c jor 


und die Änderung ör des Kugelradius durch 
ör = vd = -—- (3) 


jo" 
Die Maximalwerte von 67, v und ör im Abstand r vom Ursprung sind 
demnach oE 
SER, 


4nr 


ÖPmax = 
(4) 
Uomax 


__ “ma 
max = .. VHS) Tier Om r 
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Bei den Phasenverhältnisen ist zu beachten, daß von der Geschwindig- 
keit (2) nur der erste Anteil mit öp in Phase ist, der zweite dagegen ist 
wegen seines Faktors j um /2 in der Phase verschoben und trägt daher 
nichts zur Leistung bei. In (423.4) wurde der Wellenwiderstand z eines 
Mediums eingeführt. Er spielte für die Anregung ebener Wellen durch eine 
ebene Membran eine entscheidende Rolle bei der Konstruktion der letzteren. 
Ersetzt man nun die anregende Membran durch eine Kugel mit dem 
Radius r, dieim Rhythmus von (1) pulsiert, so ist für deren Schallerzeugung 
das Verhältnis öp/v hier von gleicher Bedeutung wie früher bei der ebenen 
Membran. Es wird wieder als Wellenwiderstand z bezeichnet. Dieser 
Wellenwiderstand der Kugel ist entsprechend den Phasenbeziehungen kom- 
plex: 


en 1- c 
ie. u er) 
Er er Bu (8) 
4 +) 
jor or 


Erst bei hohen Frequenzen w oder großen Radien r geht er in den reellen 
Wellenwiderstand der Ebene über. 


Bei der Berechnung der mittleren abgestrahlten Leistung N, auf die 
Flächeneinheit bezogen, durch 
N-Neödp-Rev (6) 
stellt sich, wie erwartet, heraus, daß der zweite Anteil von v in (2) wegen 
cos wt sin @wt = 0 zum Mittelwert nichts beträgt, während der erste Anteil 
mit cos: ot = sin®ot = 1/2 für N den Wert. 


(2 = Pa _ ode? (7) 
4nr]) 2c Be A j" 
1l+ 
2rar 
liefert, mit den Größen 
öp ® 
h) me max PD) —- max i 8 
Deft y2 eff ve ( ) 


die wiederum ähnlich wie U, und Jr in der Wechselstromtechnik defi- 
niert sind. 


Der Vergleich mit (423.2) und (423.5) zeigt, daß die Leistung hier genauso 
vom Druck abhängt wie bei der ebenen Welle; die Geschwindigkeit und 
mit ihr die Auslenkung ör muß jedoch bei großen Wellenlängen A 2ar 
um einen Faktor Yl-1 (A/2rrr)? größer sein, um mit der Kugel die gleiche 
Abstrahlung wie mit der Ebene zu erzielen. Der Grund hierfür liegt in der 
Phasenungleichheit von Geschwindigkeit und Druck in Gleichung (2). 
Wegen der bei niedrigen Frequenzen langsamen Bewegung ist die Mit- 
bewegung der Medienmasse außerhalb der Kugel mehr ein leistungsloses 
12° 
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„Mitströmen‘“ ohne Kompressionen und damit ohne Schallabstrahlung 
als ein „‚Mitschwingen“. Daher der notwendige größere Bewegungsaufwand. 


Die Schallabstrahlung pulsierender Körper von beliebiger Form läßt sich 
stets genähert durch eine pulsierende Kugel beschreiben, deren Radius so 
gewählt wird, daß die Kugeloberfläche gleich der Oberfläche des Körpers 
wird. Diese Näherung gilt übrigens in den Fällen A>2nr und A<&2rr 
exakt und stellt auch eine gute Abschätzung dar, wenn } und 2rxr von 
gleicher Größenordnung sind. 


Der häufige Fall eines sich hin- und herbewegenden, aber nicht pul- 
sierenden Körpers läßt sich idealisiert behandeln als Problem zweier neben- 
einandergestellter Kugeln, die mit entgegengesetzter Phase pulsieren 
(Dipol!). Die Behandlung dieser Probleme im Detail würde jedoch den 
Rahmen unserer Darstellung überschreiten. 


Übungsaufgaben . er 


43.1. Man überlagere die ebenen Wellen von (431.8) so, daß u(f,r) kugelsymmetrisch 
in bezug auf den Ursprung des Koordinatensystems wird. 


43.2. Erfüllt die Lösung u(f,r) von Aufgabe 43.1 die Wellengleichung bei r= 0? 


43.3. Welche Amplitude Ör„.. wird benötigt, damit eine Kugel von 20 cm Radius 
100 Watt Schalleistung in Luft und Wasser abstrahlt? Frequenzen: v=10, 50, 
1000, 10000 Hz. Man gebe schematisch ör,„., (9) an! 


44  Beugung 


Zusammenfassung: Es werden die Ausbreitungserscheinungen rein periodischer 
Wellen untersucht. Die Ausbreitung findet geradlinig statt, und bei Reflexionen 
sind die Winkel von ein- und auslaufenden Wellen gleich. Sobald aber Hindernisse 
auftreten, deren Dimensionen nicht mehr groß gegen die Wellenlänge sind, stellen 
sich Schwierigkeiten ein, die eine andere Behandlung der Ausbreitung erfordern. 


Den geeigneten Gesichtspunkt für eine Neudarstellung liefert das Huyarnssche 
Prinzip, demzufolge jeder Punkt der Wellenausbreitung als Ausgangspunkt neuer 
Kugelwellen angesehen werden kann. Seine quantitative Formulierung findet dieses 
Prinzip durch die KırcuHorssche Formel. Auf Beugungsprobleme angewandt liefert 
diese Formel einen Ausdruck für die Amplitude, in dem das Beugungsintegral ent- 
halten ist. Unter der Voraussetzung, daß die Abstände der Quelle und des Beob- 
achters vom Spält groß gegen Wellenlänge und Spaltbreite sind, kann das Beugungs- 
integral entwickelt werden. In erster Näherung beschreibt diese Entwicklung die 
FRAUNHOFERschen und in zweiter Näherung die FresweLschen Beugungserscheinungen. 


In der Akustik, wo die Schallquellen selten durch Quellfunktionen g darstellbar 
sind, sondern zumeist in schwingenden Membranen bestehen, lassen sich die Beu- 
gungsintegrale auch verwenden, um die Abstrahlung beliebig geformter Membranen 
zu bestimmen. In den Beugungsintegralen tritt dann die schwingende Membran 
an die Stelle des Beugungsspalts. 
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441 Periodische Wellen 


Nach den bisherigen Feststellungen findet die Wellenausbreitung vom 
Erzeugungspunkt aus geradlinig statt, solange sich ihr keine Hindernisse 
in den Weg stellen. Als Hindernis wurde bislang eine Grenzschicht zwischen 


zwei Medien behandelt, wobei sich herausstellte, daß bei Reflexionen die: 


Winkel der einfallenden und auslaufenden Welle gleich groß sind. Bis 
"dahin also bestand zwischen der Ausbreitung von Schallwellen und der- 


jenigen einer Teilchenstrahlung kein Unterschied. 


Die Besonderheit der Wellenausbreitung jedoch liegt darin, daß hier 
eine Amplitude ausgestrahlt wird, die beide Vorzeichen trageı; kann, und 
daß diese Amplitude einer.linearen Differentialgleichung genüyt. Infolge- 
dessen können sich verschiedene, an einem Ort gleichzeiti; .eintreffende 
Amplituden additiv überlagern, sich also gegebenenfalls auch gegenseitig 
auslöschen. 


So entstehen bei der Reflexion stehende Wellen aus der Überlagerung 
von ein- und auslaufender Welle, falls diese zeitlich periodisch ist, und 
gestatten eine Bestimmung der Wellenlänge durch die Wirkungeu Jer 
Interferenz. Interferenz, Vielfachinterferenz und Resonanzerscheinunyen 
sind jedoch in Kapitel 33 beim Seil so ausführlich behandelt, daß sich hier 
eine Wiederholung erübrigt. Beim Schall sind lediglich die in dieser Dar- 
stellung nicht im Vordergrunde stehenden experimentellen Meßmethoden 
andere, während mathematisch und prinzipiell hier die Pbarlen Verhält- 
nisse vorliegen wie beim Seil. 


Während die allgemeinen Ausbreitungserscheinungen durch einfache 
Bestimmungsgleichungen für die Amplituden % beschrieben werden, 
sind die der Beobachtung leichter zugänglichen mechanischen Erhaltungs- 
größen wie Energie und Impuls quadratische Ausdrücke in den Amplituden 
und unterscheiden sich bei rein periodischen Wellen voneinander nur um 
Faktoren mit w und c, also den hier konstanten Werten von Frequenz und 
Ausbreitungsgeschwindigkeit. Es ist daher bequem, als Relativmaß für 
alle diese quadratischen Ausdrücke das doppelte Zeitmittel von u2 als 
Intensität zu definieren. 


Je3e=url. (da) 


Beim Lesen dieser Gleichung ist wie bislang üblich zu verfahren. Im Aus- 
druck «2 ist u nicht besonders als komplexe Größe gekennzeichnet. Es 
ist daher ihr physikalisch allein sinnvoller Realteil einzusetzen. Im Aus- 
druck u*u dagegen ist durch den Stern darauf hingewiesen, daß es sich 
bei u um eine komplexe Größe handelt. Hier ist also der komplexe Aus- 
druck einzusetzen. 


s 
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Bei ausgedehnten Schallquellen, schematisch z. B. beschrieben in (435.22). 
überlagern sich bereits die von verschiedenen Orten der Quelle ausge- 
sandten Amplituden wegen ihrer Phasenunterschiede zu komplizierten 
Ausdrücken. Treten bei der Ausbreitung Hindernisse auf, so führen die 
dann entstehenden Interferenzerscheinungen im Raum zu weiteren Kom- 
plikationen. Bei zwei reflektierenden Wänden treten Vielfachreflexionen 
auf, da die Wellen zwischen den Wänden viele Male hin- und herlaufen 
können. Sind darüber hinaus die Abstände der Wände nicht mehr groß 
gegen die Wellenlänge, so versagt diese Methode überhaupt, und der Ver- 
such einer Beschreibung durch viele aufeinanderfolgende Reflexionen stellt 
kein geeignetes Näherungsverfahren mehr dar. 


Dies gilt auch für Ausbreitungserscheinungen, die beim Durchgang 
von Wellen durch kleine Öffnungen beobachtet und als Beugungsphänomene 
bezeichnet werden. Um ‘daher über diese Gruppe von Erscheinungen 
einen Überblick zu bekommen, muß zuvor eine ihr adäquate Beschreibung 
aufgefunden werden. 


Es genügt dabei vollauf, sich auf die Beschreibung rein periodischer 
Wellen 
ul, ı)=e*plt) (2) 


zu beschränken, da bei Kenntnis des Verhaltens periodischer Wellen 
jede allgemeinere Wellenausbreitung aus periodischen Bestandteilen ad- 
ditiv aufgebaut werden kann. 
Die allgemeinste Wellengleichung 
Du=glt,r) (3) 
liefert bei zeitlich periodischer Quelldichte g(£,r) = e’®!g(r) nach (435.23) 
und (435.24) auch periodische Wellen (2), die dann der Gleichung 
2 
(A+P)pl)=—gk) = (4) 


c 


genügen. In dieser Form, und im allgemeinen noch mit verschwinden- 
dem g(t), bildet sie den Ausgangspunkt aller weiteren Überlegungen. 
Neben der Wellengleichung muß noch das Verhalten der Welle an den 


Rändern 


P 


[Po lnana oder [Zen (6) 


mit der Flächennormalen n des Randes, vorgegeben sein, um o{t) voll- 
ständig und eindeutig bestimmbar zu machen. (4) und (5) stellen ein 
Randwertproblem der Mathematik dar, dessen Lösungen zwar existieren und 
eindeutig sind, aber schwer zu gewinnen sind. Die eigentliche physikalische 
Aufgabe besteht daher in der Auffindung geeigneter Näherungsverfahren, 
die in den folgenden Abschnitten dieses Kapitels behandelt werden. 


er 
Rand 


[442] 44 Beugung 171 


442 Das Huyeenssche Prinzip 


Aus Analogien zum Verhalten von Wellen an der Wasseroberfläche 
stellte Huyaens folgendes heuristische Prinzip auf: 


Jeder Punkt einer Wellenfront kann als Ausgangs- 
punkt einer neuen Kugelwelle angesehen werden. 


Die Anwendung dieses Prinzips auf praktische Probleme der Beugung 
führt in vielen Fällen bereits zu einem AHIBASEN. Verständnis der be- 
obachteten Erscheinungen. 


Daß dieses Prinzip keinen Widerspruch zur geradlinigen Ausbreilung 
von ebenen Wellen und Kugelwellen darstellt, wird am Beispiel der ebenen 
Welle in Abb. 442.1 gezeigt. Die senkrechten Striche deuten die senkrecht 
zur Ausbreitungsrichtung verlaufenden Wellenfronten an. Die Lage der 


— 
AA A 
2 2 2 
Abb. 442.1. Zur Ausbreitung ebener Wellen Abb. 442.2. Beugung am Spalt 
(nach rechts) mit dem Hvygensschen Prinzip der Breite «a 


Wellen wird in solchen Zeitabständen verglichen, in denen die Wellen 
den Weg A/2 zurückgelegt haben. Man überzeugt sich leicht, daß die von 
den Punkten ausgegangenen Wellen sich überall gegenseitig ausgelöscht 
haben außer auf der Linie rechts von den Punkten, wo sie sich zu einer 
neuen Wellenfront zusammensetzen. Auch die Erklärung der Winkel- 
verhältnisse bei Reflexion und Brechung gehört zum Bestand der elemen- 
taren Physik und kann hier übergangen werden. 


Die Beugung am Spalt, dargestellt in Abb. 442.2, kann durch dieses 
Prinzip ebenfalls ohne weiteres verstanden werden. Von links läuft eine 
ebene Welle ein. Alle Punkte des Spalts (strichpunktiert) werden als Aus- 
gangspunkte neuer Kugelwellen angesehen. Beobachtet wird die durch- 
gelassene Intensität in großem Abstand unter dem Ausfallswinkel «. 


Zu berücksichtigen ist die verschiedene Phase, mit der die einzelnen 
Punkte des Spalts ihre Kugelwellen erzeugen, aber auch der Phasen- 
unterschied, mit dem in großem Abstand diese Kugelwellen überlagert 
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werden. Der gesamte Phasenunterschied zwischen dem untersten und dem 
obersten der Punkte beträgt a (sin « — sin «,). Ist dieser Phasenunterschied 
gerade A, so tritt vollständige Auslöschung ein, da dann die Beiträge der 
oberen und unteren Hälfte des Spalts mit entgegengesetzten Amplituden 
am entfernten Beobachtungsort ankommen. Auslöschung tritt ebenfalls 
ein, wenn der maximale Phasenunterschied ein Vielfaches von A ist, so 
daß allgemein 
J=0 für alsin«—sin«)=n4A 


n=-+]1. +2... 


die Bedingung für verschwindende Intensität hinter dem Spalt in großem 
Abstand angibt. Dieses Ergebnis wird später quantitativ bestätigt werden. 


(ı) 


443 Die Kırcunorrsche Formel 


Diese Formel stellt eine direkte und quantitative Formulierung des 
Huresnsschen Prinzips dar. Daß zwischen den Werten der Wellenfunktion 
an benachbarten Punkten ein direkter Zusammenhang besteht, diese Punkte 
sich also gegenseitig bestimmen, ist vom Standpunkt der Wellentheorie 
aus trivial. Die Wellengleichung selbst ist ja nichts anderes als eine Vor- 
schrift für einen solchen Zusammenhang zwischen infinitesimal benach- 
barten Punkten. Daß sich aber auch ein entsprechender Zusammenhang 
für endliche Abstände generell angeben läßt und wirkliche Kugelwellen 
auftreten, ist der Inhalt der hier abzuleitenden Kırcanorzschen Formel. 


Sie ist formal mathematisch einfach zu gewinnen unter Verwendung 
der Formel (435.16) 
e- ihr 


AHMEM)= N) = () 
Das negative Vorzeichen im Exponenten entspricht in Verbindung mit 
dem Zeitfaktor e'®! von (441.2) einer auslaufenden Kugelwelle. @ wird als 
die GREENsche Funktion der zugehörigen homogenen Differentialgleichung 
bezeichnet. 


Zur Ableitung der KırcaHorrschen Formel wird die Wellenfunktion 
g(t) am Orte r betrachtet und dazu ein beliebiges Volumen V, das den 
Ort vr enthält. Dann gilt nämlich 

Y 
7) = | ddl Welt) 


=— [do {(#+®) Gew —le@) (2) 
zu — [do’[(46) e—-G6(4'9)]. 
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Das erste Gleichheitszeichen entspricht der Definition der ö-Funktion. 
Ersetzen wir r in (1) durch den Vektor !’ —ı und setzen diese Gleichung 
in (2) ein, so entsteht die zweite Zeile. Da p(r’) aber im Ausbreitungsgebiet 
der Wellengleichung (441.4) mit qg = U genügen soll, kann k2p durch — A’g 
ersetzt werden. 


Der Ausdruck (2) für @ (rt) läßt sich in ein Randintegral verwandeln, da 
a loc. and _ 
ed)=-- do’ dr er | - Fer| 5 578] (3) 


gleich dem Ausdruck in (2) ist, wie man sich durch Ausdifferenzieren von 
(3) leicht überzeugt. Damit ist die KırcHHorrsche Formel 


R 
P ; 0 / G 1% ; 
= Harley Er) 


gewonnen. Zur Diskussion der Endformel ist zunächst festzustellen, daß 
hier @(r) durch die Werte von p und d9/9n auf einer beliebigen, den 
Punkt t umschließenden Fläche dargestellt wird. Unter 99/9n wird dabei 
die Komponente des Gradienten in Richtung der Flächennormalen ver- 
standen. Würde in (4) nur 9, oder (öp/On)z allein enthalten sein, so wäre 
(4) die explizite Lösung des in (441.5) besprochenen Randwertproblems. 
So aber müßte man, um etwaneben pr auch (dp/On)z zu kennen, das Rand- 
wertproblem bereits gelöst haben. Obwohl das nicht der Fall ist, leistet 
diese an sich exakt gültige Formel bei Näherungsrechnungen gute Dienste. 


Die Funktion @ ist nach (1) eine auslaufende Kugelwelle. Gleichung (4) 
zeigt, daß r und r’ hier nur über G miteinander verknüpft sind. Vom Rande 
auslaufende Kugelwellen bestimmen daher die Funktion g im Punkte r. 
Daß man den zeitlichen Ablauf in (4) nicht so einfach überblickt, liegt nur 
daran, daß mit dem periodischen Ansatz (441.2) das ganze Problem in ein 
stationäres Problem transformiert wurde. Setzt man @ von (1) in (4) ein, 
so lautet die Formel 


1 “ e” eve] F) 0 e-iklv-el 
dur El | v1] FrAAN v) er) ar rt |. (5) 
In dieser exakten Fassung des Huvennsschen Prinzips tritt also neben 
der Wellenfunktion noch ihr Gradient auf. 


‘ 


(4) 


444 Theorie der Beugung 


Die Kırcnnorrsche Formel (443.5) ist in der vorliegenden Form noch 
nicht geeignet zur Behandlung von Beugungsproblemen. Um nämlich 
Y(r) aus (443.5) zu berechnen, müßte man die Werte von p im gesamten 
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Randgebiet, also auch rechts und links von der Trennwand im Unendlichen 
kennen, was wiederum ohne Kenntnis von p(r) im Raume nicht möglich 
ist. Die Formel kann daher nur in einer gewissen Näherung angewandt 

. werden. Zur Untersuchung der Beugung wird eine ebene Wand mit einer Öf- 
nung betrachtet. Der Ursprung des Koordinatensystems liegt in der Öffnung. 
v’ sind die Koordinaten der Öffnung. Bei rt, befindet sich die Strahlungs-- 
quelle und bei rt, rechts von der Fläche, wird die Intensität beobachtet. 
Die Flächennormale der Wand zeigt nach links. 


Die Wellenfunktion g(x) soll nunmehr mit (443.5) bestimmt werden. 
Die Integrationsfläche um r wird in die Wand 
gelegt und im übrigen um den nach rechts unend- 
lich ausgedehnten Raum. Es wird angenommen, 
daß zu diesem Integral nur die Werte von p(r’) in 
der Öffnung beitragen. Für p(r’) jedoch werden 
genähert die Werte eingesetzt, die bei rin der 
Öffnung annehmen würde, wenn sich überhaupt 


A keine Wand im Raume befände, also 
ur) | 
Ae-iklv—rl| 
! 
ESSENER 1 
Abb. 444.1. Zur Beugung AS TeIT u 


an einer Öffnung da sich die Quelle links bei r, befinden soll. 
Die genäherte Beugungsformel für @(r) lautet dann 


4A Hark 9 erikle-ni eriklv-u| 9 erikle-el 9 
P= (4r)? f v1] FrZ vr] “_ Yo] or £ 7] . (2) 


An dieser Formel ist die Symmetrie zwischen r und r, bemerkenswert. 
Vertauscht man Quelle und Beobachtungsort, also t, und r, so erhält man 
zunächst in (2) lediglich einen Vorzeichenwechsel. Soll die entstehende 
neue Formel für p(t,) der Vertauschung entsprechend die beobachtete 
Amplitude links darstellen, so muß df seine Richtung wechseln, was einem 
zweiten Vorzeichenwechsel entspricht. Man erhält also bei einer Vertau- 
schung von Quelle und Beobachtungsort wieder die gleiche Amplitude 
wie vorher. 


Eine zweite allgemeine Eigenschaft der Beugungsformel (2) ist als 
BaBıngtsches Prinzip bekannt. Findet die Beugung an mehreren, durch 
schmale Zonen voneinander getrennten Öffnungen statt, so behauptet 
dieses Prinzip, daß man die Flächen und Öffnungen miteinander vertauschen 
. kann, ohne daß sich bei r die Intensität ändert. Voraussetzung ist dabei 
allerdings, daß sich der Beobachtungsort r nicht im direkten Strahlengang 
von rt, aus befindet. Addiert man nämlich unter dieser Voraussetzung 
die in beiden Fällen auftretenden Amplituden g und 9, so mußp +p'=0 
sein, da dies der Beseitigung des ganzen Schirms entspricht, wo keine 
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Beugung mehr auftritt und auch voraussetzungsgemäß keine direkte 
Bestrahlung stattfindet. Es ist daher 


j p =—® ’=J ’ (3) 
und die Intensitäten sind gleich groß. 


- Praktisch sind diese Forderungen nur ungefähr zu realisieren, weil — 
wie Abb. 444.2 zeigt — der Punkt P logischerweise im Falle 9 oder im 

Falle 9 direkter Bestrahlung ausgesetzt 

sein muß. Läßt man jedoch beim Aus- 

tausch von Flächen und Löchern den 

unteren, schraffierten Teil der Trenn- 

wand bestehen, so sind die Forde- 

rungen (3) nicht exakt erfüllt. Es . 

treten vom Rande der schraffierten 

Fläche her die weiter unten noch zu 

besprechenden FREsxeuschen Beugun- 

gen bei P auf, die bei der gewählten 

Anordnung von Q und P jedoch prak- 

tisch vernachlässigt werden können. 


Die Auswertung der Beugungsformel P 
(2) soll unter der Voraussetzung er- a 
folgen, daß die Öffnung, und damit |r|, 
von der Größenordnung der Wellen- 
länge A ist, und daß |r’| und A klein 
sind gegen die Abstände von Quelle Abb. 444.2. 
|ty| und Beobachtungsort |r|. Dann Zum Basrserschen Prinzip 
können in den Nennern von (2) |’ —r| 
und |r’—r,| durch |r|=r und |t,| = r, ersetzt werden. Der erste der 
Differentialoperatoren in (2) wird in diesem speziellen Fall 
vY-1 
v’—to| 


0 .„ovV—r 2 a e 
Fr jk RZ ol =—jk wjk,=jkeo. (4) 
Der zweite wird entsprechend jke, und das Flächenelement wird d’ =ndf : 


Ohne Vernachlässigung im Exponenten wird aus (2) dann 


Ae-skro e-ikr 


n(eg—e)jkB 


PM) = 
B — [df’e-iko®) 


4nr, Anr 


s)=TI—-r + nr —r—r. 


5) 


Der erste Faktor in (5) ist gleich der Amplitude der Quelle r, im Koordi- 
natenursprung, in der Öffnung also. Der zweite Faktor enthält die Ampli- 
tude einer vom Spalt auslaufenden Sekundärwelle am Beobachtungs- 
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punkt r. Weiter stellt n(e,— e) einen Faktor dar, der die verkleinerte 
Wirkung der Öffnungsfläche bei schrägem Einfall und Ausfall berück- 
sichtigt, und das „Beugungsintegral® B über die Öffnung schließlich be- 
schreibt den hier wichtigsten Anteil, nämlich den Einfluß der unterschied- 
lichen Phasen bei der Überlagerung der Beiträge von den einzelnen Be- 
‘ standteilen der Öffnung. 


Die Funktion g(v) kann mit Hilfe von 
k-r|= Jr —2rr Fe 


r? 


ie rettet () 
rer Tr. 


nach Potenzen von 1/r und 1/r, entwickelt werden. Sie wird dann 


= | +. 7 


Das erste Glied ist unabhängig von r, und r und liefert die sogenannten 
FRAUNHOoFERschen Beugungserscheinungen, die auch noch in beliebig 
großem Abstand der Quelle und des Beobachtungspunkts von der Öffnung 
beobachtet werden. Hinzu treten bei weniger großem Abstand zunächst 
Glieder mit 1/r, und 1/r, die offenbar nur in einer gewissen Nähe der 
Beugungsöffnung beobachtet werden können. Dies sind die nach FRESNEL 
benannten Beugungserscheinungen. 


445 FRAUNHOFERSche Beugung 


In der für große Abstände gültigen FrAunuorrrschen Näherung wird 
das Beugungsintegral nach (444.5) und (444.7): 


B=[dfretit@tor, () 


Sein Wert hängt sowohl von den Richtungen e, und e der ein- und aus- 
laufenden Welle ab als auch von der speziellen Form der Öffnung. 


Die Beugung am Spalt soll als erste behandelt werden. Dabei wird 
vorübergehend davon abgesehen, daß es streng zweidimensionale Spezial- 
fälle der Beugung eigentlich überhaupt nicht gibt; denn neben dem in der 
Zeichenebene gelegenen Strahlengang existieren Strahlen oberhalb und 
unterhalb dieser Ebene von t, nach r, die alle voneinander verschiedene 
Gangunterschiede aufweisen. Sehen wir von diesen Strahlen ab, so wird 
nach Abb. 444.1 einfach 


k(eg-+ e)r’ — k(sin a — sin) y’= Ey (2) 
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gesetzt und die Integration nur eindimensional über df’ = Ldy’ durch- 
geführt, mit Z als der Spaltlängein z-Richtung (senkrecht zur Zeichenebene) 
und «a als der Spaltbreite: 


+al2 sin &5- 
B=L [dyeitv -21——. (3) 
—a/2 


Außerhalb von «=x, ist 

- der Nenner endlich. Da B 
quadratisch in der Inten- 
sität auftritt, wird 


je 5) 
Jun R 


mit ’ 
e= sine —sin%))- 


(4) 


Die Nullstellen von J sind 
gegeben durch 


J=0 bei Senn, (6) 


also 
a(sina --sina,)=n4, 
nel de, 


"Abb. 445.1. Fraunuorersche Beugungserscheinun- {N Übereinstimmung mit 
gen am Rechteck. (Aus Handbuch der Physik, den Ergebnissen beim Huy- 
XXIV, 1956, Springer-Verlag, Bin.-Gött.-Heidelbg.) «Ensschen Prinzip. Für 

Beobachtungspunkte x im 
direkten Strahlengang ist «=«,, also &==0. Dort nimmt die Intensität 


. (012 sind _fa\2 
7 (5) a (5) = 
P) 


ihren größten Wert an. 


Exakt und elementar behandeln läßt sich das Problem der Beugung 
am Rechteck. — Neben den Größen £,«, «, und a in der y-Richtung werden 
senkrecht dazu, aber wieder genau wie in Abb. 444.1 die Größen n, ß, ß, 
und d in der z’-Richtung eingeführt. Das Beugungsintegral zerfällt in 
ein Produkt zweier unabhängiger Integrale vom Typ (3) und wird 

sin&“ sin n 2 
2 2 


N B= [after nd 4 —— n 7) 


E=" (sina—sinc,) n= (inß—sinß)). 
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Hier überlagern sich also multiplikativ die in (2) bis (6) beschriebenen 
Beugungserscheinungen und ergeben die zachieekigen Beugungsbilder der 
Abb. 445.1. 


Die Beugung an einer kreisrunden Öffnung führt im Beugungsintegral B 
zu Besseischen Funktionen. Es entstehen bei senkrechtem Strahlen- 
einfall, der Symmetrie des Kreises entsprechend, Beugungsringe um den 
Lichtfleck auf der Achse (Abb. 445.2). Bei Fernrohren begrenzen diese 
Ringe das Auflösungsvermögen. Ein Maß hierfür liefert der Winkelabstand 
Ax des ersten Minimums von der Achse. Beim Quadrat mit der Kanten- 
länge a-würde dieser Abstand 
nach (5) mit <&=A« und 
&, = 0 sowie Aa gerade A/a 
sein. 


Eine Abschätzung für Ax er- 
halten wir bei der Kreisscheibe, 
indem wir das Quadrat a? mit 
einem Kreis desselben Flächen- 
inhalts vergleichen. Dann ist 


2 
Aa= nn 06 (8) 


gegenüber dem exakten Wert: 


Aa = 0,01%. (9) 


Abb. 445.2. FRraunHorersche Beugungser- 

scheinungen am Kreis. (Aus Handbuch der f änfti äh 

Physik, XXIV, 1956, Springer-Verlag, einen vernünftigen Näherungs- 
Bin.-Gött.-Heidelbg.) wert. 


Die Abschätzung liefert also 


446 Die Fresneische Beugung 


Zur Untersuchung der Beugungserscheinungen bei nicht zu großem 
Abstand der Quelle und des Beobachtungsorts von der Öffnung müssen 
die nächsten Entwicklungsglieder der Funktion g von 
(444.7) im Beugungsintegral mit berücksichtigt werden. 
Die von ihnen herrührenden Fresweuschen Beugungs- 
erscheinungen sollen wieder an dem in Abschnitt 445 
bereits: besprochenen, nicht ganz realistischen zwei- 
dimensionalen Beispiel behandelt werden. Wir be- 


Abb. 446.1. 
schränken uns auf den Fall des senkrechten Strahlen- resyersche 


ein- und -ausgangs, bei dem die FRAUNHOoFERschen Beugung am Spalt 
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Beugungserscheinungen wegen e,+e=0 gerade verschwinden: 


k(l, arz 


Ae-iktr+n) ? ; ( 
. 2jkB B=L [aye zn" 
h 


P= Gampern 2 
Man mag sich vielleicht wundern, daß hier im Exponenten Glieder mit 
l/r und 1/r, berücksichtigt werden, obwohl bereits in (444.4) bei der Ab- 
leitung dieser Formel hinsichtlich des Nenners (4)?rr, von (1) eine Be- 
schränkung auf die nullte Näherung stattgefunden hat. Trotzdem ist 
dieses Verfahren berechtigt, weil 1/r gegenüber e”’*” eine schwach veränder- 
liche Funktion ist, die sich über Entfernungen A nur wenig ändert, während 
ejkr dagegen zwischen r und r + A jedesmal zwischen +1 schwankt. 


Diesmal wurde der Koordinatenursprung von r’ in (l) an die untere 
Kante des Spalts verlegt. Mit der neuen Koordinate s aus 


a_2y® (1,1 
te (2) 
kann B als 
* 
»=-- E09 __ (3) 
2/1 ı 
le 
durch die Funktion 
8 n „ 
F(s) = fasc*" (4) 
Ü 


dargestellt werden. Der Übergang zum konjugiert Komplexen in der 
Definition des Fresneschen Integrals F ist hier ohne Bedeutung und 
erfolgte nur, um an konventionelle Darstellungen der Funktion F anzu- 
schließen. 

Das komplexe Fresn#usche Integral (4) der reellen Variablen s besitzt, 
eine einfache Darstellung als Kurve in der komplexen Ebene, bei der s 
die Bogenlänge ist. Die Funktionswerte zweier um ds voneinander ent- 
fernter Punkte haben nämlich wegen 


ande” ldr|=ds (5) 
in der komplexen F-Ebene ebenfalls den Abstand |dF| = ds. Wegen 
der aus (4) folgenden Eigenschaften 

F(—-s) =—F(s) F(0)=0 (6) 
liegen die Funktionswerte F bei negativem s dem Nullpunkt gegenüber. 

Mit der Konstruktion von F(s) in Abb. 446.2 beginnt man im Ko- 


ordinatenursprung bei F (0) = 0. Dann läuft die Funktion wegen dF(0)=ds 
zunächst in die Richtung der positiv reellen Koordinatenachse, bis sich 
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bei endlichen Werten von s die durch e’#/? hervorgerufene Phasendrehung 
zunehmend (wegen s2) bemerkbar macht. So entsteht im rechten oberen 
Quadranten eine in sich zusammenlaufende Spirale, die Corxvsche Spirale 
von Abb. 446.2. Der asymptotische Wert F(oo) läßt sich auch noch ein- 
fach bestimmen. Denn es ist 

oo x n Bas 
Fof=[arfaye 49%) 


D) 1) 


Abb. 446.2. Die Connusche Spirale, Die untere Nach dem ersten Gleichheits- 

Linie ist ein Beispiel für die in Abb. 446.3 zeichen ist F(&) zweimal 

dargestellten Amplitudenbeträge mit verschiedenen Variablen x 

bzw. y geschrieben. Nach dem 

zweiten Gleichheitszeichen ist die Integration dieser xy-Ebene in Polar- 

koordinaten überführt. Der Faktor 1/4 rührt daher, daß nur über ein 

Viertel dieser Ebene zu integrieren war. Nach dem dritten Gleichheits- 

zeichen ist r? durch z ersetzt und ein Konvergenzfaktor e”*?” mit «— 0 
hinzugefügt. Die Spirale endet also in dem Punkte 


es 
ro)- IH (&) 
der komplexen Ebene. 


Nach den Gleichungen (1) 
bis (4) aber ist der Abstand 
| F (s) | eines Punktes vom Ko- 
ordinatenursprung proportio- 
nal zum Amplitudenbetrag 
und damit ein Maß für das 
entstehende Beugungsbild. 


Verlegt man a nach x, so 
wird s= x, und man erhält 
F(oo) nach (8) für den nach 
oben ausgedehnten ‚Spalt‘. Abb. 446.3. 

Eine Verschiebung der unteren Fresneische Beugung an einer Kante 
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Kante nach unten entspricht einer Variation der unteren Grenze des 
Integrals (4). Sie ist mit einer Verschiebung des Beobachtungspunktes 
nach oben gleichwertig, jedenfalls im Rahmen der durchgeführten Näherung. 
Die Verbindungslinie zwischen F(oo) und den Werten F(s), in Abb. 446.2 
an einem Beispiel gezeigt, ist daher ein Maß für die in Abb. 446.3 wieder- 
gegebene F'rEsneische Beugung an einer Kante. Als horizontale Koordi- 
natenachse y wird die in Abb. 446.1 mit einem Doppelpfeil gekennzeichnete 
Beobachtungslinie gewählt. 


Übungsaufgaben 


44.1. Von links trifft eine ebene Welle auf eine unendlich ausgedehnte Platte, in die 
N parallele Spalte in gleichen Abständen eingeschnitten sind. Die Breite der 
Spalte sei b, ihr Abstand voneinander a. Wie sieht der Intensitätsverlauf in 
großem Abstand hinter der Platte aus, j 


a) für a und b beliebig, 

b) füra>b. 

Man vergleiche das Ergebnis mit der in Abschnitt 333 behandelten Vielfach- 
interferenz. 

44.2. Man zeige den Übergang von den FRESNELschen zu den FRAUNHoFERschen Beu- 
gungserscheinungen bei Beugung an einem Spalt, wenn sich Quelle und Schirm 
in großem Abstand befinden. Der Grenzübergang ist sowohl im FRESNELschen 
Integral als auch an der Cornxuschen Spirale durchzuführen. 


5 Strahlen (kurze Wellen) 


Wenn in einer Wellenausbreitung nur Hindernisse auftreten, die über 
viele Wellenlängen A hinweg als glatt anzusehen sind, so wird diese Aus- 
breitung von den Prinzipien der Geradlinigkeit, Reflexion und Brechung 
allein beherrscht. Interferenzen treten nur in Abständen der Größen- 
ordnung A auf und werden, falls auch die Meßanordnung groß gegen die 
Wellenlänge ist und nur Mittelwerte über viele Wellenlängen zu messen 
gestattet, nicht mehr beobachtet. Beugungserscheinungen, bei der.en die 
Interferenzen sozusagen vergrößert werden, treten unter diesen geometri- 
schen Voraussetzungen nicht auf. Die gesamte Wellentheorie geht in den 
Grenzfall kurzer Wellen (A — 0) über. 

In diesem Grenzfall unterscheiden sich die Ausbreitungserscheinungen 
bei Wellen verschiedener Typen wie Schall, Licht, elastischen Wellen und 
Materiewellen weder prinzipiell voneinander noch von der Ausbreitung 
mechanischer Teilchen. Die hier behandelten Strahlen sind: daher zu ver- 
stehen als gemeinsamer kurzwelliger Grenzfall aller Wellenerscheinungen 


13 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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und auch als gemeinsame Ausbreitungsform emittierter Teilchen, die den 
Gesetzen der klassischen Mechanik gehorchen. 


Eine allgemeingültige quantitative Beschreibungsform für diese Strahlen 
herauszuarbeiten und anzuwenden, ist das Ziel dieses Teils, also von Teil 5 
der Theorie der Wellen. Die allgemeinen Gesetzmäßigkeiten, die die Aus- 
breitung von Strahlen beherrschen, werden in Kapitel 51 aus den Eigen- 
schaften von Teilchen wie auch aus denen von Wellen abgeleitet. Ihre 
Hauptanwendung liegt in der elektronischen und lichtoptischen Ab- 
bildung, die Gegenstand von Kapitel 53 ist, nachdem zuvor in Kapitel 52 
die für die Anwendungen besonders interessante Klasse der kollinearen Ab- 
bildungen vom rein mathematischen Standpunkt aus untersucht wurde. 
Die in optischen Systemen auftretenden grundlegenden Bildfehler werden 
in allgemeiner Form am Schluß von Kapitel 53 behandelt, während spe- 
'zielle optische Systeme wie Mikroskop und Fernrohr als nicht mehr zur 
Thematik dieser Darstellung gehörig angesehen werden. Systeme mit 
kontinuierlich veränderlichem Brechungsindex werden in Kapitel 54 vom 
Standpunkt der Strahlentheorie und in Kapitel 55 vom Standpunkt der 
Wellentheorie aus behandelt. Ihre Hauptanwendung liegt bei den Elek- 
tronenstrahlen. Die durch enge Strahlenbüschel vermittelte Abbildung 
wird sowohl vom Standpunkte der Strahlentheorie als auch von der Wellen- 
theorie aus behandelt. 


51 Ausbreitung von Strahlen 


Zusammenfassung: Wellen kurzer Länge, bei denen Interferenz- und Beugungs- 
erscheinungen unter gewissen Umständen vernachlässigt werden können, haben 
merkwürdigerweise mit Teilchenstrahlen alle Eigenschaften gemeinsam. Ihre Inten- 
sitäten überlagern sich additiv. Der Strahlengang ist umkehrbar, erfolgt im freien 
Raume geradlinig und unterliegt den gleichen Gesetzen für Brechung und Reflexion. 
Diese Gesetze lassen sich im FERMATschen Prinzip des kürzesten Lichtweges w = f nds 
zusammenfassen. Auch die allgemeinen Zusammenhänge zwischen Quellstärke und 
Intensität sind für Wellen und Teilchenstrahlung die gleichen. 


511 Teilchenstrahlen 


Als stationäre Strahlenquelle wird hier eine Vorrichtung angesehen, 
die kleine mechanische Teilchen mit hoher Geschwindigkeit v in einander 
benachbarte ‚Richtungen aussendet, und zwar gleiche Mengen in gleichen 
. Zeitabschnitten. 


Die Ausbreitung dieser Strahlen erfolgt geradlinig im Raum, wenn von 
Kräften abgesehen wird, wenn also ein auf die Teilchen wirkendes äußeres 
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Potential V konstant ist. Ein Potentialsprung längs einer Fläche, etwa 
gegeben durch i v, 
o-| für zs0, (i) 

T 


ruft, wie in Abb. 511 dargestellt, Reflexion und Brechung des Strahls hervor. 


Ist Y,> V,, und zwar so groß, daß die Energie der einfallenden Teilchen 
nicht ausreicht, um den Potentialsprung zu überwinden, so findet Re- 
flexion des Strahls nach links statt. Vom Impuls der einfallenden Teilchen 
kann bei der Reflexion nur die x-Kompo- 
nente verändert werden, da in der y- und 
z-Richtung keine Kraftwirkungen ausgeübt 
werden. Daraus folgt 


Dr = o vew v— ß vr, (2) 
wobei ß zunächst unbestimmt ist. Aus (2) aber 


. geht hervor, daß die Einfallsebene mit der 
Ausfallsebene zusammenfällt. 


Da die Energie bei der Reflexion erhalten 


7 
x=0 bleiben soll, folgt 
Abb. 511. m 9 m og 
Reflexion und Brechung 50% + F = or +# B=—1l (8) 
eines Teilchenstrahls an 3 N . 
einem Potentialsprung unter Mitberücksichtigung von (2), und weil ß 


voraussetzungsgemäß nach Abb. 511 negativ 
sein muß. Die x-Komponente der Teilchengeschwindigkeit des einfallenden 
Strahls wechselt an der Reflexionsfläche also lediglich ihr Vorzeichen. In 
Abb. 511 sind die Winkel «, und «, von einfallendem und reflektiertem 
Strahl demzufolge gleich groß 


AR=OAF-. (4) 
Die Bedingung dafür, daß überhaupt Reflexion stattfindet, lautet 
ZU +HN<V,. (5) 


Ist (5) nicht erfüllt, so findet keine Reflexion, sondern eine Brechung 
des Strahls statt, bei der die durchgelassene Komponente D des Strahls 
zu untersuchen ist. Auch hier gilt sinngemäß Gleichung (2) mit dem Index. D 
statt .R, da wiederum nur in der x-Richtung eine Kraft wirkt. Wieder sind 
Einfallsebene und Ausfallsebene miteinander identisch. Für die Winkel &p 
und«a,) von Abb. 511 gilt mit (2): 

D 
%y 


sin & D) ® 
ae r = v„=|vp| =|dr]|. (6) 


13* 
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Mit dem Energiesatz 


m 


E=-Z4 V=-z4+V, (7) 
lassen sich v, und v, durch E, V, und V, ausdrücken: 
[o\% _ E-Vı 
ler (8) 


r 


Damit ist das Winkelverhältnis (6) durch die Energie # und durch die 
Potentiale V, und V, dargestellt. 


Eine allgemeinere Formulierung findet das Brechungsgesetz mit Ein- 
führung des Brechungsindex n: 


E-V 
= 2-7}: (9) 


Setzt man für irgendeinen Punkt r, dessen Potential Y (r,)= V,, so hat 
man damit »(r,)=1 normiert. Wählt man weiter die willkürliche Kon- 
stante des Potentials Y(r) so, daß V=0 an Orten wird, an denen die 
kinetische Energie der Teilchen wegen v(r) = 0 verschwindet, so wird = 0 


und V/ <0. — 
-— = 1263) 
= / 14473) 


(10) 
ergibt sich dann vereinfacht für den Brechungsindex. 


Mit diesem Brechungsindex n von (9) oder (10) lautet das Brechungs- 
gesetz für den linken Winkel (x, =x7) und den rechten (x, = &p) 


n,sin&, = n,Ssind,. (11) 


In dieser Form ist es mit dem von SnerLıvs für die Optik gefundenen 
Satz identisch. 


Abschließend lassen sich die Eigenschaften von Teilchenstrahlen . wie 
folgt zusammenfassen: 


1. Geradlinige Ausbreitung im Raum 

. Reflexion an Flächen («; = &7) 

. Brechung an Flächen (n sin« = konst.) 

. Brechungsindex n = nt) = v/v, 

. Umkehrbarkeit des Strahlengangs 

. Superponierbarkeit verschiedener Strahlen. 


Hm wmD 


Mit Eigenschaft 5. ist gemeint, daß jeder Strahl sowohl in der einen wie 
in der entgegengesetzten Richtung durchlaufen werden kann, daß sich 
“ Quelle und Beobachtungsort also vertauschen lassen. Für Teilchen, die 
den Gesetzen der klassischen Mechanik gehorchen, ist dieser Satz trivial. 
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Die Grundgesetze der Mechanik bleiben bekanntlich invariant gegen Zeit- 
umkehr, gegen Vertauschung von Vergangenheit und Zukunft, also gegen 
Transformationen t— —t. Bei einer solchen Transformation aber bleiben 
die Teilchenorte erhalten, während die Geschwindigkeiten ihre Vorzeichen 
wechseln. Wenn aber die Grundgesetze invariant gegenüber einer solchen 
Transformation sind, dann muß zu jeder Lösung auch eine zweite existieren, 
die aus der ersten durch Vorzeichenwechsel von t hervorgeht. Dies ist 
der oben erwähnte 5. Satz. Reibungskräfte sind dabei, wie überhaupt in 
diesem Teil über Strahlen, vernachlässigt. Die Bedingung 6. ist erfüllt, 
wenn die Wechselwirkung zwischen den Teilchen gering ist oder wenigstens 
die Anzahl der Teilchen im Strahl so niedrig ist, daß ihre gegenseitige 
Stoßwahrscheinlichkeit vernachlässigt werden kann. 


512 Wellenstrahlung 


Die Behandlung der dreidimensionalen Wellentheorie in Teil 4 zeigt 
eine Reihe von Gesetzmäßigkeiten in Übereinstimmung mit den Eigenschaf- 
ten, die in Abschnitt 511 als für die Teilchenstrahlen charakteristisch 
angesehen wurden. Speziell diese Charakteristika sollen hier noch einmal 
kurz zusammengestellt werden. 


Im freien Raum findet die Wellenausbreitung durch Kugelwellen statt, 
beschrieben etwa durch (435.26), die in großem Abstand von der Quelle 
in ebene Wellen übergehen. Die Interferenzen zwischen den Bestand- 
teilen der Quelle q(t,t) mögen dabei als eine innere Eigenschaft der Quelle 
angesehen werden, die dann phänomenologisch beschrieben werden kann 
durch Angabe ihrer Intensitätsverteilung in einem Polardiagramm. Der 
Energietransport der Wellenausbreitung findet in Richtung des Vektors © 
der Energieströmung (434.5) statt, der in einigem Abstand von der Quelle 
stets radial gerichtet ist. In anderen Worten: Die mit den Wellen ver- 
bundene Energieströmung findet im freien Raum geradlinig statt. Ab- 
weichungen von diesem Prinzip finden sich nur in besonderen Fällen, 
wie nach Passieren schmaler Öffnungen, wo Beugung auftritt, also gerade 
in den hier in der Strahlentheorie vernachlässigten Fällen. 


Reflexion und Brechung ebener Wellen, also von Wellen, die sich im 
Abstand sehr vieler Wellenlängen von ihrer Quelle befinden, sind in Ab- 
schnitt 432 behandelt. Einlaufende, reflektierte und durchgelassene 
Welle befinden sich auch hier in einer Ebene. Für die Richtungswinkel 
der einlaufenden und reflektierten Welle von Abbildung 432 gilt bei Be- 
zeichnung der Winkel mit « wie in (511.4) 


AF=OR: & (1) 
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Die Winkelbeziehungen zwischen einfallender und durchgelassener Welle 
sind in (432.5) dargestellt und lauten hier mit 9» =, und 9 =, 


1. ur. 
ae a (2) 


Wird auch hier ein Brechungsindex n definiert, diesmal in Übereinstim- 
mung mit der Definition (321.2) beim Seil als 


& 


"=, (3) 


so läßt sich auch (2) in der gleichen Form wie (511.11) darstellen, nämlich 
n,sina, = n,sind,. (4) 


Hier bedeutet c(t) die in der Wellengleichung enthaltene Ausbreitungs- 
geschwindigkeit am Orte r und c, eine beliebige Bezugsgeschwindigkeit, 
nämlich die Geschwindigkeit an einem Ort, an dem der Brechungsindex 
willkürlich gleich 1 gesetzt werden soll. Bei Lichtwellen pflegt man für c, 
die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen im Vakuum einzusetzen. 


Ist also für eine bestimmte Strahlung experimentell nur (rt) bekannt, 
hier also als rn, und n,, und wird weiter das Brechungsgesetz (4) beobachtet, 
so liefert diese Beobachtung keinerlei Kriterium dafür, ob die Strahlung 
aus Teilchen oder Wellen besteht. Für ein solches Kriterium müßte man 
erst die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten bestimmen, um festzustellen, ob 
n(x) durch (511.9) oder durch (3) bestimmt ist, also mit wachsender Ge- 
schwindigkeit zu- oder abnimmt. Aber auch dies ist nicht immer ein ge- 
eignetes Kriterium. Bei Wellen, wie den in Kapitel 23 behandelten ‚struk- 
turfreien« Wellen (Ax—0) der Oszillatorkette, die übrigens mit den 
Materiewellen ihrem mathematischen Aufbau nach übereinstimmen, 
sind Signalgeschwindigkeit v,, und Phasengeschwindigkeit vp, nach (233.11) 
zueinander reziprok. Beim Brechungsindex (511.9) für Teilchen aber wäre 
die Signalgeschwindigkeit v,, = v einzusetzen, bei (3) dagegen die Phasen- 
geschwindigkeit vp, = c(r), da das Brechungsgesetz für Wellen aus den 
zwischen den Phasen bestehenden Relationen hergeleitet wurde. In diesem 
Falle also wären beide Definitionen des Brechungsindex richtig und 
mit n = vg,/C = C/üp erfüllt. 


In der Wellengleichung tritt, wiederum von Dämpfung abgesehen, die 
Zeitableitung nur in zweiter Ordnung auf, so daß auch hier die Umkehr- 
barkeit des Strahlengangs aus der Invarianz gegen Transformationen 
t— —t gefolgert werden kann. Da die meisten Wellengleichungen linear 
sind, überlagern sich ihre Lösungen additiv. Die hier bislang zusammen- 
gestellten Eigenschaften der Wellenstrahlung sind: 

1. Geradlinige Ausbreitung im Raum 
2. Reflexion an Flächen («x = &r) " 
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3. Brechung an Flächen (n sin « = konst.) 

4. Brechungsindex n = r(t) = o,/e(t) 

ö. Umkehrbarkeit des Strahlengangs 

6. Superponierbarkeit verschiedener Strahlen. 


Diese Eigenschaften stimmen also mit denen der in Abschnitt 511 be- 
handelten Teilchenstrahlen überein bis auf den anderen Zusammenhang 
zwischen Brechungsindex und Geschwindigkeit. Im übrigen aber ist aufeinen 
wichtigen Unterschied hinzuweisen. Während bei Teilchen der klassischen 
Mechanik am Potentialsprung entweder nur totale Reflexion oder totale 
Brechung auftritt, kann bei Wellen eine Aufspaltung der Gesamtintensität 
in eine reflektierte und eine durchgelassene Komponente stattfinden. 
Darüber hinaus lassen sich diese Komponenten quantitativ bestimmen, 
wenn die zugrunde liegende Wellentheorie bekannt ist. 


Die Gültigkeit der Eigenschaften 1. bis 6. ist nicht auf Schallwellen be- 
schränkt. Sie läßt sich auf jedes lineare Wellenphänomen überhaupt 
ausdehnen, bei dem ebene Wellen in beliebiger Bedeutung als Lösungen 
auftreten können. Man überzeugt sich leicht, daß zum Nachweis der Eigen- 
schaften 1. bis 6. die Existenz ebener Wellen und ihre Superponierbarkeit 
ausreichen. Sichtbares Licht, elektromagnetische Wellen allgemeiner Art 
und Materiewellen sind unter den Voraussetzungen der Einleitung in die 
Untersuchungen dieses Teils mit einbezogen. 


513 Das Fermarsche Extremalprinzip 


Die Wurzeln der hier zu behandelnden Strahlentheorie liegen also gleicher- 
weise bei Teilchentheorien wie bei Wellentheorien. Es erscheint daher zweck- 
mäßig, die Strahlentheorie aus ihren verschiedenartigen Grundlagen 
herauszuheben und als unabhängige Theorie zu behandeln, bei der die 
in den Abschnitten 5ll und 512 zusammengestellten sechs Haupteigen- 
schaften die Rolle von Grundpostulaten spielen. Beim Zurückgreifen auf 
anschauliche Bilder jedoch wird man zumeist dem Teilchenbild wegen 
seiner größeren Einfachheit den Vorzug geben. 


Das Grundproblem der Strahlentheorie besteht nunmehr darin, bei be- 
liebig gegebenem Brechungsindex n = n(t), stückweise konstant, wie 
bisher, oder stetig, und bei gegebener Quelle den ‚Strahlengang‘“ zu 
berechnen, also den einzelnen Strahl von der Quelle aus mit vorgegebener 
Anfangsrichtung weiter im Raume zu verfolgen. Unter Strahl ist dabei 
jeweils die entsprechende Teilchenbahn zu verstehen bzw. bei Wellen 
die Ausbreitung hinter einem schmalen Spalt. Von der Beugung wird 
jedoch dabei abgesehen, der Spalt also trotzdem noch als groß gegen die 
Wellenlänge A der Strahlung angesehen. Neben der Berechnung des Strahlen- 
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gangs ist noch die in Abschnitt 515 behandelte Intensität der Strahlung 
von Interesse. 


Die weitere Aufgabe besteht also in der Bestimmung von Raumkurven 
t=r(«), die den einzelnen Strahlen zugeordnet werden. Dabei ist der 
bei mechanischen Massenpunkten r(t) auftretende Zeitparameter t durch 
einen beliebigen Parameter « ersetzt, der auch mit der Bogenlänge s der 
Kurve identisch sein kann. Der zeitliche Durchlauf einschließlich seiner 
Richtung interessiert hier nicht mehr. Das Problem ist rein geometrisch. 
Ist eine Kurve t(«) bestimmt, so kann sie nach Postulat 5 vom Strahl 
in beiden Richtungen durchlaufen werden. 


Da der Brechungsindex n(r) (Postulat 4) als gegeben vorausgesetzt 
wird, bleiben die Postulate 1 bis 3 als die eigentlichen Ausbreitungsgesetze 
noch unter einem gemeinsamen Gesichtspunkt zu betrachten. Diesen 
liefert das Extremalprinzip von FERMAT mit der Forderung, daß ein Strahl 
zwischen zwei gegebenen Punkten sich unter den verschiedensten räumlich 
denkbaren Verbindungen den kürzesten Weg aussucht. 


Für zwei Punkte im freien Raum und für die direkte Strahlung hat 
diese Forderung die geradlinige Ausbreitung, also Postulat 1, zur Folge. 


Bei der Reflexion läßt sich die Frage so formulieren: Unter welchen 
Winkeln «7 und «, muß einin Abb. 513.1 vom Punkte F nach R laufender 
Strahl an der seitlichen Wand reflektiert werden, um diese Reflexion 
mit dem kürzesten Strahlengang zu vollziehen? 
Ein zunächst beliebiger Strahlengang ist in 
Abb. 513.1 eingetragen. Trägt man zu R den 
Spiegelpunkt R’ ein, so ist die Länge der Ver- 
bindungslinie FP.R offenbar gleich derjenigen 
von F PR’ zwischen F und .R’. Letztere aber ist 
am kürzesten als gerade Linie, also wenn 


Abb. 513.1. Reflexion nach nt ” 
dem Fermarschen Prinzip ist. Infolgedessen entspricht die Bedingung (1) 

auch unter verschiedenen denkbaren Reflexionen 
derjenigen mit kürzester Verbindungslinie. Die Extremalforderung FERMATs 
liefert also das richtige Reflexionsgesetz. Daß Einfallsebene und Reflexions- 
ebene zusammenfallen, ist ebenfalls eine Folge des Extremalprinzips, da 
jede andere Annahme längere Wege zwischen F und R erfordern würde. 


Das Brechungsgesetz ordnet sich dem FermArschen Prinzip erst nach 
einer Umdefinition des Begriffs „Strahlenweg“ ein. Als Strahlenweg wird 
künftig nicht mehr ein geometrischer Weg I, sondern sein Produkt nl = w 
mit dem Brechungsindex n verstanden. 


[513] 51 Ausbreitung von Strahlen 189 


Das Brechungsgesetz soll nunmehr durch die Minimumsforderung für 
den Strahlenweg w in Abb. 513.2 zwischen den Punkten F und D bestimmt 
werden. Hierzu ist die Lage des Punkts P auf der Fläche x = 0 zu vari- 
ieren. Zunächst wird vlt, (2) 


am kürzesten, wenn F, P und Din einer Ebene liegen, wenn also wieder 
Einfalls- und Ausfallsebene identisch sind. Wird diese gemeinsame Ebene 
als xy-Ebene in Abb. 513.2 gewählt, so 
bleibt noch P auf der y-Achse unter Fest- 
[ haltung der Punkte F und D zu variieren. 
Jr : Vondenin Abb. 513.2 auftretenden Größen 
bleiben 2, z, und y,+%,=a bei der 
Variation konstant, und es wird mit 


t 
ı 
ı 
' 


N 
| Y=Y Y=a—y 8) 
F q nur über y variiert. 
Abb. 513.2. Brechung nach dem 
FerMmarschen Prinzip Der Strahlenweg w wird groß, wenn P 


sehr weit nach oben oder unten verschoben 
wird. Dazwischen durchläuft w(y) ein Minimum, dadurch erkennbar, daß 
die Steigung der Kurve w(y) an dieser Stelle verschwindet: 


d d Eee 
Tl Vtt m Varta y] 
MY n,(a— y) (4) 
Ya+y  Yarla-y? 
=, sn, — nsiny—=0. 
Aus der Forderung des kürzesten Strahlenweges erhält man also gerade 
das Brechungsgesetz von (511.11) und (512.4). 


Bei örtlich variablem Brechungsindex r(t) wird man ein endliches 
Stück des Strahlenweges w als Summe über infinitesimale Beiträge n ds 
aufbauen, genauso wie vorher in (2) der Strahlenweg aus zwei endlichen 
Stücken aufgebaut wurde. In dieser Form lautet das verallgemeinerte 
FERMATSche Prinzip 


(5) 


Die erste Gleichung definiert den Strahlenweg w zwischen zwei Punkten 
, und r. Die zweite Gleichung ist die Bestimmungsgleichung für den 
wirklich stattfindenden Strahlengang: Die Kurve des Strahlengangs ist 
so zu wählen, daß bei willkürlichen, infinitesimalen Variationen ör(«) 
der Kurve r(«) der Strahlenweg w unverändert bleibt, sich also überall 
in einem extremalen Zustand befindet. 
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Das Grundproblem der Strahlentheorie ist damit auf ein Varialions- 
problem zurückgeführt, und die sechs Postulate von Abschnitt 511 und 
512 erscheinen hier in folgender Form: 

1. Der Brechungsindex x (rt) ist vorgegeben. 
2. Der Strahlengang wird nach dem FerrmArschen Prinzip (5) 
berechnet. 
3. Der so berechnete Strahlengang kann vom Strahl in beiden 
Richtungen durchlaufen werden. 
4. Superponierbarkeit. 
Damit kann die allgemeine Theorie zunächst als abgeschlossen angesehen 
werden. Die bei der Strahlung auftretenden Intensitätsverhältnisse sollen 
im übernächsten Abschnitt untersucht werden. 


514 Darstellung durch Flächenscharen 


Wie im vorausgehenden Abschnitt gezeigt wurde, läßt sich die Bahn 
eines Lichtstrahls zwischen zwei gegebenen Punkten t, und r aus der 
Forderung bestimmen, daß sein optischer Weg 


w={nde (0) 


auf der Bahn einen Extremwert, im allgemeinen einen Minimalwert, 
aufweist. Unter allen denkbaren Bahnkurven r(«&) mit «& als Parameter 
ist diejenige aufzusuchen, bei deren willkürlicher Variation das Integral w 
invariant bleibt: 

t>r+ör(e) dsw=0. (2) 


Die aus (2) folgende Bestimmungsgleichung für (x) wird erst später in 
Kapitel 54 näher untersucht werden bei der Behandlung des örtlich ver- 
änderlichen Brechungsindex. 


Unter der Annahme, daß durch (2) die spezielle Bahnkurve nacheinander 
für alle Punkte r, und r gefunden sei, läßt sich das Integral 


| 


einführen. Hier ist w die optische Weglänge eines beliebig vorgegebenen 
„virtuellen Lichtwegs und hängt dementsprechend außer von %, und r 
auch vom speziell gewählten Integrationsweg ab. $ dagegen bedeutet 
die optische Weglänge des ‚wahren‘ Lichtwegs, also des einen Weges, der 
durch die Bedingung (2) aus der Vielfalt virtueller Wege zwischen r, und t 


12 


S (to, r) = Extr .[w] = Extr. [fr 


% 


(3) 
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herausgewählt wurde. Zu jedem Punktepaar r,,t gehört also auch ein 
ganz bestimmter Weg. $(t,,t) ist somit nur noch von den beiden Punkten 
t, und r allein abhängig. 


Wir betrachten die von einem einzigen Punkte r, auslaufenden Strahlen, 
die zusammen als homozentrisches Strahlenbündel bezeichnet werden. Zu 
jedem Punkte r im Raume führt dann auf Grund der Bedingung (2) 
ein ganz bestimmter Lichtweg, der im Abschnitt 513 bereits in bestimmten 
Spezialfällen, nämlich im freien Raum sowie bei Reflexion und Brechung, 
bestimmt wurde. Durch die Bedingung 


F(x)= S(t,, rt) = konst., 19 = konst. (4) 


wird eine Fläche definiert, die alle diejenigen Punkte r miteinander ver- 
bindet, die um den gleichen Lichtweg von r, entfernt sind. Bei konstantem 
Brechungsindex n sind die Bahnen geradlinig, 
und es ist: 

S(,)=n|u—t]- (5) 


Die Bedingung (4) liefert in diesem Falle eine 
Schar konzentrischer Kugeln, dargestellt in 
|. Abb. 514.1. 


Die Normalenrichtung einer durch r laufen- 
den Fläche hat die Richtung des Gradienten, 
also von 98/ör. Vergleicht man die optischen 
Wege von, bis zu den benachbarten Punkten r 


Abb. 514.1. Orthogonal- e ; e 
lichen Bo könst, ss und r-+ötr, so ist der optische Wegunterschied: 


i 08 
stantem Brechungsindex ae (6) 


Liegen r und r+ ör auf dem gleichen Strahl und wird ör in diesem Falle 
mit dr bezeichnet, so gilt neben (6) infolge (3) auch noch 


d 
dS=nds=n|dı=n vr. (7) 


Da öt ein willkürlicher Vektor ist, folgt aus dem Vergleich von (6) und (7): 


„de _.98 ( 
ds or ' 
Zu den von r, ausgehenden Bahnen existiert daher infolge (8) eine durch 
(3) bis (6) gegebene Flächenschar, deren Normalenrichtung in jedem 
Punkte r mit der Richtung der durch den gleichen Punkt laufenden Bahn- 
kurve t(«) des Strahls übereinstimmt. 


Die Bahnkurven lassen sich daher als Orthogonalirajektorien einer 
Flächenschar (4) auffassen und darstellen. Dies ist der Satz von Mauvs. . 
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Auch dieser Satz ist hinreichend, um den genauen Strahlenverlauf im 
Falle geradliniger Ausbreitung, Reflexion und Brechung anzugeben. 
In Abb. 514.2 ist ein ‚Bralkiechen Beispiel dargestellt, bei dem die Strahlen 
und Orthogonalflächen ein- 
getragen sind. Es handelt 
sich um ein von rt, aus- 
gehendes divergentes Strah- 
lenbündel, das durch eine 
dazwischengelegte Linse 
konvergent gemachtistund 


Abb. 514.2. Bahnen (gestrichelt) und Flächenschar im Punkte r wieder zu- 
am Beispiel einer dünnen Linse (schematisch) sammenläuft. 


515 Strahlungsintensität 


Wir betrachten eine punktförmige Strahlungsquelle, die mit zeitlich 
konstanter Quellstärke Q Teilchen oder Wellen aussendet. Diese Strahlung 
kann im Ausbreitungsgebiet weder verlorengehen, noch darf sie sich 
irgendwo anhäufen. Das führt dazu, daß bei. der stationären Abstrahlung, 
wo alle physikalischen Größen zeitunabhängig sind, der Strom durch 
eine geschlossene Fläche von der Quelle über die Quelistärke Q erzeugt 


werden muß: 


Findet die Ausstrahlung insbesondere kugelsymmetrisch statt, dann ist 
die Intensität, der Betrag der Stromdichte j, auf einer Kugel um die 
Quelle konstant, so daß in (1) integriert werden kann: 

x ( 


= |j|= 2) 


Die Intensität nimmt also mit dem Quadrat des Abstands r von der Quelle 
ab, da die Quelle in immer größeren Entfernungen immer größere Flächen 

4rr? bestrahlen muß. Bei ebener Abstrahlung dagegen bleibt die Inten- 
sität konstant. 


Besteht die Strahlung aus einem Teilchenstrom, dann wird man als 
Quellstärke Q die Zahl der pro Sekunde emittierten Teilchen definieren. 
Die zugehörige Stromdichte j stellt dann die Zahl der pro Sekunde durch 
die Einheitsfläche hindurchtretenden Teilchen dar. Im Falle einer Wellen- 
ausbreitung wird man Q mit der pro Zeiteinheit erzeugten Energie iden- 
tifizieren und entsprechend j mit der Energiestromdichte. 
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Unterliegt die Strahlung einer Dämpfung, so macht sich diese zumeist 
in einem expnonentiellen Abfall der Intensität bemerkbar: 


Inne alle, (3) 


mit 2, als-charakteristischer Strecke, längs deren die Intensität auf den 
e-ten Teil abfällt. 


Übungsaufgaben 


51.1. Auf einen Hohlspiegel mit dem Radius A$ trifft ein im Abstand a von der Achse 
parallel einlaufender Strahl. Man bestimme an Hand des Reflexionsgesetzes 
den Abstand f(a) vom Hohlspiegel, in dem der Strahl nach der Reflexion die 
Achse schneidet. Wie groß wird f(a) in der Grenze a<& R? 


51.2. Man bestimme mit dem Fermarschen Prin- 
zip das Profi), d(a) eines Hohlspiegels so, daß 
sich alle parallel zur Achse einlaufenden 
Strahlen im gleichen Abstand f auf der 
Achse schneiden. 


51.3. Im nebenstehenden Prisma sei der Brechungs- 
index n, außerhalb des Prismas sei er 
1. Welcher Bedingung sind « und ß zu 
unterwerfen, damit die Gesamtablenkung y 
extremal wird? 
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Zusammenfassung: Die mathematische Transformation r’= r’(r) beschreibt 
eine Abbildung des Raums. Sie ist in der Umgebung des Punkts r umkehrbar eindeutig, 
wenn ihre Funktionaldeterminante von Null verschieden ist. Transformiert r’=/(r) 
Ebenen wieder in Ebenen, so vermittelt sie eine kollineare Transformation des Raums, 
deren allgemeinster Typus genau 15 freie Konstanten enthält. Auch Geraden werden 
dann wieder in Geraden transformiert. 

Die besonders interessante zentrierte kollineare Abbildung dagegen weist neben 
einer gegebenen Symmetrieachse nur noch 4 freie Konstanten auf, die so gewählt 
werden können, daß sie die Lage zweier Brennpunkte sowie zweier Hauptebenen 
bestimmen. Jede Ebene senkrecht zur Symmetrieachse wird auf eine andere Ebene 
senkrecht zur Symmetrieschse ähnlich abgebildet. Das Vergrößerungsverhältnis der 
Abbildung entspricht dem Verhältnis der Abstände b/g des Bildes und Gegenstands 
von ihren Hauptebenen. Das für die Verzerrung dreidimensionaler Figuren maßgebende 
Angularverhältnis bildet im Produkt mit der Seitenvergrößerung eine Konstante für 
alle Punkte der Achse. 


521 Abbildung des Raums 


Unter einer Abbildung des Raums ist eine Transformation aller Raum- 


punkte r 
i—r=tr(t) 005 
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zu verstehen, bei der jedem Punkte r ein Bildpunkt r’ eineindeutig, d.h. 
umkehrbar eindeutig, zugeordnet ist. Mathematisch ist eine solche Trans- 
formation definiert durch die in (l) enthaltenen drei Transformations- 
funktionen: 

X=ı(x,y,2) 


Y=y(@y.); V=r(), (2) 
!=?(x,y,2) 


die in ?’ =1r’(t) zusammengefaßt sind. 


Werden bei der Transformation (1) bzw. (2) die Punkte des betrachteten 
Raums auf eine Fläche abgebildet, wie das zum Beispiel bei einer Pro- 
jektion der Fall ist, so läßt sich keine eindeutige Rücktransformation 
angeben, lassen sich also die Gleichungen (2) nicht nach x, y, z auflösen. 
Zur umkehrbaren Eindeutigkeit gehört offenbar die Bedingung, daß die 
Punkte eines Raumgebiets da bei der Abbildung wieder ein endliches 
Raumgebiet do’ ausfüllen. Da infinitesimale Volumenelemente sich mit 
der Funktionaldeterminante in der Form 
Ay’) 
d(@yz) 
transformieren, bedeutet die Bedingung der Eineindeutigkeit, daß 

Or Of Hr 

0: 52 x 

layer) _| Or Of Or 
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ö dy dr 
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do’ = 


do (8) 


ist, daß also die Funktionaldeterminante (4) der Transformation von 
Null verschieden sein muß. 


Physikalisch realisieren lassen sich solche Abbildungen durch Strahlen. 
Hat der Brechungsindex r(rt) in Abb. 521 eine solche Ortsabhängigkeit, 
daß alle Strahlen eines vom Punkte 1, dem „Dingpunkt“, auslaufenden 
Bündels wieder in einem anderen Punkte, 


R dem Bildpunkt I’, zusammenlaufen, so ist 

1 der Punkt 1’ dem Punkte 1 eineindeutig zu- 
geordnet, und man spricht von einer Abbil- 

dung dieses Punktes 1 nach 1’. Wird weiter 

a oA durch x (rt) dafür gesorgt, daß andere Punkte 


2 | i 5 

Abb. 521. Schematische Darstel- H 3, & j en PEN. ee ae j 
lung der Abbildung zweier Ding- 3, 4 ... abgebildet werden, so liegt eine 
punkte 1;2durchStrahlenbündel Abbildung vor, für deren Diskussion die 
in Bildpunkte 1/52 Überlegungen (1) bis (4) maßgebend sind. 
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Die Beispiele solcher durch Strahlen vermittelten Abbildungen sind 
unerschöpflich. Die für unser Leben wichtigste Abbildung ist die Ab- 
bildung beleuchteter Gegenstände auf die Netzhaut unseres Auges. Von 
jedem einzelnen Punkte des Gegenstands werden Lichtstrahlen nach 
allen Seiten ausgesandt. Ein Teil von ihnen trifft die Pupillen unserer 
Augen und vereinigt sich wieder auf der lichtempfindlichen Netzhaut. 
So werden den verschiedenen Punkten des Gegenstands verschiedene 
Punkte der Netzhaut zugeordnet, und wir „erkennen“ den Gegenstand 
auf Grund unseres Erlebnisses auf der Netzhaut. Andere Beispiele für 
Abbildungen durch Lichtstrahlen liegen bei den meisten optischen Ge- 
räten vor, wie sich überhaupt die technische Optik vornehmlich mit den 
durch Lichtstrahlen realisierbaren Abbildungen befaßt. 


In den weiteren Abschnitten dieses Kapitels soll zunächst eine mathe- 
matische Analyse der überhaupt möglichen sowie der für die Technik 
besonders interessanten Abbildungen durchgeführt werden. Erst an- 
schließend wird untersucht, unter welchen Voraussetzungen und mit 
welchen Einschränkungen solche Abbildungen durch Strahlen physikalisch 
realisiert werden können. 


522 Kollineare Abbildungen 


Unter der Gesamtheit beliebiger Abbildungen r’ =r’(r) des Raums 
interessieren für die Belange der praktischen Optik insbesondere solche 
Abbildungen, bei denen geometrische Figuren möglichst unverzerrt ab- 
gebildet werden. Stellt man lediglich die Forderung, daß Ebenen wieder 
in Ebenen überführt werden sollen, so erhält man die von Gauss unter- 
suchte Gesamtheit der kollinearen Abbildungen. 


Werden zwei Ebenen voraussetzungsgemäß wieder in zwei Ebenen 
überführt, so muß ihre Schnittgerade wieder eine Gerade werden. In 
‚anderen Worten, neben den Ebenen wird auch jede Gerade wieder in 
eine Gerade transformiert. Man kann sich leicht überlegen, wie viele Be- 
stimmungsstücke zur eindeutigen Angabe einer solchen kollinearen Abbildung 
mindestens erforderlich sind. In der allgemeinsten kollinearen Abbildung 
kann zunächst der Koordinatenursprung tr = (0,0,0) in einen beliebigen 
Punkt r’ überführt werden. Dazu sind 3 Zahlenangaben erforderlich. 
Weiter kann der Einheitsvektor der «-Richtung r = (1,0,0) in der Ab- 
bildung einen beliebigen Wert bekommen. Seiner Festlegung entsprechen 
weitere 3 Zahlenangaben. Da rechte Winkel in beliebige andere Winkel 
transformiert werden können, sind für die Abbildung der Einheitsvektoren 
r=(0,1,0) und r= (0,0,1) je 3 weitere Zahlenangaben, also bislang 
insgesamt 12, erforderlich. 
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Weil die Geraden wieder in Geraden überführt werden, kann der Ein- 
heitsvektor der negativen x-Richtung r — (— 1,0,0) nicht mehr willkürlich 
vorgeschrieben werden. Er muß in Abb. 522 auf der bereits gegebenen 
x'-Achse liegen, kann dort aber an einer beliebigen Stelle liegen, da der 
Abbildungsmaßstab nicht konstant vorausgesetzt wurde. Dieser Vektor 
ist also durch eine einzige weitere Zahlenangabe festlegbar. Da das gleiche 
für die Vektoren r= (0, — 1,0) und 
t= (0, 0, —1) gilt, muß die allgemeinste 
kollineare Abbildung mindestens 15 will- 
kürliche Parameter enthalten. Daß diese 
Parameter auch hinreichend zur Bestim- 
mung einer solchen Abbildung sind, wird 
sich bei ihrer expliziten Berechnung her- 
ausstellen. In Abb. 522 sind die zur Fest- 
legung der Abbildung erforderlichen 
Transformationspunkte dargestellt. Die 
Ziffer neben jedem Punkt gibt die Zahl 
der zu seiner Fixierung erforderlichen 


Abb. 522. Besti ngsstücke an 
Die 15 erforderlichen Bestimmungs- Be 
stücke einer kollinearen Abbildung Nunmehr soll eine kollineare Abbil- 


dung explizit angegeben werden. In 
Komponenten lautet die zugehörige Transformation der Raumpunkte 


X =x(®,y,2) Y=y(&,y,2) z!=2'(2,y,2). (l) 


Die Darstellung kann auch ohne Verlust an Allgemeingültigkeit durch 
ganze Funktionen f und g erfolgen in der Form 


‚_ hie, 9,2) ‚_ bes) ‚_h&y2) 
"Tl, 9:2) TR, 92) Tale) a 


Die verschiedenen Funktionen f und g sollen dann Potenzreihen in x, % 
und z sein. 


Eine Flächenschar im Abbildungsraum ist allgemein durch 
Fix, y,:)+D=0 (3) 


gegeben, wobei jedem Wert der Konstanten D eine andere Fläche ent- 
spricht. Soll diese Fläche eine Ebene sein, so darf F höchstens linear in x’, 
y und z’ sein, und man erhält 

Az’ +By'+0z7+D=0 4 


dr =(4,B, c) (4) 


für die Gleichung der Ebene. Ihr Gradient, und damit auch ihre Normalen- 
richtung, ist im ganzen Raume konstant. Soll die Transformation (1) 
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bzw. (2) Ebenen in Ebenen überführen, so muß die Ebenengleichung (4) 
auch in bezug auf die Koordinaten x, y, z 


Bra 
re an . (5) 


wieder die Gleichung einer Ebene sein. Das aber ist nur dann der Fall, 
wenn erstens 
HR=I=I Afı+ Bfa+ Cfs+Dg=0 (6) 


ist und zweitens die Funktionen f,, fa, f, und g in höchstens erster Potenz 
von x, y und z abhängen. 


Eine Transformation ist also dann kollinear, wenn sie sich in der Form 


‚_ aRtbytaztd _ Ga®4+bey+ 092 +de 


ox+by+c2+d y ax +by+c2+d 


7 
» _ Os + bsy + 03% rd; ul 


as +by+cz+d 


darstellen läßt. Diese Transformation enthält insgesamt 16 Konstanten, 
von denen aber eine willkürlich ist, da man alle Zähler und Nenner um 
einen gemeinsamen willkürlichen Faktor vergrößern kann, ohne an der 
Transformation selbst irgend etwas zu verändern. Die in Abb. 522 und 
dem begleitenden Text anschaulich diskutierten 15 Konstanten sind daher 
hinreichend, um eine kollineare Abbildung vollständig zu bestimmen. 


523 Zentrierte kollineare Abbildungen 


Wird durch Strahlen eine Abbildung des Raums bewirkt mit Geräten, 
die rotationssymmetrisch um eine Achse angeordnet sind, so wird die 
Abbildung diese Rotationssymmetrie mit übernehmen. Es entstehen 
sogenannte zentrierte kollineare Abbildungen, deren Rotationssymmetrie 
die Zahl der Bestimmungsstücke der Transformation erheblich verringert. 


Sind die x-Achse und die x’-Achse mit der 
Achse der Rotationssymmetrie identisch, so 
muß jeder Punkt der x-Achse wieder auf die 
x-Achse abgebildet werden. Die Abbildung der 
drei Punkte r= (0,0,0) und r=(+1,0,0) er- 
fordert also nur 3 Zahlenangaben. Weiter 
werden y- und y’-Achse sowie z- und 2’-Achse 
einander zugeordnet. Aus Gründen der Rota- 
tionssymmetrie muß jeder Punkt der y-Achse ‚»h.523.1. Die 4 Bestim- 
in der Abbildung auf der y’-Achse liegen. mungsstücke der zentrierten 
Hierzu ist eine Zahlenangabe über den Abstand kollinearen Abbildung 


14 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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von der Achse erforderlich. Die Abbildungsvorschrift der übrigen 3 Punkte 
von Abb. 522 außerhalb der x-Achse erhält man durch Drehung der Figur 
um die x-Achse. So folgt also direkt aus der Rotationssymmetrie, daß 
4 Zahlenangaben allein die zentrierte kollineare Abbildung festlegen. Die 
hierfür charakteristischen Größen sind in Abb. 523.1 dargestellt. 


Bei der zentrierten kollinearen Abbildung wird also offenbar jede Ebene 
x = konst., die senkrecht auf der Rotationsachse steht, in eine ent- 
sprechende Bildebene x’ — konst. überführt. Darüber hinaus ist die Ab- 
bildung der Ebenen sogar ähnlich, also winkeltreu. y’/y gibt den aus Gründen 
der Rotationssymmetrie für das Ebe- 
nenpaar konstanten Vergrößerungs- 
faktor an. Vergleicht man nämlich 
die beiden Dreiecke in Abb. 523.2, 
so ist hier 
BR. WERE; DER REN 
9=Y; u a aan (l) 
Sie sind also einander ähnlich. Weiter 
läßt sich jede geometrische Figur in 
Abb. 523.2. Ähnlichkeit von Dreiecken S0lche Dreiecke mit einer Spitze in 
innerhalb der zugeordneten Ebenen der Rotationsachse zerlegen. Daher 
werden alle Figuren der Ebene 
x = konst. mit dem Vergrößerungsmaßstab y’/y auf die Ebene x’ = konst. 
ähnlich abgebildet. 


Die analytische Darstellung der zentrierten kollinearen Transformation 
folgt als Spezialfall aus der allgemeinen Transformation (522.7). Da jeder 
Punkt der x, y-Ebene in die x’, y’-Ebene fällt, genügt eine Darstellung ohne 
zund 2’ in der Form ° 

_ ır+by+dı ‚_ Mt +bsy+d; (2) 
ax +by+d ax+by+d ' 


Der Übergang vom Punkt x,y zum Spiegelpunkt x,—y entspricht einer 
Drehung um 180° und soll daher auch 2’, y’ in x’, —y’ überführen. Das aber 
ist nur möglich, wenn , =b=0 und a, =d, = 0 ist, so daß die Trans- 
formation die Form 


02% +d, 5b 
a: 5 


% 


bekommt... 


524 Eigenschaften der zentrierten Abbildung 


Als Brennpunkte x, und x, werden die beiden Punkte der Achse be- 
zeichnet, deren zugehörige Abbildungspunkte im Unendlichen liegen. 
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Das sind nach (523.3) die Punkte 


2B= = x - : (di) 
Diese beiden Punkte werden im Gegenstands- und Bildraum als Koordi- 
natenursprung gewählt. Dann ist d= a, = 0 und 

d, b 
er aus 2 
Unter allen Paaren von Ebenen, die ineinander abgebildet werden, 

gibt es ein Ebenenpaar, bei dem die Abbildung nicht nur ähnlich, sondern 
auch flächentreu, also kon- 
gruent ist. Es besteht aus den 
sogenannten Hauptebenen H 
und H’, die in Abb. 524.1 
an den Stellen x = —f und 
x = —f’ liegen. Dabei ist 
Z<0 und >0. In (2) sind 
diese Ebenen durch yY=y 
charakterisiert, also &—=b,/a Abb. 524.1. Darstellung der zentrierten Abbil- 
=—f und x" = (d,/a)(a/b,) dung durch Hauptebenen und Brennpunkte 
= — f’. Die in (2) verbliebe- 
nen Konstanten lassen sich also durch f und f’ ausdrücken: 


(3) 


Die 4 zur Bestimmung der zentrierten Abbildung erforderlichen Zahlen- 
angaben bestehen also nach Abb. 524.1 und (3) in der Festlegung der 
beiden Brennpunkte so- 
wie der, beiden Haupt- 
ebenen auf der Rota- 
tionsachse. 


Die in (3) dargestell- 
ten Abbildungsformeln 
Abb. 524.2. Geometrische Konstruktion der zentrierten erlauben eine geometri- 


Abbildung. Die negativen Vorzeichen sorgen für sche Konstruktion des 
positiv definite Strecken Bildpunktsy’. Man ziehe 


von y aus eine Parallele 
zur Achse und eine Gerade durch den Brennpunkt B bis nach H. Man 
übertrage die beiden Schnittpunkte von H nach H’ und führe anschließend 
vom oberen Schnittpunkt aus eine Gerade durch den Brennpunkt PB’, 
vom unteren dagegen eine Parallele zur Achse. Im Schnittpunkt der 


H' 


14* 
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beiden letzteren Geraden liegt y’. Denn wegen der Ähnlichkeit der schraf- 
fierten Dreiecke gilt s/_-i_® di 


in Übereinstimmung mit (3). Im Zusammenhang mit Abbildungen, die 
durch Lichtstrahlen und optische Geräte vermittelt werden, pflegt man 
die Geraden der Figur auch mit Lichtstrahlen zu identifizieren, die aus dem 
Unendlichen am Gegenstand bzw. Bild vorbei parallel einlaufen und sich 
auf der jeweils anderen Seite im Brennpunkt vereinigen. 


Außerdem werden gelegentlich die Gegenstandsweite g und Bildweite b 


en g=—(@+f) ber4f (6) 
eingeführt. Die Transformation (3) hat dann die Form 
Sf = =— te —-)=if+of—bi— gb (6) 
oder auch vH 
l= BG (7) 


und bei gleichen Brennweiten f = -—f” gilt 


4+44=7. (8) 


De nl 
ayt Br u 
f 
IRB. > SBENEL. > AMRENEEL (9) 
u 7 ıı\ 
 ) 


Die Größen von Bild und Gegenstand verhalten sich also wie ihre Abstände 
von den zugehörigen Hauptebenen. 


Während die Ebenen x = konst. ähnlich abgebildet werden, findet bei 
der Abbildung dreidimensionaler Körper eine Verzerrung statt. Im Fern- 
rohr zum Beispiel erscheinen weit 
voneinander entfernte Ebenen 
dicht hintereinander liegend. Ein 
schräg unter dem Winkel « zur 
Achse liegender Stab I erscheint 
in der Abbildung als 7’ unter 
einem anderen Winkel, nämlich ’, 
Abb. 524.3. Zur Angularvergrößerung wie Abb. 524.3 zeigt. Charakte- 
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ristisch für die hierbei auftretende Verzerrung ist die sogenannte Angular- 
vergrößerung «. Um den Winkel w zu finden, wird man nicht Anfang 
und Ende von /, sondern einfacher die Punkte 1 und 2 in die Punkte I’ 
und 2’ abbilden. Wegen der Kollinearität der Abbildung ist dann auch 1’2’ 
eine Gerade, auf der bzw. auf deren Verlängerung !’ liegen muß. 2’ folgt 
einfach aus der identischen Abbildung zwischen H und H’, während I’ 
aus der Abbildungsformel (3) folgt. Nach (3) und der Figur wird somit 


_tW tu) _ i+® E_ z(f+:) _._H+ (10) 
gu 02 gu Pa ae 

Das Produkt aus Seitenvergrößerung y’/y und Angularvergrößerung ist 
konstant 


(11) 


Übungsaufgaben 


52.1. Man bilde die Umkehrtransformationen 


a) zu (523.2), 
b) zu (524.3). 


52.2. Man gebe gemäß Abb. 524.2 die Abbildung eines in der xy-Ebene liegenden 
“ rechtwinkligen Dreiecks an, das sich dicht links neben # = 0 befindet. 


53 Abbildung durch Strahlen 


Zusammenfassung: Bestimmte Anordnungen von Spiegeln und brechenden 
Flächen haben die Eigenschaft, Abbildungen zu vermitteln. So liefert der Planspiegel 
eine spiegelbildlich kongruente Abbildung des ganzen Raums. Ein spiegelndes 
Rotstionsellipsoid bildet seine beiden Brennpunkte aufeinander ab. Die brechende 
Ebene bildet eine unendlich ferne Ebene auf eine andere unendlich ferne Ebene ab, 
während eine brechende Kugel mit dem Radius R zur gegenseitigen Abbildung der 
Kugelflächen mit den Radien Rn und R/n führt. Außer beim Planspiegel aber sind 
diese Abbildungen nicht kollinear. Es werden überhaupt nur einzelne Punkte oder 
Flächen aber keine ganzen Raumgebiete aufeinander abgebildet. 

Eine näherungsweise Abbildung dagegen liefern enge Strahlenbündel beim achsen- 
nahen Durchlaufen beliebig geformter und angeordneter, brechender oder reflek- 
tierender Flächen. Bei Rotationsflächen verhalten sich die Brennweiten — f/f’ wie diezu- 
gehörigen Brechungsindizes n/n’, und die Abbildungen sind zentriert kollinear. Die 
durch Linsen und ganze Systeme von Linsen vermittelte Abbildung wird durch Zu- 
sammenfügung der Abbildungen, die jeder einzelnen Rotationsfläche entsprechen, 
zu einer Gesamtabbildung berechnet. 

Eine durch weite Bündel vermittelte Abbildung unterliegt dem AsBeschen Sinus- 
satz, der im Widerspruch zu den Grundeigenschaften der kollinearen Abbildung steht. 
Letztere kann daher nur als erste Näherung der Strahlentheorie im Rahmen einer 
Potenzentwicklung angesehen werden, deren höhere Glieder die Abbildungsfehler 
enthalten. So sind Verzeichnung, sphärische Aberration, Astigmatismus, Bildfeld- 
wölbung und Koma als Abbildungsfehler dritter Ordnung bekannt. Die Abbildungs- 
“fehler höherer Ordnung spielen keine praktische Rolle. 
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531 Abbildung einzelner Punkte 


Der Planspiegel liefert eine virtuelle, spiegelbildliche Abbildung des 
gesamten Raums. Das in Abb. 531.1 von r ausgehende und am Spiegel 
reflektierte Strahlenbündel ist divergent. Ein Beobachter dieses Bündels 
aber wird den Eindruck haben, daß sich der Punkt r in der rückwärtigen 
Verlängerung der Strahlen bei r’ befindet. r’ wird deshalb als virtueller 
Bildpunkt bezeichnet. Es wird sich später herausstellen, daß dies die einzige 
exakt kollineare Abbildung durch Strahlen ist, die überhaupt existiert. 


N % 
N N 
UN 
sıN 
Ss MN 
RN 
SIN 
“ 2 w' 
Abb. 531.1. Virtuelle Abbildung Abb. 531.2. Abbildung der Brenn- 
durch Planspiegel punkte beim Rotationsellipsoid 


Der parabolische Hohlspiegel bildet, wie in Übungsaufgabe 51.2 fest- 
gestellt wurde, den unendlich fernen Achsenpunkt in den Brennpunkt 
des Paraboloids ab. Er kann als Spezialfall des in Abb. 531.2 dargestellten 
spiegelnden Rotationsellipsoids angesehen werden, das einen Brennpunkt 
auf den anderen abbildet. Der Beweis dieser Abbildung kann durch den 
Nachweis geführt werden, daß in Abb. 531.2 für einen beliebigen Punkt 
der Peripherie g, = 9, ist. Er kann aber einfacher daraus gefolgert werden, 
daß beim Ellipsoid bekanntlich 


r7+rg—=konst. . \ () 


ist. Die optischen Wege (n = konst.) von einem Brennpunkt über einen 
beliebigen äußeren Punkt P zum anderen Brennpunkt sind alle gleich 
lang. Diese Bedingung gilt natürlich ebenso für dicht benachbarte Strahlen 
und erfüllt damit das FermArsche Extremalprinzip. Ein anderer Grenz- 
fall des Ellipsoids, bei dem die beiden Brennpunkte zusammenfallen, 
ist die Kugel. Eine spiegelnde Kugel bildet demnach ihren Mittelpunkt 
auf sich selbst ab. 


Eine genäherte Abbildung des unendlich fernen Achsenpunktes liefert 
nach Übungsaufgabe 51.1 auch der sphärische Hohlspiegel, wenn nämlich 
das einfallende Strahlenbündel eng ist, der Abstand a des achsenfernsten 
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Strahls also klein gegen den Radius des Hohlspiegels ist, so daß für seinen 
Einfallswinkel $ noch genähert 
5 < 1: singztgp (2) 


gelten kann. Dann vereinigt sich das Bündel in von a unabhängiger Weise 
bei f= R/2 auf der Achse. 


In einem Medium mit dem Brechungsindex n > 1 läuft von r aus ein 
Strahlenbündel nach allen Seiten. Gemäß Abb. 531.3 findet eine Brechung 
an der ebenen Grenzfläche statt. Sollen sich die Strahlen wieder scheinbar 
in einem Punkte r’ vereinen, so müssen P und P’ identisch sein. Das aber 


ist wegen PO — h/tg9, und An tgp, nur der Fall, wenn die Bedingung 


tg9ı _ 89 _y% 
—-ı— = konst. 3 
tg  tEM a) 


Abb. 531.3. Abb. 531.4. 
Brechung an einer ebenen Grenzfläche Brechung an einer Kugel 


für alle Strahlen erfüllt ist. Nach dem Brechungsgesetz aber soll sin p,/sin @, 
konstant sein. Die Bedingung (3) ist daher nur erfüllt, wenn für alle Strahlen 
9 =, ist. Das ist nur bei Punkten r der Fall, die links unendlich fern 
liegen. Bei der Brechung an einer ebenen Grenzfläche wird also nur die 
unendlich ferne Ebene auf sich selbst abgebildet. Jedoch erfüllen auch hier 
enge Strahlenbündel mit 

%=9 oder singrtgp (4) 


genähert die Bedingung (3). Da das Auge im allgemeinen nur enge Bündel 
aufnimmt, werden zum Beispiel im Wasser befindliche Gegenstände 
virtuell abgebildet, also sichtbar. 


Nach einer Konstruktion von WEIERSTRAss bildet die durchsichtige 
Kugel (Radius R, Brechungsindex n) zwei endlich ferne Kugeloberflächen 
aufeinander ab. In Abb. 531.4 läuft ein Strahl vom Punkt P im Abstand 
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Rjn vom Mittelpunkt über den Punkt A aus der Kugel heraus nach links. 
Auf der rückwärtigen Verlängerung liegt P’. Wegen sin «/sin ß = n, wegen 
OP = R/n und des Sinussatzes im Dreieck AOP ist der Winkel bei P 
gleich dem Ausfallswinkel «. Das Dreieck AO’ ist zum Dreieck AOP 
spiegelbildlich ähnlich wegen der Gleichheit von je zwei Winkeln. Dem- 
nach muß der Winkel bei P’ gleich ß sein, und der Punkt P’ auf der Ver- 


längerung von OP liegt im Abstand 


‘OP = = AO=Rn (5) 
vom Mittelpunkt, ist also unabhängig von speziellen Werten der Winkel «, 
ß£ und y. Verschiebt man A auf der Oberfläche der. brechenden Kugel, 
so bleibt P’ erhalten. In anderen Worten, alle von P auslaufenden 
Strahlen vereinigen sich virtuell im Punkt P’. Jedem Punkte P auf der 
inneren Kugel mit r = E/n ist ein Punkt P’ auf der äußeren Kugel mit 
= En durch die virtuelle Abbildung zugeordnet. 


532 Verhalten enger Strahlenbüschel 


Die verschiedenen Beispiele des Abschnitts 531 zeigen, daß offenbar nur 
einzelne Punkte oder höchstens ganz bestimmte Flächen durch Strahlen 
exakt abgebildet werden, daß aber durch schmale Büschel oftmals dort 
noch genähert Abbildungen möglich sind, wo sich weite Büschel nicht 
wieder in einem Punkte vereinigen. Hier soll nun gezeigt werden, daß 
sich an beliebigen brechenden Rotationsflächen eine zentrierte kollineare 
Abbildung durch enge Strahlenbüschel erzielen läßt. 


Abb. 532. Abbildung an einer brechenden Rotationsfläche 


In Abb. 532 läuft von P ein schmales Büschel mit einem Strahl unter 
dem Winkel u aus, das bei P’ unter dem Winkel — w’ wieder einläuft. 
Die Grenzfläche wird genähert als kugelförmig mit dem Krümmungsradius R 
angesehen. Dann lautet das Brechungsgesetz 

sin(e+u—w n’ 
Fr 2% ) 
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Sind —a—f und r’ en f die Abstände der Punkte P und P’ von der 
Fläche, so gilt 


a n__ a 

wu Eu, tg(— uw) = (2) 

Die Angularvergrößerung « wird unabhängig von der Höhe a wie früher 
_tgW S a+f 

gu "FH “ 


Schließlich hängt — w nach der Figur mit a und R zusammen durch 
in(— WW). (4) 
Die Gleichungen (1) bis (4) enthalten eine Bedingungsgleichung für die 


Transformation von x nach ?’, in der a, R und n auftreten. Bei kleinen 
Winkeln 6 ist inö=-tgö=>Ö und hier entsprechend 


ee Er FH 
zn € en are Re a (8) 
—+u 
R R z+f 
oder auch: 
(—n) m" n 
R  z+f str (6) 


Die bislang willkürlichen Konstanten f und f’ werden jetzt so gewählt, 
daß sie die Brennpunkte in (6) repräsentieren: 


) 


-7-7 P+I=R. (8) 


Bei r’/n— 1 werden — f und f’ unendlich, und die Rotationsfläche läßt 
alle Strahlen geradlinig durchlaufen. Im übrigen lassen sich in (6) R und 
n durch f und f’ ersetzen 


es In ie, 
ern ‚“) 

und es entsteht aus (9) die einfache Form (524.3) 
xx =ff (10) 


der zentrierten kollinearen Abbildung. 
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Die Abbildung von Punkten außerhalb der Symmetrieachse erhält man 
durch Drehung der Figur in Abb. 532 um den Winkel y, so daß die strich- 
punktierte Linie waagerecht liegt. Auch diese Linie kann wegen der 
Kugelsymmetrie der Anordnung um den Punkt M als Rotationsachse 
angesehen werden. Die Seitenvergrößerung folgt dann mit R=f+f’ aus 
(8) direkt nach der Figur als 
MEER AH (1) 
Yy x+f—R s-f = «f-a) x’ 
wiederum, wie (10), in Übereinstimmung mit Gleichung (524.3). 


Die Angularvergrößerung (3) läßt sich wie früher darstellen durch 


tgu’ 2+f ‚v_2&C4 __1%9 
iu a Pay 112) 


Es gilt also mit (8) 
nytgwW=nytgu = konst. | (13) 


Das Produkt aus n, y und tg u ist also offenbar eine Invariante der Trans- 
formation. (13) wird auch als die HEimHoLtz-LAGrRAnGeEsche Gleichung 
bezeichnet. 


Durch die Gleichungen (10) und (11) ist erwiesen, daß sich an brechenden 
Rotationsflächen durch schmale Büschel zentrierte kollineare Abbildungen 
erzielen lassen. Die Hauptebenen H und H’ sind in dieser Näherung iden- 
tisch und enthalten den Schnittpunkt der Rotationsfläche mit der Achse. 
Die beiden Brennweiten f und f’ bestimmen sich nach (8) aus Krümmungs- 
radius RE und Brechungsindex n. Da weiter durch mehrere aufeinander- 
folgende kollineare Abbildungen wiederum eine kollineare Abbildung ent- 
steht, läßt sich aus den Ableitungen dieses Abschnitts folgern, daß auch 
eine beliebige Anordnung mehrerer Rotationsflächen mit beliebigen 
Brechungsindizes bei engen Strahlenbündeln stets eine zentrierte kollineare 
Abbildung ermöglicht. Bei komplizierteren Systemen wie Linsen, Fern- 
rohren usw. erübrigt sich daher die allgemeine Untersuchung der Abbildung. 
Es ist lediglich die Lage der Hauptebenen und der Brennpunkte zu be- 
stimmen, solange man von „Abbildungsfehlern‘‘, den Abweichungen von 
der Kollinearität, und überhaupt der exakten Abbildbarkeit absieht. 


533 Abbildung mit optischen Linsen 


Als wichtigste Anwendung des Abschnitts 532 soll nunmehr die durch 
eine Linse der Dicke d vermittelte Abbildung berechnet werden. Bei engen 
Strahlenbündeln ist die Abbildung kollinear. Sie setzt sich aus zwei auf- 
einanderfolgenden Kollineationen an beiden brechenden Flächen der 
Linse zusammen. Die Bezeichnungen gehen aus Abb. 533 im, einzelnen 
hervor. ' 
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Die endgültigen Linsengleichungen lauten 
‚_._ FF 3 

Her Tr Pegel (1) 
Die Größen F, F’ sowie die Abstände ö und ö’ der Hauptebenen H und H’ 
von den Rändern der Linse sind zu bestimmen, während r,, r,, d und der 
Brechungsindex n der Linse gegeben sind. Außen sei n = 1. Für eine ein- 
zelne brechende Rotationsfläche werden aus Abschnitt 532 die Formeln 
ER LE; _ f . En nR . Mn n’R 
ma Varzn Jay Sa 2 
übernommen. Diese Formeln (2) gelten für die einzelnen Kollineationen 
von xy, nach 25%, sowie 
von x2,y, nach x,y,. Hier 
in (2) werden x -+f und 
x’ + f’ vom Achsenschnitt- 
punkt der jeweiligen Rota- 
‚tionsfläche aus gezählt, 
während X+F und X’+F’ 
von den Hauptebenen aus 
gezählt werden. 


x 


Kıyı —WAayg Kay 3 = KyyYy 


Zwischen den Koordina- Abb.533. Zur Ableitung der Linsengleichungen 


ten X,Y von (1) und den- 
jenigen des Abschnitts 532, hier mit x,...x, bezeichnet, besteht nach 
Abb. 532 und Abb. 533 der Zusammenhang: 


X+F=-n+tfi+6 X+Ffen+fit 6 
=y Ya Ys Y=y. 


Nunmehr werden zwischen x, %, > %, Y, sowie zwischen 2,, y, —2%,, Y, 
die Formeln (2) angewandt, also 


(3) 


r nn, NTy 


u ya m rer RI A 1-n @ 


Wegen der Linsendicke d besteht zwischen den Koordinaten x, und ®, 
die Beziehung 
at for fd. (5) 


Die Vorzeichendefinitionen von (3) und (4) entsprechen der im all- 
gemeinen üblichen Konvention. Sie betreffen insbesondere Krümmungs- 
radius r, Brennweite f und Hauptebenenabstand ö. Als positive Richtung 
ist die Strahlrichtung ausgezeichnet. Läuft der Lichtstrahl vom Scheitel 
zum Krümmungsmittelpunkt, dann ist r>0. Die Strecken f und ö werden 
von der zugehörigen Hauptebene aus gemessen. 6’ wird von H’ aus in Strahl- 
richtung abgetragen und ist deshalb positiv, ö jedoch ist negativ. 


Pr 


208 5 Strahlen (kurze Wellen) [533] 


Mit den Abkürzungen 
A=—-F+ö4+fs  Befr-f—4; C=F—d—f (6) 
läßt sich X’ in (3) darstellen durch 
X-A+n-4+ ler Zle 
3 2 


—hfrAd+ brands C+(ffa+AB) 2 
fie + BC+ 


Im zweiten und vierten Gleichheitszeichen sind die beiden Kollineationen 
an den beiden Rotationsflächen gemäß (2) berücksichtigt, im ersten, 
dritten und fünften Gleichheitszeichen die Gleichungen (3), (5) und (3) 
mit den Abkürzungen (6). Entsprechend wird Y’ 


hfsyı 
SER DE u Bi ne 
Y-y= I Pa en REN u Eu? “ hh+BC+BX (8) 
2 


Durch (7) und (8) ist also nun eine kollineare Abbildung zwischen X Y 
und X’ Y’ gegeben, die aus zwei aufeinanderfolgenden Abbildungen dieser 
Art aufgebaut wurde. Soll diese Transformation die Form (1) erhalten, 
so müssen die Bedingungen 


fife +BC=0 fsfa+ AB=0 


br — (fr A+ hf +4BO)=FF 


(9) 


erfüllt werden, was sich durch geeignetes Verfügen über die Größen F, 
F’',6 und 6’ erreichen läßt. 


Die vierte Bedingung (9) vereinfacht sich auf Grund der zweiten und 
dritten zu 


F- had _ x 2 4- + hr Ami ö —. fi). (10) 


Die erste und zweite Bedingung von (9) lassen sich mit (6) nach F —ö 
und F’—.ö’ auflösen: 


F—ö-f- a: Pr-j4 u) 


Die dritte Bedingung (9) und die erste der Gleichungen (11) erlauben, 
F und ö einzeln zu bestimmen als 


se MER: SER 
2 fl d 7 has —d i 22) 
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während sich F’ und ö’ aus (10) und (11) einzeln berechnen lassen: 


‚___ tale ‚___ fd 
a Tu en 
Damit ist im Prinzip die Aufgabe gelöst. Die gesuchte T’ransformation 
ist durch (1) und Abb. 533 gegeben. Die in ihr gesuchten Größen F, F’, 
ö und ö’ sind in (12) und (13) als Funktionen von d und f, bis f, bestimmt, 
die nach (4) direkt mit r,, r, und n zusammenhängen. Setzt man diese 
Werte ein, so wird 


(14) 


Die Abstände der Hauptebenen ö und ö’ schließlich werden nach (12) 
und (13) 
I sa er, 
—fs NT, n T2 
g_ I m_ aD „m _ Rd Fi 


la nr, n r] 


(15) 


Die Gleichungen der dünnen Linse gehen aus (14) und (15) in der Grenze 
d—0 hervor. Hier wird 


=0=0: 7-01.) (16) 


534 Der Aspgesche Sinussatz 


Während im bisherigen Verlauf dieses Kapitels gezeigt werden konnte, 
daß enge und achsennahe Strahlenbüschel beim Durchgang durch be- 
liebig angeordnete brechende Rotationsflächen zu kollinearen Abbildungen 
führen, steht die Frage nach dem Verhalten weiter Strahlenbündel einst- 
weilen noch offen. Es gibt nämlich eine Reihe von Anwendungen, bei denen 
auf die Mitwirkung weiter Bündel nicht verzichtet werden kann. Beim 
Mikroskop zum Beispiel liegt das Objekt sehr dicht vor der ersten Linse, 
so daß die auftretenden Öffnungswinkel (Apertur) recht groß werden. 
Würde man hier schmale Bündel ausblenden, so geschähe das auf Kosten 
der Helligkeit des Bildes. 


Daher soll in diesem Abschnitt die Frage untersucht werden, ob weite 
Bündel eine kollineare Abbildung vermitteln können. Sie wird von CLAUSIUS 
und ABBE im sogenannten AsBEschen Sinussatz negativ beantwortet. 
In Abb. 534 werden die Lichtwege der achsennahen und achsenfernen 
Strahlen zweier Punkte P und Q miteinander verglichen. Es wird ange- 
nommen, daß das Linsensystem so beschaffen sei, daß P und Q bei P’ 
und ©’ durch ein weites Strahlenbündel abgebildet werden, in dem auch 
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die um einen Winkel u bzw. — w verschiedenen Strahlen I und III bzw. 
II und IV enthalten sind. Q soll ein achsennaher Punkt sein. In der Ab- 
bildung sind y und y’ zur Verdeutlichung übertrieben groß gezeichnet 
worden. Es bleibt zu über- 

Linsensystem legen, ob nicht vielleicht 


-mit den hier gemachten 
Th 8 


OH EG | Vi t leichzei- 
„oe N ms 
ET SS, Et 


I Zu tät im Widerspruch stehen. 
IR Wie sich herausstellen wird, 
ist dies tatsächlich der Fall. 


un Bedingung der Kollineari- 


Abb. 534. Vergleich verschiedener Lichtwege bei 
der Abbildung zweier Punkte P und Q Da die Strahlen Tund III 


bzw. II und IV jeweils dem 
gleichen Strahlenbündel angehören, müssen ihre Lichtwege L nach dem 
Fermasschen Prinzip gleich lang sein: 


Lı=Lın In=Lw- ı) 


Da weiter Q achsennah ist, y und y’ also klein sind, laufen die Strahlen I 
und II bzw. III und IV genähert parallel: 


Iı*=Lı Im—In=In—Inm. (2) 
Da aber Ljy = In = Zi = Zyn sein muß, folgt In = ’n’ oder mit 
i=ysinu ’=y'sinw (3) 


die als Apsescher Sinussatz bekannte Beziehung 


(4) 


für eine durch beliebige Strahlenbündel vermittelte Abbildung. 


Diese Beziehung steht jedoch zu der in Gleichung (524.11) ausgedrückten 
Grundeigenschaft der kollinearen Abbildung, 


y’ tg u’ BR Ei —= konst., (5) 


_ im Widerspruch. Soll eine durch Strahlen vermittelte Abbildung kollinear 
sein, so müssen (4) und (5) gleichzeitig gelten, was die Gültigkeit von 


cosu’ e In | (6) 


bedingen würde. 
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Die einzige exakte Lösung von (6) lautet 
W“=+u 


und liefert die spiegelbildliche sowie die identische Abbildung. Bei schmalen 
Bündeln sind « und w’ klein, so daß 


cosur coswW 1 (7) 
wird und eine Abbildung dann stattfindet, wenn gemäß (6) und (7) 
Re ° 
BE (8) 
gilt, wenn sich also die Brennweiten wie die Brechungsindizes verhalten. 


Das war in den bisherigen Beispielen (532.7) und (533.14) auch der Fall. 
Eine andere Formulierung für die Näherung (7) schmaler Bündel ist 


sinurtgu sinu=tgw. (9) 
In dieser Form wurde bereits früher in einzelnen Beispielen die Bedingung 
der Abbildbarkeit formuliert, siehe (531.2), (531.4) und (532.5). Sie gilt 
also hier ganz allgemein für ein beliebiges abbildendes System. 


535 Allgemeines über Abbildungsfehler 


In den praktischen, optischen Systemen konnte die ideale, kollineare 
Abbildung nur unter der Bedingung (534.9) realisiert werden. Es dürfen 
daher zur kollinearen Abbildung nur Strahlen geringer Neigung gegen 
die Achse im achsennahen Bereich herangezogen werden, die sogenannten 
Paraxialstrahlen. Ein von einem Punkte auslaufendes und als homozentrisch 
bezeichnetes Strahlenbündel vereinigt sich dann wieder in einem einzigen 
Bildpunkt und vermittelt so eine scharfe Abbildung des Objektpunktes. 
Nun ist aber eine Beschränkung auf Paraxialstrahlen praktisch nicht 
möglich, wenn das jeweilige optische System wirklich voll ausgenutzt 
werden soll. Denn meist sollen ja ausgedehnte Objekte mit ausreichender 
Helligkeit wiedergegeben werden, was weit geöffnete Bündel erfordert, 
die auch von achsenfernen Objektpunkten ausgehen. Eine gewisse Un- 
schärfe in der Bildebene ist die Folge. 


Diejenige Bildebene, welche die optische Achse im kollinearen Bildpunkt 
eines auf der Achse gelegenen Objektpunkts schneidet, heißt die Gavsssche 
Bildebene. Die kollineare Abbildung selbst wird auch oft als Gausssche 
Näherung der praktischen Abbildung bezeichnet. Die Abweichungen 
(Aberrationen) vom idealen GAussschen Bildpunkt in der Gaussschen 
Bildebene sind die Abbildungsfehler. Dabei sind geometrische Abbildungs- 
fehler, die bereits bei monochromatischem Licht auftreten, von chroma- 
tischen Abbildungsfehlern zu unterscheiden, die sich den geometrischen 
Fehlern überlagern und nur auftreten, wenn mehrfarbiges Licht benutzt 
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wird. Die chromatischen Abbildungsfehler haben ihren Ursprung in der 
Dispersion, der Abhängigkeit des Brechungsindex von der Wellenlänge 
des Lichts. 

Im photographischen Objektiv, im Mikroskop usw. werden die Ab- 
bildungsfehler durch Benutzung von Mehrlinsensystemen auf ein Minimum 
herabgesetzt. 


Die geometrischen Abbildungsfehler werden nach den Eigenschaften 

eingeteilt, die ein objektseitig homozentrisches Strahlenbündel im Bild- 

raum aufweist. Analytisch 

werden sie erfaßt, indem man 

die bei Berechnung des Strah- 

lenverlaufs vorkommenden tri- 

gonometrischen Funktionen in 

Abb. 535.1. höheren Potenzen berücksich- 

Kissen- und tonnenförmige Verzeichnung tigt. Die linearen Glieder dieser 

Funktionen entsprechen der 

kollinearen Abbildung. In 3. Ordnung sind 5 charakteristische Bildfehler 

in der Lichtoptik von Bedeutung, während die Bildfehler höherer Ord- 

nung keine praktische Rolle spielen. Diese 5 Bildfehler 3. Ordnung sollen 

hier nicht an Hand der relativ umständlichen Entwicklung selbst, sondern 

lediglich im Rahmen einer allgemeinen Diskussion des Strahlenbündels 
dargestellt werden. 


Ist ein dingseitig homozen- 
trisches Bündel auch im Bild- 
raum wieder homozentrisch, 
so braucht die entsprechende 
Abbildung noch nicht fehler- 
frei zu sein, da ja der Abbil- 
dungsmaßstab in der Bild- 
ebene nicht konstant zu sein 
braucht. Dies führt zu Ver- 
zeichnungsfehlern, durch dieein 
quadratisches Objekt kissen- Abb. 535.2 Öffnungsfehler. 

_ oder tonnenförmig wiederge- 
geben wird. Die Verzeiehnung beeinflußt also nicht die Schärfe des 
Bildes, sie verzerrt es aber. 


Nun vereinigen sich die Strahlen verschiedener Neigung, die von einem 
Punkt der Linsenachse ausgehen, nicht mehr in einem Konvergenzpunkt, 
sondern jedem Strahlenkegel entspricht ein etwas anderer Bildpunkt. 
Diese Abweichungen werden als sphärische Aberration oder Öffnungsfehler 
bezeichnet. Der Öffnungsfehler wie auch die nachfolgenden Bildfehler 
setzen die Bildschärfe herab. 


Hauptstrahl 
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Liegt der Objektpunkt außerhalb der optischen Achse, so ist das Bündel 
nicht mehr rotationssymmetrisch. Es besitzt zwei Symmetrieebenen durch 
den Hauptstrahl: Die Meridionalebene und die Sagittalebene (vgl. dazu 
Abb. 535.3). Unter dem Hauptstrahl ist der mittlere Strahl des jeweils 
betrachteten Bündels zu verstehen. Durch Spalte auf diese Ebenen be- 
schränkte Lichtbündel erzeugen 2 voneinander verschiedene Bildpunkte, 
den meridionalen und den sagittalen. Ihre Entfernung voneinander ist 
die astigmatische Differenz. Läßt man die Spaltbündel fort, so arten diese 
Punkte in 2 zueinander senkrechte Striche aus. Zum Astigmatismus tritt 
noch die Bildfeldwölbung hinzu. Und zwar liegen die Bildpunkte einer 
achsensenkrechten Ebene nicht wie in der Gaussschen Abbildung wieder 
auf einer Ebene, sondern auf einer irgendwie gekrümmten Fläche. Zu- 
sammen mit dem Astigmatismus besitzt also eine reale Linse zwei ge- 
wölbte Bildebenen. 


Sagittaler 
Bildpurkt 


| 
ji 


meridional 


Abb. 535.3. Meridionaler und sagittaler Bildpunkt 


Ist im Strahlenbündel nur eine Symmetrieebene durch den Hauptstrahl 
vorhanden, so bewirken die Randstrahlen eines schiefen Bündels bei 
Abbildung eines achsenfernen Punktes ein schweifartiges Bild, die Koma 
genannt (lateinisch coma — Haar, daher auch z. B. Komet). 

Im allgemeinen kommen die beschriebenen Bildfehler alle gleichzeitig 
zur Wirkung. 


Übungsaufgaben 
53.1. Es finden zwei aufeinanderfolgende kollineare Abbildungen z,y—> «,y'’— a”, y" 
Bleubin gr artbyte Ze Ga + buy + cz 
ax+by-+e . ax-+by-+c 
AR H+y te ya +ly+d 
DZ zze SS eirbyre 


Wie sieht die resultierende Abbildung x” (x,y) und y”(x,y) aus? 


53.2. Die Brennweiten der dünnen Linse sind nach dem Fermatschen Prinzip zu . 
bestimmen. 


15 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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Zusammentassung: Die Bewegung des punktförmigen Elektrons wird durch 
äußere elektrische und magnetische Kraftfelder bestimmt, die sich durch ein ska- 
lares und ein vektorielles Potential « und W beschreiben lassen. Interessiert nicht 
der zeitliche Bewegungsablauf der Elektronen, sondern nur ihr Bahnverlauf r(s), 
so überführt: man das ganze Bewegungsproblem des Elektrons auf dem Umweg 
über ein Variationsprinzip zweckmäßig in die allgemeine Form der Strahlentheorie. 
‚Als Brechungsindex n{t) fungiert dabei eine in (542.7) und (542.8) dargestellte 
‚Funktion der Potentiale, die ohne Magnetfeld unter vereinfachten Voraussetzungen 
in die Form r(t) = Yu(t)/u, übergeht. 


Die allgemeinen Bahngleichungen der Strahlentheorie leiten sich aus dem FERMAT- 
schen Prinzip ab und bestimmen die Bahn in Abhängigkeit von x(r) allein durch eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Läuft ein Strahlenbündel von nur einem 
Quellpunkt rt, aus, ist es also homozentrisch, so lassen sich seine Bahnen als Ortho- 
gonaltrajektorien einer Flächenschar 8(r) = konst. auffassen. Das Bahnproblem läßt 
sich in das Problem der Bestimmung dieser Flächenschar überführen. 


Bei engen und achsennahen Strahlenbüscheln werden die Bewegungsgleichungen 
linear. Die allgemeinsten Bahnen lassen sich durch zwei charakteristische Lösungen 
s(z) und t(x) der Differentialgleichung darstellen. Enge Büschel liefern unter sehr 
allgemeinen Voraussetzungen ähnliche Abbildungen solcher Ebenen, die von der 
Symmetrieachse senkrecht durchstoßen werden. Bei Kenntnis der charakteristischen 
Lösungen läßt sich die Phasenfunktion $(t,,r) explizit und bahnunabhängig angeben. 


541 Bewegung geladener Teilchen 


In den ersten drei Kapiteln von Teil 5 wurde die Ausbreitung von Strahlen- 
bündeln fast ausschließlich unter der Voraussetzung untersucht, daß der 
für die Ausbreitung maßgebliche Brechungsindex n(t) im ganzen Raume 
stückweise konstant war und längs irgendwelcher Flächen Unstetigkeiten 
aufwies. Das hatte eine stückweise gerade Ausbreitung der Strahlen zur 
Folge, die lediglich an den Unstetigkeitsflächen den Gesetzen der Reflexion 
und Brechung unterworfen wurde. Für die Berechnung der auf diese 
Weise vermittelten Abbildungen standen infolgedessen elementargeo- 
metrische Überlegungen im Vordergrund. Umständliche Operationen mit 
Dreiecksberechnungen und trigonometrischen Sätzen sind hier charakte- 
ristisch und unvermeidbar. Die dabei gemachten Voraussetzungen über 
den Brechungsindex sind den Verhältnissen der Lichtoptik angepaßt. 


Diese Voraussetzungen werden nunmehr verlassen. Es wird künftig 
angenommen werden, daß n (t) eine beliebige Funktion ist, sich also sowohl 
stetig als auch (im Grenzübergang) sprunghaft mit dem Ort t ändert. 
Bei Elektronenstrahlen zum Beispiel enthält nach (511.9) der Brechungs- 
index n das Teilchenpotential V unter der Wurzel, das im allgemeinen 
als stetige Funktion gegeben ist. In diesem Abschnitt sollen zunächst 
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die speziell bei Elektronenstrahlen vorliegenden Bedingungen den all- 
gemeinen Gesetzmäßigkeiten für Strahlen eingeordnet werden. In den 
nachfolgenden Abschnitten werden die allgemeinen Gesetzmäßigkeiten 
selbst untersucht wie auch ihre Eignung für die Herstellung von Ab- 
bildungen des Raumes. 


Das klassische Elektron als punktförmiges Teilchen genügt der Be- 
wegungsgleichung 
mi=e(EHIXB). - 


Hier sind m und e, Masse und (negative) Ladung des Elektrons. Auf der 
rechten Seite steht die sogenannte LorREntz-Kraft, bestehend aus den 
Einflüssen eines äußeren elektrischen Feldes € und eines Magnetfeldes ® 
(im praktischen, Giorgıschen Maßsystem). Das Magnetfeld bewirkt eine 
geschwindigkeitsabhängige Querbeschleunigung, die senkrecht auf der 
Bahnrichtung steht, denn das innere Produkt zwischen Geschwindigkeit tr 
und magnetischer Kraft e,t x ® verschwindet. Die Überlegungen dieses 
Abschnitts können übrigens auch unter der vereinfachten Voraussetzung 
38= 0, also ohne Magnetfeld durchgeführt werden. 


Die beiden äußeren Kraftfelder E.und 3 lassen sich durch ein skalares 
und ein vektorielles Potential beschreiben. 


ou °. 
ba B=,5,. X (2) 
Mit (2) ist es möglich, die Bewegungsgleichung (1) in der Form 
d öL OL 
CIBr Ti Ta 9) 
mit der LA@RANgE-Funktion 
L=7 32 _e,u(t) +etA(t) (4) 


2 


zu schreiben, wie man sich durch Einsetzen leicht überzeugt. 


Andererseits aber ist (3) die Bedingungsgleichung für denjenigen Weg 
r(t), der bei gegebenem Anfangs- und EEE t(t) und r(t,) das so- 
genannte Bee W 


w= [atkie,i,ı) eW=0 (5) 
&ı 


zum Extremwert macht. Ändert man nämlich den Wert von W durch 
Variation von r um eine kleine Funktion ör(f), so geht W über in 


W—W+8W= [äl(e+ör, +, ı). (6) 


15? 
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Die Änderung 6W ist, wenn man L entwickelt und partiell integriert, 


ee +61, Let.) 
[al ör + 4 8: 


-[a [4 LA EUER Th ..® u) 
Da die Greuzen von r voraussetzungsgemäß gegeben sind, ist ör(4)= 
ör(t,)= 0, und das letzte Glied in (7) verschwindet. Das Integral da- 
gegen verschwindet bei willkürlichen Variationen nur, wenn die geschweifte 
Klammer im Integranden von (7) verschwindet, eine Bedingung, die mit 
Gleichung (3) übereinstimmt. Die Bewegungsgleichung (3) ist also die 
Bedingung dafür, daß 6W = 0 wird bzw. W in (6) gegenüber geringfügigen 
Variationen von r(f) invariant, bleibt, also einen Extremwert annimmt. 


542 Elektronenstrahlen 


Nunmehr sollen aus dem Variationsprinzip (541.5) die Bahnen nur 
derjenigen Teilchen bestimmt werden, die bei r, zur Zeit i, mit der Energie E 
erzeugt werden und zur Zeit t, bei r, sind. Hierzu wird die Hamıttonsche 
Funktion H eingeführt 


OL. : 
H=>,t-L=5 + eu, (1) 
die hier zeitunabhängig 
dH .[_: ö fi 
=: (mi+ogr)=t[mi— Eat x 8-0 (2) 


und mit der Energie identisch ist: 


a H=E. (3) 


In (2) verschwindet die Zeitableitung von H, weil r(t) die Bewegungs- 
gleichung (541.1) erfüllt. Das magnetische Glied in (2) kann ohne Schaden 
hinzugefügt werden, da es hier wegen des Faktors t ohnehin verschwindet. 
Im zweiten Gleichheitszeichen von (2) kommt explizit zum Ausdruck, 
daß die magnetischen Kraftwirkungen ohne Einfluß auf die Energie des 
geladenen Teilchens sind. 


Mit (1) und (3) nimmt das Variationsprinzip (541.5) die Form 


w-ja En] oje mE | (4) 
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an. Es sollen nur Bahnen konstanter und gleicher Energie bei der Variation 
miteinander verglichen werden. Daher verschwindet öE. Zur Beschreibung 
des Weges ı kann die Bogenlänge s eingeführt werden. Dann ist nach Fort- 
lassung des für die Variation belanglosen H-abhängigen Teils: 


w-[a5 [dr (mi + WM) -[as mit] 
—[üds Ims+ 0] =p,|dsn. 


Mit s ist die Bogenlänge der Bahnkurve als Parameter eingeführt. p, ist 
eine noch frei wählbare Konstante, mit der die in (5) definierte Größe n 
beliebig normiert werden kann. Das Variationsproblem lautet jetzt 


(5) 


Tı 
=—-|[nds öow—=0 (6) 
To 


für die Bestimmung der Bahngleichung zwischen r, und r, in Übereinstim- 
mung mit dem Fermarschen Prinzip (513.5). 


Das Ergebnis dieser Überlegungen läßt sich in folgender Weise inter- 
pretieren: Elektronenstrahlen befolgen die Gesetze der Strahlenoptik, 
wenn man dort für den Brechungsindex 


n—n(t =; 2 |ms+ oA) “) (7) 


einsetzt. n wird also durch die we Felder bestimmt. Beachtenswert 
ist hier der Umstand, daß der Wert von n nicht nur vom Ort allein,sondern— 
bei Anwesenheit magnetischer Felder — auch durch die Bahnrichtung 
dr/ds bestimmt sein kann, in welcher der Strahl diesen Ort durchläuft. 
ms in (7) ist der Betrag des Impulses bei r, der sich nach (1) und dem 
Energiesatz (3) durch E und u(t) ausdrücken läßt: 


Vm sr - VEm(B—ew); Po=V2miB—e u). (8) 


Für p, wird der Elektronenimpuls an einem willkürlichen Ort, an dem 
der Brechungsindex auf n = 1 normiert werden soll, mit dem Potential u, 
angesetzt. 


Wenn nur elektrische Felder € allein die Bahn des Elektrons bestimmen, 
so ist 


B-41=0 Toy DELTeR (9) 


Zur Vereinfachung wird angenommen, daß die Elektronen mit der Energie 
E=0 bei ı, erzeugt werden und dann ein en 
durchlaufen, dessen additive Konstante durch die Forderung ei w)= 
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bestimmt ist. e,u muß negativ sein, damit wirklich eine Beschleunigung 
stattfindet, und %(r) — wegen der negativen Ladung e, der Elektronen — 
entsprechend positiv. Der Brechungsindex wird jetzt einfach 


|, (10) 


ug 


Zum Abschluß sei darauf hingewiesen, daß auch diese allgemeine Ableitung 
den gleichen Wert für n liefert wie die Ableitung des Brechungsgesetzes 
in (511.9) und (511.10). 


543 Die Bahngleichungen der Strahlung 


Aus dem Fermartschen Prinzip (513.5) bzw. (542.6) 
u= nds öov—0 (1) 
sollen jetzt die Differentialgleichungen für die Bahnkurven der Strahlung 
abgeleitet werden. Einfachheitshalber wird angenommen, daß n unab- 
hängig von der Bahnrichtung ist, daß also keine Magnetfelder existieren. 


Die Bahnkurven sollen in der Form r=r(«) mit « als einem beliebigen 
Parameter dargestellt werden. Wegen 


ds de\2 
Va) =) @ 

wird w, mit dem Parameter « dargestellt, 
uw=[Fda; F=F(t,rv,a)=n Yı®. (3) 


Die Extremalbedingung (1) für w führt hier wie in (541.5) und (541.7) — 
nur mit F, «, v’ statt L, it, t — auf die Gleichung 


d [OF or dt j 
er, er 77 a 
und nach Einsetzen von F aus (3) auf j 
d rv On 
Zr a ae ze Tu (6) 


Dies ist die Bahngleichung für r(«). 


Identifiziert man in (5) den Parameter « wieder mit der Bogenlänge s, 
so wird dort 1’ —=dt/ds, Yr?—=1 und somit 


sr) -% r=t(s) (6) 


die Differentialgleichung der Bahnkurven. Die Identität «= s auch während 
der Variation aufrechtzuerhalten, ist wenig zweckmäßig, weil Schwierig- 
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keiten dadurch entstehen würden, daß die bei der Variation verglichenen 
Kurven r und r+ör ja nicht die gleiche Bahnlänge aufweisen. 


In (6) ist die Aussage enthalten, daß sich die Kurvenrichtung dılds 
in der Form d(n dr/ds) = (On/ör)ds ändert, wenn n nicht konstant ist. 
Diese Richtungsänderung erfolgt in Richtung des Gradienten von n, also 
in Richtung der stärksten Änderung von n. Eine andere Darstellung der 
Bahngleichung entsteht aus (6) bei Durchführung der Differentiation nach s, 


On dn dı d?r - dt de der 7 
) ds "ge 7) 


Dede de "gen 
dr 9n dr/[dr On dr On, dr 
rer) (8 
Hier ist dr/ds der Tangenteneinheitsvektor der Bahnkurve im Punkte r. 
Ist ön/ör—=0, so bleibt dr/ds konstant. Ist On/ör von Null verschieden, 
so ändert sich die Bahnrichtung. Die Änderung liegt nach (8) in der ‘von 
On/ör und dr/ds gebildeten Ebene. Ihr Vektor steht senkrecht auf dı/ds 
und zeigt im übrigen nach der Seite des 
zunehmenden Brechungsindex n. (dr/ds 
wird wie früher „in Richtung zur Flächen- 
normale“ gebrochen.) 


dr ds 
nämlich: 


Ist n(r) im ganzen Raume gegeben, so 
kann ein von r, ausgehendes Strahlen- 
büschel nunmehr berechnet werden. Dazu 
werden alle durch r, laufenden Bahnen 
mit verschiedenen Tangenten (dr/ds), 
nacheinander bestimmt. Da die Differen- Abb. 543. Zur Bedeutung der 
tialgleichung (6) bzw. (8) vom zweiten Bahngleichung (8). Die Parallelen 
Grade in r ist, sind mit r, und den ver- bezeichnen Flächen gleichen Bre- 


s ; {) {) 
schiedenen Steigungen (dr/ds), als Anfangs- chungsindex’, der Vektor rn x En 
bedingungen alle Strahlen des Büschels zeigt senkrecht in die Zeichen- 
jedenfallsim Prinzipeindeutig bestimmbar. ebene hinein 


544 Bestimmungsgleichungen der Phasenflächen 


Als Schar der Phasenflächen oder auch Orthogonalflächen eines homo- 
zentrischen Strahlenbündels war in Abschnitt 514 die Schar der Flächen 
S(t,, x) = konst. () 

mit verschiedenen Werten der Konstanten definiert. Die Funktion $(t,t), 
bezogen auf eine punktförmige Strahlenquelle bei r,, war definiert durch 


S(t, t) = Extr. [w] = Extr. | [r | a (2) 
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Um &(t,, t) für einen bestimmten Punkt r zu berechnen, ist diejenige Lö- 
sungr(s) der Bahngleichung (543.6) oder (543.8) aufzusuchen, die durch die , 
Punkte ı und r, läuft. Dann ist das Integral w auf diesem Wege zu inte- 
grieren. Führt man dieses Verfahren nacheinander für alle Punkte r des 
Raums durch, so ist $(r) als eindeutige Funktion des Raums bestimmt. 


Neben dieser allgemeinen Vorschrift zur Bestimmung von 8 durch 
Integration längs der Bahnkurven kann man auch eine partielle Differential- 
gleichung für S(t) von erster Ordnung und erstem Grade bei bekannten 
Bahnkurven angeben, nach (514.8) nämlich ; 


088(t) __ dr ; 
FT (8) 


Der Gradient von 8 am Punkte r ist seinem Betrage nach durch n und 
seiner Richtung nach durch die Tangente der durch diesen Punkt laufenden 
Bahnkurve bestimmt. 


Eine von den Bahnkurven x(s) unabhängige Bestimmungsgleichung läßt 
sich für $ angeben. Quadriert man Gleichung (3), so wird 


= 


eine quadratische partielle Differentialgleichung erster Ordnung, die nur 
noch von der vorgegebenen Funktion n(r) abhängt. Soll $(r) einem spe- 
ziellen Strahlenbüschel zugeordnet werden, so muß das in den Rand- 
bedingungen des Problems zum Ausdruck kommen. Man wird gelegentlich 
ein Problem dadurch behandeln, daß man zunächst die Differentialgleichung 
(4) unter den entsprechenden Randbedingungen löst und anschließend 
die Funktion $(r) benutzt, um durch Gradientenbildung ihre Orthogonal- 
trajektorien dr/ds in (3) zu bestimmen, also die durch jeden Punkt gehenden 
Bahnrichtungen anzugeben. Zum Aufsuchen der Bahngleichungen r(s) 
aus (3) ist dann nur noch eine Differential- 
gleichung erster Ordnung für r{s) zu lösen. 


88 
272 


98 
02 


08 
dy 


08 
Or 


(4) 


Kennt man S$(rt) und stellt die Flächen 
S = konst. in einer Zeichnung dar, so läßt sich 
im allgemeinen der qualitative Verlauf der zu- 
gehörigen Bahnkurven unschwer übersehen. 
Will man die Flächenscharen $ — konst. nur 
qualitativ finden, so empfiehlt sich folgendes 
Verfahren: Zunächst ist $(t)=0 am Ur- 
sprung t, des Strahls. Nun wählt man eine 


Abb. 544. Zur graphischen 
Konstruktion Bi a Einheit AS aus, und zwar so klein, daß sich 


flächen und Bahnkurven der Brechungsindex r (rt) in Abständen A S/n (t) 
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nur wenig ändert... Die Fläche $S(rt)=4AS ist dann eine Kugel vom 
Radius r=4AS/n,. Eine zweite Fläche S(r)=248 entsteht dadurch, 
daß man diese Kugel mit einer Fläche umgibt, die überall den Abstand 
a(t)=4AS/n(t) von der Kugel hat. Für n(t) setzt man den Wert von n 
auf der jeweiligen Stelle der Kugel an. Entsprechend konstruiert man die 
dritte Fläche sowie alle weiteren. Auf diese Weise erhält man schließlich 
S(r) im ganzen Raume, und zwar um so genauer, je kleiner man die Ein- 
heit AS wählt. Die Bahnkurven 1(s) trägt man dann in bekannter Weise 
als Orthogonaltrajektorien ein. 


545 Bahngleichungen achsennaher Strahlen 


Gegeben ist eine rotationssymmetrische Anordnung des Brechungs- 
index 2 um die x-Achse, um die Möglichkeit zu untersuchen, mit engen 
‘und achsennahen Strahlenbündeln Abbildungen des Raums zu erhalten. 
Der Brechungsindex sei nach (542.10) durch ein Potential u sowie eine 
willkürliche Konstante u, gegeben: 

u(t) ; 

a () 
Gedacht ist dabei hauptsächlich an Elektronenstrahlen im elektrischen 
Potentialfeld u. 


Dieses Feld soll rotationssymmetrisch angeordnet und ladungsfrei sein, 
also der Potentialgleichung in Zylinderkoordinaten genügen: 


ut)=ulr,.); r=VYy+2 


u 1 du 02 u (2) 
du= at, ad 


n(r) = 


Der Larraczsche Operator wurde bereits in Übungsaufgabe 41.5 berechnet. 
Wegen der Beschränkung auf achsennahe Bündel empfiehlt sich eine Ent- 
‘wicklung nach Potenzen von r? mit x-abhängigen Koeffizienten: 


u(r,2)=uy 2, "D,(x). (3) 


n=0,2,4... 
In der Entwicklung tauchen nur gerade Potenzen von r auf, weil u auf der 
Achse stetig und deswegen in der Form u(—r,x2)=u(r, x) symmetrisch 
sein muß. 

Die für « (r; x) gültige eig (2) liefert für die Koeffizienten 9, 
ein System von Bestimmungsgleichungen: 


Au=0=-w 3 7 ffn(n—1)+n]9,+r9,)+wD6. (4) 
n=2,4... 


‚Die Summanden werden nach Potenzen von r geordnet: 


Z -2m2D,+0,_)=0. (5) 


n=2,4... 


222 ‘5 Strahlen (kurze Wellen) 1545] 


Damit die Summe für alle r verschwindet, müssen ihre Koeffizienten 
einzeln verschwinden: 


L g% 
Dn=— Pn-2- (6) 


Zur Angabe von u(r,x) reicht also die Kenntnis des Potentials u (0, x) 
bzw. ®, bir=0 auf der Achse aus, 


®,=®(x) O,= I 


2.2 


BU (x) 
Le (Ir m 
%=—-zP'e) Dana a, 


da sich alle Koeffizienten ®, als Ableitungen von ® darstellen lassen. Für 
die Behandlung achsennaher Strahlen genügen die ersten beiden Ent- 
wicklungsglieder von (3) 


Be ie. (8) 
Un 4 . 
Der Brechungsindex 
„= +- Voo- 9) (9) 


hängt in einfacher Weise vom Ort, also von r und x ab. Will man sich nicht 
auf die Betrachtung von Elektronenstrahlen allein beschränken, so kann 
man trotzdem den Ansatz (9) für n formal aufrechterhalten. Nur bedeuten 
dann ® und ©” zwei beliebige, voneinander unabhängige Funktionen von «. 


Nunmehr soll eine Näherung der Bahngleichung (543.6) 
d dr On 
en en 


für kleine r aufgesucht werden. Bei achsennahen Strahlen kann genähert 
8x gesetzt werden. Dann ist die Bahnkurve 


t= (2, y(x),2(x)) (11) 


durch die Angabe von y(x) und 2 (x) bestimmt, und die Bahngleichungen (10) 
lauten 


dn Ön, d dy\ _dOn, d dz\ __On 
da 5z’ de (n =: ds "= 112) 
Die erste der Gleichungen (12) ist wegen R 

dn(z,r(e)) _ On , dr On (13) 


ds ar "ds dr 


identisch erfüllt, wenn man höhere Potenzen inr (x) und seinen Ableitungen 
vernachlässigt. - 
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Zur weiteren Vereinfachung von (12) dient (9) mit 
On _Ör öon_ y (3 
öy Oydr + Em 


7) D’(2)> ur. (14) 


Schließlich kann auch auf der linken Seite der Gleichungen (12) das r-ab- 
hängige Glied in n aus (9) fortgelassen werden: 


vo - (185 Ze) =-- Io; (VE) --40". (15) 


In dieser Näherung sind die Bahngleichungen linear. In ausdifferenzierter 
Form lauten sie 


Dy’+zPYy+ZzDy=0 


1 a (16) 
a a 0 Zu ra a Zu 


546 Abbildung durch enge Büschel 


Jeder Strahl, der in die rotationssymmetrische, durch ®(x) gegebene 
„Optik“ eintritt, hat einen durch y(x) und 2(x) beschriebenen Bahnverlauf, 
der den Gleichungen (545.15) bzw. (545.16) genügt. Die Differential- 
gleichungen für y und z sind in dieser Näherung linear und vom zweiten 
Grade. Ihre Lösungen su- 
perponieren sich additiv. 


Am Punkte r,= (%,, Y, 2) 
befindet sich eine Quelle, 
von der Strahlen in alle 
Richtungen auslaufen. Zu- 
nächst werden nur die in 
der xy-Ebene verlaufenden 
Strahlen untersucht, die 
durch z=0 und y=y(x) 
beschriebenwerden.Irgend- Abb.546.1. Die charakteristischen Lösungen s 
ein solcher Strahl y(x) und t der Bahngleichung 
läßt sich durch zwei spe- 
zielle Lösungen s(x) und t(z) von (545. 10). darstellen en 


y(z) = Yo8 (x) + Yal(“) () 


mit y, und y’, als zwei willkürlichen Integrationskonstanten. Für s(z) und 
t(x) werden die beiden in Abb. 546.1 dargestellten charakteristischen Funk- 
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tionen gewählt, die durch ihre Anfangsbedingungen am Orte x, der Quelle 
vorgegeben seien: 


ds@)| _ 


dz 
dt(x) 
dz 


(2) 


Dabei läuft s(x) waagerecht durch x, bei y(,) = 1, und {(«) läuft mit der 
Steigung 1 bei x, durch die Achse, Natürlich sind die Strahlen s und £ 
nicht realisierbar, da sie keinem achsennahen Bündel geringer Öffnung an- 
gehören. Sinnvoll sind sie nur in der Form (1) mity, und y,' als sehr kleinen 
Größen. 


Besitzt die durch ®(x) bestimmte Lösung t(x) neben der Nullstelle 
t(x,)=0 noch eine zweite Nullstelle bei x,, so läßt sich zeigen, daß alle 
von einem Punkt der Ebene x = x, ausgehenden Strahlen wieder in einem - 
Punkt der Ebene «= :r, zusammenlaufen, daß also eine Abbildung der 
Ebene x, auf die Ebene x, stattfindet. Voraussetzung hierfür ist dann 
offenbar lediglich, daß das Potential ®(x) so beschaffen ist, daß ein bei z, 
schräg auslaufender Strahl wie i(x) wieder irgendwo zur Symmetrieachse 
zurückläuft, also nach innen gekrümmt wird. 


Alle im Punkte r, = (%,, 4, 0) auslaufenden und in der xy-Ebene ver- 
laufenden Strahlen "werden durch (1) mit verschiedenen y,-Werten be- 
schrieben, weil für diese Lösungen 


y(zo) = Yo (). =y (3) 


“gilt. In der Ebene x—= x, aber durchlaufen die von (1) beschriebenen 
Strahlen den Punkt 

ylzı) = Yo8 (81) = YoSı (4) 
unabhängig von ihren anfänglichen Richtungen y,, weili(z,) = 0 ist. Jeder 
bei irgendeinem Werte «,, y, auslaufende Strahl läuft nach x,, y,s,, so daß 
offenbar die gesamte Ebene r—=x, 
ähnlich auf die Ebene x= x, abge- 
bildet wird mit s, =s(x,) als der 
Linearvergrößerung. 


Nunmehr soll das Problem drei- 
dimensional behandelt werden. Vom 
Punkte 1, = (%,, %; 2,) aus laufen 
nach allen Richtungen Strahlen, die 
durch 


2) =Yo8 (x) + yot (x 
Abb. 546.2. Zur Abbildung der Ebenen y(2) =yos() + yol(®) 
= 2%, und #= x, aufeinander 2(2) = 298 (8) + 2bt(x) 
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beschrieben werden mit den verschiedensten Koeffizienten y’, und z’,, die 
die Steigung der auslaufenden Strahlen bei r, charakterisieren. Da voraus- 
setzungsgemäß das Potential ®(x) so beschaffen ist, daß t(x) eine zweite 
Nullstelle bei 2—=x, aufweist, während s(x) dort einen beliebigen Wert 
nn —=s, annimmt, laufen die in (5) dargestellten Strahlen im Punkte 

= (X, Ysı> 2,51) wieder zusammen. Alle Punkte y,, 2, der Ebenex=x, 


() 
a also in die Punkte y,s,, 2,8; der Ebene x —=x, abgebildet: 


Tg (2o» Yo» 20) —— (X: Y081> 2081) - (6) 


Diese Abbildung der Ebenen x, und x, ist offenbar ähnlich mit s, = s(&,) 
als dem Abbildungsverhältnis. 


547* Berechnung der Phasenflächen 


Unter den Näherungsvoraussetzungen der Abschnitte 545 und 546 läßt 
sich die Phasenfunktion 8 explizit als nur von den Anfangs- und Endpunkten 
t,und t, =t abhängig angeben, wenn man neben dem Potential ®(x) noch 
die zur Ebene x=x, gehörigen beiden charakteristischen Lösungen s(x) 
und £(x) kennt. Nach (544.2) und (545.9) ist 


St, 1) = [ür- - [a1 +2) =) (E) \e- 1) 


wenn die Integration in (1) über die durch rt, und rt laufende jeweilige 
Strahlenbahn geführt wird. 


Wegen der Beschränkung auf achsennahe Strahlen durfen beide Wurzeln 
entwickelt werden, und es gilt 


Ki [een [ara] 
= [de Y®+, (de, -(vY® 42185 7e)- 


Differenziertt man nämlich im Produkt yy®(dyldz) den ersten Faktor, 
also 4, so entsteht der erste Summand der geschweiften Klanımer von (2). 
Differenziert man die anderen beiden Faktoren, so entsteht unter Be- 
nutzung der Bahngleichungen (545.15) der letzte Summand mit 9? allein. 
Entsprechendes gilt für die 2-Komponente, so daß schließlich 


(2) 


Ski, = jeto+z v1 +216]. (3) 


wird. Hier hängt 8 bereits nicht mehr vom Bahnverlauf zwischen r, und r 
ab, aber immerhin noch von den Ableitungen dy/dx und dz/d« bei tr, und, 
zu deren Kenntnis ebenfalls der gesamte Bahnverlauf berechnet werden 
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muß. Das Problem besteht also nach wie vor darin, eine Darstellung auf- 
zusuchen, in der 8 nur noch von den Anfangs- und Endpunkten, also r, 
und t allein, abhängt. Mit den charakteristischen Funktionen s und t lassen 
sich y und z darstellen durch 


y=%s+ yot 2= 298421 

d ; d (4) 
= yo!’ + yol’ nit mr. 
Um in (3) die störenden Größen dy/dz und dz/dx zu beseitigen, kann man 
diese durch ihre Darstellung in (4) ersetzen, wobei die oberen beiden Glei- 
chungen (4) verwandt werden können, um die ebenfalls störenden An- 
fangswerte y’, und 2’, zu eliminieren. So wird 


—%8 2— 208 
Y% ) ne = ; 0 
day _ ve —ylet’— it) dz _ 2 —2,(st’— it) (5) 
de t ds t ö 


j 
Mit diesen Ausdrücken hängt $ in (3) dann tatsächlich außer von den als 
bekannt vorausgesetzten Funktionen ®, s und £ nur noch von r, und r 
allein ab. 


Eine Vereinfachung der Darstellung bringt der folgende Satz: 


F(x)= VÖ (st — 8) E=0. (6) 


Zu seinem Beweise bildet man die Ableitung von F' und verwendet dabei 
die Bahngleichungen (545.15) bzw. (545.16), die ja auch für s und einzeln 
gültig sind. Da F nun nach (6) von x unabhängig ist, gilt 


F(&)=F(x,) = YO (x) (1-1—0-0)= YO, (7) 


wodurch sich (3) erheblich vereinfacht. (Hier und in den folgenden Ab- 
schnitten ist mit ®, im Gegensatz zu (545.7) d,=©(z,) gemeint.) 


In Formel (3) werden nunmehr die Gleichungen (4) bis (7) angewandt 
yVBzE! 3 Volyr— yolst — 1-0 Boyı 
= 4 [yPYBr yo VB) VB I (8), 
= +[y YOr — 2yyo Ydo+ EYBos] 


und liefern mit einem entsprechenden Ausdruck für z Y®dz/dx die Phasen- 
funktion $ in der Form: 


Son) =[daVB+ 3, [Witz dos 2yyo+ 22) d+ + VRR). 0) 
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Eine etwas andere Darstellung von (9) entsteht bei nochmaliger Anwendung 
der Gleichungen (6) und (7) in der Form 


VB) VG Yer- Pays. (0) 
Mit diesem Ausdruck in der geschweiften Klammer: von (9) wird 


K2 


St. 0 = [a2 104% ey? + +. | 


In beiden Formen (9) und (11) hängt 8 bei bekannten Funktionen P(r), 
8(x) und t(x) nur noch von r, und r allein ab. Die Phasenfunktion $ ist 
also hier unabhängig von den zur, und r gehörenden Bahnkurven dargestellt. 
Auf die Ausdrücke (9) und (11) wird in den nachfolgenden Abschnitten 
zurückgegriffen werden. 


Übungsaufgaben 


54.1. Wie läßt sich ®(z) am einfachsten bestimmen, wenn s(x) und t(x) bekannt sind? 


54.2 Man zeige, daß aus der Differentialgleichung (543.6) der Bahnkurven das 
Brechungsgesetz folgt, wenn sich rn bei z=0 von x, auf 7, ‚sprunghaft ändert. 


55 Ausbreitung kurzer Wellen 


Zusammenfassung: Die zeitlich periodischen Lösungen nahezu aller Wellen- 
erscheinungen genügen der Gleichung [4 + n?/#?] 9=0, die mit dem Ansatz 9= A en 
in ein System zweier Gleichungen für die reellen Amplituden A und Phasen 8 über- 
geht. Für A— 0 geht die Bestimmungsgleichung der Phase 8 in die Differentialgleichung 
für die Orthogonalflächen der Strahlentheorie über. Die Voraussetzungen für diese 
Näherung sind erfüllt, wenn sich n(r) über die Strecke A nur wenig ändert, weil dann 
die Amplitudenschwankungen gegenüber den Phasenänderungen nur geringfügig sind. 
In dieser Näherung kann 9 dadurch bestimmt werden, daß man zunächst das zu- 
gehörige Problem der Strahlentheorie durch Aufsuchen der Strahlenbahnen und 
Berechnung von 8 löst. Die Amplitude A wird anschließend aus dem Erhaltungs- 
satz der Energie bestimmt. Auch Elektronenwellen ordnen sich dieser Beschreibung 
ein. Als Wellengleichung für Elektronen. die auch nichtstationäre Lösungen enthält, 
wird die SCHRÖDINGER-Gleichung (554.14) gefunden. Die Abbildung durch achsen- 
nahe und enge Strahlenbündel hat ihr wellentheoretisches Analcgon in der übersicht- 
lichen Transformation (555.13). Die ähnliche Abbildung zweier Ebenen 2=x, und 
x&= x, aufeinander findet ihren Ausdruck in den besonderen Eigenschaften (555.14) 
und (555.15) des Integralkerns G(r,,r) dieser Transformation. 


551 Darstellung der Wellengleichung 


Im folgenden werden die in Teil 4 beschriebenen Wellen bei veränder- 
lichem Brechungsindex n(t) unter den speziellen Voraussetzungen unter- 
sucht, die bei Abbildungsproblemen auftreten. Unmittelbar behandelt 
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wird hier somit zunächst nur die in der Praxis nicht so wichtige „akustische 
Abbildung“. In Wirklichkeit aber setzen alle hier durchgeführten Über- 
legungen lediglich die Gültigkeit der Wellengleichung (4) voraus, der neben 
den akustischen Wellen auch die Lichtwellen gehorchen und, wie sich 
herausstellen wird, sogar die Elektronenwellen. Somit beansprucht gerade 
dieses Kapitel eine außerordentlich hohe Allgemeingültigkeit. 


In der Grenze kurzer Wellen verschwinden, wie bereits in Kapitel 51 
besprochen, die Erscheinungen von Interferenz und Beugung, und die 
Wellentheorie geht in die Strahlentheorie über, in deren Rahmen die 
beobachtbaren Erscheinungen von Teilchen und Wellen die gleichen sind. 
Diesen Grenzübergang exakt durchzuführen und darüber hinaus in diesem 
Grenzfall die Wellenausbreitung zu studieren, ist das Ziel dieses Kapitels. 


Betrachtet werden zeitlich periodische Lösungen 


ult,ı)=e”'p(t) (l) 
der a 
n? 
5 cd 2 -4] EN ; AR 7 (2) 


mit veränderlichem Brechungsindex r. c, ist die beliebig wählbare Normal- 
geschwindigkeit. Man wird sie im allgemeinen so wählen, daß r in der 
Größenordnung von 1 bleibt. 


Das Vorzeichen der Zeitabhängigkeit im Exponenten von (1) ist beliebig. 
In der reinen Wellentheorie empfiehlt sich zumeist das positive Vorzeichen, 
das übrigens auch in der Wechselstromtechnik üblich ist. Man kann aber 
auch Gleichung (1) mit j=—:i in der Form 


ult,r)=e tote) j=—i (3) 


schreiben und i als imaginäre Einheit der komplexen Zahlen auffassen. 
Die letztere Schreibweise, also mit negativer Zeitabhängigkeit im Expo- 
nenten, hat sich insbesondere in der Literatur der Quantentheorie ein- 
gebürgert. Hier sollen deshalb für beide Vorzeichen verschiedene Symbole j 
und ö gewählt werden, um beim Literaturstudium in der Form (1) oder (3) 
geschriebene Formeln besser miteinander vergleichen zu können. In diesem 
Kapitel wird i bevorzugt. 


Mit dem Ansatz (3) für die Wellenfunktion u wird aus (2) eine Be- 
stimmungsgleichung für p, nämlich 


[A+ Ban? (1) =0 h=t-F=-+. (4) 


}, ist hier diejenige Wellenlänge, die der Frequenz » = w/2r bei der Norm- 
geschwindigkeit c, zugeordnet werden muß. Es ist daher A, = c,/v. Mit A 
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soll der 2r-te Teil von A, bezeichnet werden. Von ), und A zu unterscheiden 
ist die wirkliche Wellenlänge A am Ort r gemäß 
En _ a _ 2a BER 
k=kn= zen re (5) 
die ebenfalls wichtig ist. 


Die Wellenfunktion @ ist ihrer Definition (3) zufolge eine komplexe 
Funktion, die durch zwei reelle Funktionen A(r) und S(r) dargestellt 
werden kann 

& S(t) 
eW=Alre ; (6) 
-Sie werden als Amplitude A und Phase 8 bezeichnet. Die Wellengleichung (4) 
für p zerfällt mit dem Ansatz (6) in ein System von 2 Differentialgleichungen 
für A und $. 


Durch Bildung der ersten und zweiten Ableitung von g nach r entsteht: 


20 „75 _.8[i 88 , 8], 
=. 45 +4 
(7) 


pp _+S[i 08, 8]2 
Are ze 4 t+3r 4: 


Die Wellengleichung (4) wird also, nach Auswertung des Operatoren- 
quadrats in (7): 
t 
n? Ss 1 /88\2 2i/08\ i 088 © n? 
[4+3F]p=«' + 


(8) 
ea 


22 ör or 


Streicht man in (8) den Exponentialfaktor eiS/A, so enthalten Realteil und 
Imaginärteil von (8) die Bedingungsgleichungen für 8 und A, nämlich 


(68% , m @A (9) 
(sr) = war: 

une 0A 98 0s 
2 are 0) 


(9) und (10) stellen ein kompliziertes System von gekoppelten Differential- 
gleichungen dar, das jedoch im Grenzfall Ä— 0 einfach wird. Dann nämlich 
wird (9) von.A unabhängig. 8 gehorcht einer einfachen Differentialgleichung, 
und A läßt sich nach Berechnung von $ anschließend aus (10) bestimmen. 
Hierin liegt der Hauptvorteil bei der Darstellung der Wellenfunktion 
in (6) durch ihre Amplitude und Phase. 


16 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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Die zweite der Bedingungsgleichungen läßt sich als Erhaltungssatz dar- 
stellen. Multipliziert man sie mit A, so lassen sich die beiden Summanden 
von (10) zusammenfassen in 


® 2 (a: #)- 5. (11) 


Geht man in dieser Gleichung auf p und 9* zurück, so läßt sie sich auch 
in der Form 
Oi 
dr 


=0  j=Relp rn 2) 


Ga 9] =4 


darstellen. Integration von (12) über ein endliches Raumgebiet führt mit 
dem Gaussschen Integralsatz (413.14) auf 


J=faii=0, (13) 
vorausgesetzt, daß im ganzen Raumgebiet die Wellengleichung (4) erfüllt 
ist. | hat in (12) also die Bedeutung einer ‚„Stromdichte“‘, deren Gesamt- 
strom. J durch eine geschlossene Fläche verschwindet. Die von dieser 


Stromdichte transportierte physikalische Eigenschaft oder ‚Substanz‘ 
ist im betrachteten Volumen zeitlich konstant, bleibt also erhalten. 


Vergleicht man den Ausdruck j in (12) mit der Energiestromdichte des 
Schalls von (434.5), so stellt sich heraus, daß j bis auf eınen konstanten 
und hier belanglosen Faktor 40/2 A mit dem zeitlichen Mittelwert von & 
identisch ist. Es ist nämlich 


Ss mu =— zReit zu 
-— Egefioundtjune[ir ti]. 


Bei der oben erwähnten ‚Substanz‘: handelt es sich also um den Mittelwert 
der Gesamtenergie im betrachteten Volumen. 


552 Spezielle Lösungen » der Wellengleichung 


Bei konstantem Brechungsindex » lassen sich zu den Gleichungen (551.9) 
und (551.11) für die Funktionen A und $ natürlich exakte Lösungen angeben. 
Mit dem Ansatz 


S 08 \2 
n = konst.: S=ner ne (37) =" 
und e als konstantem Einheitsvektor beschreibt @ in (551.6) eine ebene 
Welle. Die Flächen konstanter Phasen $(t) = konst. sind Ebenen. Berück- 
sichtigt man die Zeitabhängigkeit (551.3), so zeigt sich, daß sich diese.ebenen 
Phasenflächen nach (551.5) mit der Geschwindigkeit vy=wo/k=c,n =c 
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‚in Richtung des Vektors e fortpflanzen. Der Vergleich von (1) mit (551.9) 
zeigt, daß (1) nur dann eine Lösung der Wellengleichung ist, wenn 14A—0 
gilt. Gleichung (551.11) lautet hier 

_.d 208\ _,9 2, —. 043 ___4o 
0, (2) =, Amel A 
mit der beliebigen Konstanten A,. Die Amplitude ist, wie zu erwarten war, 

konstant und erfüllt somit zuch, Gleichung (551.9). 


Weiter soll bei konstantem Brechungsindex eine Wellenfunktion le 
sucht werden, bei der die Phasenflächen konzentrische Kreise um den 
Koordinatenursprung sind: 

5 en 98 ba r 08 oe P2 Pr 
n = konst.: S=nr en (3€) =Nn. (3) 
Die Amplitude A muß wieder, falls 8 in (3) wirklich eine Lösung von (551.9) 
ist, der a AA=0 genügen. Sie wird aus i 
5 (4 -)= . ( -) = Adl=0 für r+0 (4) 


dt\rt r 


gebildet, wobei berücksichtigt wurde, daß r”! die einzige Potenz von r 
ist, die der Gleichung 4ı"=0 genügt, und führt auf die Bedingung 


Al 


en. AA=0. (5) 
Yn Tr 

(551.3) beschreibt mit S und A aus (3) und (5) die gewöhnliche auslaufende 

Kugelwelle. 


Ist n=n(t) in beliebiger Weise ortsabhängig, so lassen sich keine 
generellen Lösungen der Gleichungen (551.9) und (551.11) angeben. Ledig- 
lich in der Näherung, daß der Brechungsindex nur schwach ortsveränderlich 
ist derart, daß ar dn 


<T (6) 
gilt, lassen sich die Gleichungen allgemein diskutieren. Unter dieser Vor- 
aussetzung (6) nämlich gehen wir in (551.9) zur Grenze A—0 über und 
bestimmen die Wellenfunktion 


pl)=Acr” A klein m) 
durch die Gleichungen 
o8\2 5, 8 (2 08\ _ 
Ce 1 ur (8) 


Daß A klein ist, hat zur Folge, daß die Funktion (7) stark oszilliert, daß 
die Amplitude A also über viele Oszillationen von @ hinweg als praktisch 
konstant angesehen werden kann. Aus diesem Grunde fällt in (8) das von 
32A A abhängige Glied der Gleichung (551.9) fort. 


16* 
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Wenn sich der Brechungsindex nur in einer Richtung, etwa der x-Rich- 
tung ändert, in y- und 2-Richtung also unverändert bleibt, so läßt sich eine 
Näherungslösung allgemein angeben. Es ist die ebene Welle in x-Richtung, 
deren Phasenfiächen $(t)=konst. alle zueinander parallel liegen wie 
diejenigen bei konstantem Brechungsindex n(x) = konst. (Senkrechter 
Strahleneinfall!). Hier lauten die Gleichungen (8) für S 

T 


ds f 
. 3=8@) Eetn : SW=-+[n)dr (9) 
und für die Amplitude A 
EEE... Me Be" 
. (4 2): (4m) =0 Ad: (10) 
Die Gesamtlösung 9 lautet also ® 
+4 [nnar 
g=——e % (ıı) 


Yn (2) 
Nimmt man noch die Zeitabhängigkeit (551.3) hinzu, so ist 


F7 
een fe] 
Age 


% 


(12) 


| 
u(t,x)= Be 


wegen Av—=A,r=c,. Diese Lösung wurde bereits in Kapitel 324 beim 
Seil in noch allgemeinierer Form (324.8) angegeben. Es empfiehlt sich an 
‘ dieser Stelle, die dort gegebene und auf reine Reflexions- und Brechungs- 
prozesse aufgebaute Überlegung zur Ableitung von (12) vergleichsweise 
noch einmal nachzulesen. 


553 Bestimmung von 9 aus der Strahlentheorie 


Gegeben ist nunmehr eine punktförmige Quelle bei willkürlichem Brechungs- 
index n(r), der sich gemäß (552.6) jedoch nur langsam gegenüber der 
charakteristischen Wellenlänge A ändert. Es gilt daher für @ der An- 
satz (552.7) mit den Bestimmungsgleichungen (552.8) für Phase $(t) 
und Amplitude A(t). Die Differentialgleichung der Phasenfunktion $(t) 
stimmt überein mit der Differentialgleichung (544.4) der Phasenflächen in 
der Strahlentheorie. Ihre Lösung für ein homozentrisches Strahlenbündel 
war nach (544.2) 


M) 
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wobei die Integration über den von r, nach t laufenden Strahlenweg t (s) 
führt, der der Differentialgleichung 
d ( dr on 
—nE\- 6) 
genügt. ds d -) Or 

Diese Lösung (1) genügt der Anfangsbedingung, daß sie für kleine Ab- 
stände |, —t|=r in $=nr übergeht, wodurch die Wellenfunktion die 
Form 


; 48 
sh: \ pt) = Act (to,?) 


i 
> Act" 8) 
einer auslaufenden Kugelwelle erhält und somit die richtigen Anfangs- 
bedingungen besitzt. 8 von (1) ist also die gesuchte Lösung der Differential- 
gleichung (552.8). 


Ist $ bekannt, so wird anschließend die Amplitude A nach der zweiten 
der beiden Gleichungen von (552.8) gewonnen. Die letztere Gleichung, 
#16) die nach Abschnitt 551 ja die Energieer- 

haltung repräsentiert, läßt sich mit (551.11) 
bis (551.13) sowie (1) in Form des Integrals 


3-Paran,=0 (4) 


darstellen. Wählt man als Integrationsge- 
Sr, Öfz biet nach Abb. 553 eine enge Röhre, deren 
Abb. 553. Zur Amplituden- Mantelfläche durch Strahlenbahnen erzeugt 
bestimmung in (4) wird und deren Endflächen öF, und öP, 
senkrecht zur Strahlenrichtung liegen, also 

mit Flächen S(t) =konst. zusammenfallen, so vereinfacht sich (4) zu 


ÖFz A” (t5)n (tr) — 5F, A’ (u )n(u)=0. (5) 
Längs dieser Röhre ist also 
ÖF (rt) n(r) A (rt)? = const (6) 


vom Ort unabhängig. Der Querschnitt öF der Röhre wurde dabei so eng ge- 
wählt, daß A (x) sich innerhalb der Querschnittsfläche S=konst. nicht ändert. 


In der Nähe des Quellpunkts verlaufen die Strahlen bei isotroper Richtungs- 
verteilung gleichmäßig und geradlinig nach allen Seiten. Das gilt, solange 
noch (rt) = r(t,) ist. In diesem Gebiet ist der Röhrenquerschnittö#=r?52 
durch den der Röhre zugeordneten Raumwinkel 6@ charakterisiert, und 
in die Röhre fließt der Bruchteil 6.2/4r der Gesamtintensität J, so daß 


(6) in 52 


öFnA?= 3 ee (7) 


a 
übergeht. Beim Schall hängt J nach (7) mit der ausgestrahlten Gesamt- 
leistung N zusammen. Aber auch bei allen anderen Strahlen ist J N. 
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Die rechte Seite von (7) ist von r unabhängig, woraus für die Amplitude A 
die Darstellung 
Jan 


A =og@rio;; % 


folgt. J/4r ist die in die Raumwinkeleinheit ausgestrahlte Intensität, die 
bei nichtisotroper Strahlenquelle noch vom anfänglichen Raumwinkel ab- 
hängen kann. Bei konstantem Brechungsindex ist öF/6Q = r?, so daß 
wieder A(r) — 1/(rYn) wie in (552.5) wird. Damit ist neben S auch A prin- 
zipiell durch die Lösungen ı (s) der Strahlenbahnen gegeben, aus denen sich 
öF/öQ berechnen läßt. 


554* Elektronenwellen 


Sendet man Elektronenstrahlen auf ein Kristallgitter, so beobachtet man 
im wesentlichen die gleichen Erscheinungen der Interferenz und Beugung 
wie bei Lichtstrahlen. Die dabei festgestellten Wellenlängen A hängen vom 
Impuls p der Elektronen ab in der von pm BRocLız angegebenen Form 


h = 6,625 - 10" °* Watt sec? (ı) 


mit h als dem nach Praxck benannten ‚„Wirkungsquantum«. Es ist daher 
naheliegend, die in Abschnitt 551 und 552 entwickelte Wellentheorie auch 
zur Beschreibung dieser Elektronenwellen heranzuziehen. 


Die Wellenlänge A von (l) tritt in den Grundgleichungen (551.5) auf: 


AB 2 
a u Su ne 2 nr a a 


Der Ausdruck k,n wird also nach (1) von p/h dargestellt, wo A = h/2n statt h 
ebraucht wird und 
£ | p=V2m(E—V) | ) 


der Impuls des Elektrons ist. Weiter wird an irgendeinem Ort, an dem 
willkürlich % = 1 gesetzt werden soll, V mit V, und p mit p, bezeichnet. 
Für diesen Ort wird A definiert durch 


1 2m(E_V 
ne ae (4) 


Der Brechungsindex an einem beliebigen Ort ist dann 


_2pW _VE-VIW 
AN Po -/ E-V, (5) 


Man sieht unmittelbar, daß am Normierungsort wegen V(t)= V, auch 
p=p,undn=1 wird, wie vorausgesetzt wurde. 
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V=e,u ist die potentielle Energie des Elektrons mit e, = —|e,| als der 
negativen Ladung des Elektrons und «(r) als dem positiven elektrischen 
Potential. Weiter wird % so normiert, daß «—0 dort ist, wo auch die 
kinetische Energie des Elektrons verschwindet. Dann ist wie in (542.10) 
E=0. Brechungsindex » und normierte Wellenlänge Ä werden 


ae = == Fr alte, (6) 


Verwendet man diese Größen in den Abschnitten 551 und 552 als n und A, 
so hat man damit bereits die gesuchte Beschreibung der Elektronenwellen. 
Außerdem herrscht hier auch Übereinstimmung in den Bezeichnungen 
gegenüber den in Kapitel 54 für Elektronenstrahlen durchgeführten Über- 
legungen.: 


Unabhängig von den Betrachtungen dieses Kapitels über die Näherungs- 
lösungen der Strahlentheorie läßt sich überlegen, wie unter der Voraus- 
setzung (1) die exakte Wellengleichung des Elektrons beschaffen sein muß. 
Die zeitunabhängige Wellengleichung (551.4) lautet auf Grund von (1), (2) 
und (3) 


2m 


[1+ (2) ]\ew=[1+ 8 -Vo)|ow=0 7) 


oder in der der Quantentheorie mehr entsprechenden Form 
h? 
I-3m4+ oe) =Er@). (&) 


Dies ist die sogenannte ScHRÖDINGER-Gleichung des Elektrons, deren 
Gültigkeit nicht nur bei Streuproblemen Bestätigung gefunden hat, sondern 
die darüber hinaus sogar das gebundene Elektron im Atom richtig be- 
schreibt, wenn man für V(r) das in der Atomhülle vorliegende Bindungs- 
potential des Elektrons einsetzt. Weitere Einzelheiten sind Gegenstand 
der Quantentheorie. 


Zu klären bleibt allerdings noch die Frage, in welcher Form der Zeit- 
ablauf in die Beschreibung des Elektrons einzubauen wäre. Denn mit 
Gleichung (8) ist man prinzipiell lediglich in der Lage, stationäre Schwin- 
gungen oder stationäre, also periodische Wellenausbreitungen zu be- 
schreiben. Die formale Einführung der Zeit analog zu (551.3) in der Form 


yed=e'"e(t) (9) 


nützt zunächst gar nichts, solänge man nicht weiß, in welcher Relation 
die Frequenz » zu den mechanischen, in (8) auftretenden Größen des 
Elektrons steht. 


Es ist daher noch folgende Aufgabe zu lösen: Die allgemeinere, zeit- 
abhängige Wellengleichung ist aufzufinden, in der (8) und (9) nur als 
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spezielle. Lösungen mit speziellen Konstanten » und E auftreten. Das kann 
nur durch Untersuchung eines typischen nichtstationären Problems 
geschehen, dessen Eigenschaften darüber Aufschluß geben müssen, in 
welcher Weise » und Z aus (8) und (9) zu eliminieren sind. Wir stellen uns, 
um das nichtstationäre Verhalten der Elektronen zu untersuchen, ein räum- 
lich engbegrenztes Wellenpaket vor, dessen Schwerpunkt sieh nach Ab- 
schnitt 233 mit der Gruppengeschwindigkeit 
"do 


frei im Raume bewegt. Wenn diese Beschreibung nun auch nur irgend 
etwas mit der freien Bewegung eines mechanischen Elektrons mit der 
Masse m, Energie E und dem Impuls p zu tun haben soll, so muß das 
Elektron sich natürlich dort befinden, wo auch das Wellenpaket ist. v muß 
also zwangsläufig mit der Elektronengeschwindigkeit 


p_dE 1dE 
Sa Tai an 


identisch sein. Im letzten Gleichheitszeichen ist Gleichung (2) verwandt. 
Aus dem Vergleich von (10) und (11) folgt nun die PLancksche Relation 


für den Zusammenhang zwischen Energie und Frequenz. 


Mit dieser Relation (12) lautet die stationäre Lösung (9) der Elektronen- 


gleichung Se er) 
yYeı)=e * Pl) -y=Ev (13) 


und die von der Bedingung der Periodizität sowie von den speziellen 
Energiewerten unabhängige allgemeine Form der Wellengleichung ergibt 
sich aus (8) und (13): 


ro n ; 

4 ren =|- 34H ro |ven. (14) 
Überraschend an dieser Form der Wellengleichung ist die Abhängigkeit 
von der ersten Zeitableitung der Wellenfunktion sowie das explizite Auf- 


treten der imaginären Einheit :. 


555* Abbildung durch Wellen 


Betrachtet wird eine rotationssymmetrisch um eine Achse angeordnete 
Potentialverteilung bzw. Verteilung des Brechungsindex (tr). Nach Ab- 
schnitt 546 können hier achsennahe enge Strahlenbüschel Abbildungen 
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des Raums hervorrufen. Es erhebt sich daher die Frage, ob solche Ab- 
bildungen auch im Rahmen der Wellentheorie existieren und dargestellt 
werden können. Gesucht ist dabei eine Wellenfunktion, die die geforderte 
Abbildung in der Form 


Iso 
eyn=Ale? 0) 
“oder durch Superposition solcher Lösungen vermittelt. Es wird angenommen, 
daß sich der Brechungsindex über eine Wellenlänge A nur wenig ändert, 
so daß die Wellengleichung erfüllt ist, wenn 8 und A den Gleichungen 
0812 5 WW 
(ar) -* et 2) 
genügen. Dann kann $ aus der Strahlentheorie berechnet werden. A wird 
anschließend aus (2) bestimmt. 


Zunächst wird die spezielle Lösung (1) von (2) gesucht und mit @(t,,t) 
bezeichnet, die eine von ı, ausgehende Strahlung beschreibt. Dabei Anker: 
essieren nur diein Abschnitt 545 bis 547 untersuchten achsennahen Strahlen- 
büschel, so daß die Phase $(r,,ı) der Lösung 


TREE a ee 8 


durch (547.9) oder (547.11) dargestellt werden kann. 
Die Amplitude A wird aus (2) bestimmt und wegen der Näherung für 
achsennahe Strahlen als nur x-abhängig angesetzt. Glieder, die in höherer 


Ordnung klein sind, werden fortgelassen. Mit S(t,,ı) von (547.9) wird 
unter Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung in y und 2: 


° DIS: d 3 028 Ss 
et “ @ 
_ 4 5 2 2/02 
- (2 8422 9. (VOM) =0. 
Die Amplitude kann also als 
A 
Als) = (5) 
Yo1 


angesetzt werden. Bis auf die Konstante A, ist @ dann durch (3), (547.11) 
‚und (5) bestimmt. 


Eine verallgemeinerte Lösung (x) entsteht bei additiver Überlagerung 
von Lösungen @(rt,,t) zu verschiedenen Quellpunkten rt, auf der Ebene 
x = x, mit willkürlichen Koeffizienten Sy%): 

old) =[fdyo do (yo, 20) Eltost): (6) 


@(r,,t) tritt in dieser Lösung als Integralkern auf. 
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Von besonderem Interesse ist Gleichung (6) für Punkte rt, die in der 
&,. oder x,-Ebene liegen, also gerade dort, wo t(x,) =t(x;) = 0 ist. Hierzu 
muß (6) in der Grenze {— 0 untersucht werden. Setzt man @ von (3) in 
(6) ein und benutzt für 8 die Darstellung (547.11), so wird: 


Afer Be] n 
Pr) [er dzof(yo; 2) a e (7) 
1 
Hier oszilliert der mittlere Exponentialfaktor bei t—0 sehr stark, so 
daß zum Integral praktisch nur eine sehr kleine Umgebung von y, = yJs 
und 2, = /s beiträgt. f(y,, 2,) kann daher durch f(y/s,2/s) ersetzt werden. 
Die Integrationen in (7) nn dann nur noch über je ein Frzsneusches 
Integral (446.4) 
Vo (y 


Jane "* *) 8 [au ee au (+3), (8) 


und man erhält 


i ea: 
— dad ; 
1 fary ELTA 
e* 28 


A,2nii e 
177 Ds 
Zunächst wird dieser Ausdruck für einen Punkt der %,-Ebene betrachtet. 


Hier ist s=1, ’=0 und Ö=®,, daher bei geeigneter Verfügung über 
die Konstante A, 


impay)&f(t, a N) 


SB 
P(Xo,Y,2) =f(y,2) Au= ar (10) 


In der x,-Ebene verhält sich @(t,,r) wie ein Produkt aus zwei ö-Funk- 
tionen mit den Argumenten y,—y und 2, — 2. 


Fügt man f und A, aus (16) in (9) ein, so wird 


4 2 i fees MR 2») 
ar y .\l/d 1, = Ol 
impey,=p [lo 4) se e 


Für einen Punkt der durch t(x,)=0 definierten x,-Ebene verschwindet 
der begleitende Faktor nicht. Aber für die Intensität in der :r,-Ebene gilt 


trotzdem 
u. AR 
v (20; u 8 ) 
Diesem Ausdruck ist zu entnehmen, daß jeder Punkt 1, = (% 3% %,) der 


x,.Ebene seine Intensität bis auf den unwichtigen gemeinsamen Wurzel- 
faktor nach dem Punkte = (£,, 4,8), 2,8) der x,-Ebene transportiert. 


® Bio) 


|P(zı, Y; 2) P=-+ Ga) (12) 
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Es findet also eine ähnliche Abbildung der Ebenen x, und x, aufeinander 
statt mit der Seitenvergrößerung s,. Mit s, verbunden ist in (12) verständ- 
licherweise eine Schwächung der Intensität um einen Fakter 1/s?. 


In der Transformation (6), mit (10) nunmehr darstellbar als 


e(x) = [[dyodzo P (X, Yo; 20) @ (tot); (13) 


hat der Integralkern @(t,,t) nach (10) und (11) also offenbar die Eigen- 
schaft, in der Grenze t—0O in 


im Gt, =8(n—t 


T>%0, %ı 


überzugehen. Diese, Formel gilt sowohl für —x, als auch 2—x,. Im 

letzteren Falle vereinfacht sie sich mit s=1, ’ =0 und ®=®, zu 
lim G(to, 1) = ö(yo— y) Ölzo— 2); (15) 
X 

also zu einem einfachen Produkt zweier ö-Funktionen. Bei beliebigen 

Orten r dagegen lautet nach (3), (5) und (10) die Darstellung 


i 
3/a 7 S(to,T) 


ir) = 


Diidniit® (16) 


mit 


S(to, t) = fü: VB + YD,5; (n-2)+ (2—+)) + VELW+ 2). 


Übungsaufgaben 


55.1. In welcher Weise ändert sich die Abbildungsfunktion G(t,,r), wenn man in 
den Strahlengang eine Blende vom Radius R einbaut? 


6 _Transversale (elektromagnetische) Wellen 


In diesem Teil sollen transversale Wellen und ihre Eigenschaften, wie 
Ausbreitungserscheinungen und Transportgrößen, untersucht werden. Die 
einzigen als rein transversal bekannten Wellen sind die elektromagnetischen 
Wellen, die sich mit einer Geschwindigkeit c=:3.10® m/sec ausbreiten 
und hinsichtlich ihrer Wellenlänge den ungeheueren Bereich von etwa 
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20 Zehnerpotenzen umfassen. In Tabelle 6 sind mittlere Zahlenwerte 
für die Frequenzen » und Wellenlängen A bei den verschiedensten be- 


kannten elektromagnetischen Wellen angegeben. 


Tabelle 6: Zusammenstellung einiger elektromagnetischer Wellen 


Ic 
103 


el 


1 


Radiowellen .....2222cceec00. 3.10% 1,2. 10” 
Ultrakurzwellen .............. 3 10° 1 1,2. 10% 
Zentimeterwellen ............» 3.1010 1,2 10"? 
Wärme aussen 3.1013 1,2 - 10! 
Infrarot aus onen 3. 1014 1,2 
Sichtbares Licht ............. 5 1014 2,1 
Ultraviolett.. 4200.00 + 31015 1,2-10 
Röntgenstrahlung ............ 3. 1018 1,2 10% 
Strahlung aus Atomkernen .... 3.10% 1,2. 108 
Kosmische Strahlung ......... 3.10% 1,2 10° 


In Spalte 3 von Tabelle 6 ist mit Av eine Energiegröße angegeben. Sie 
ist ein Maß für die Energiebeträge, die bei Wechselwirkung der elektro- 
magnetischen Strahlung mit Materie — Molekülen, Atomen, Atomkernen 
oder Elementarteilchen — umgesetzt werden. Dabei ist h = 6,625 . 10 Ws? 
das Prancksche Wirkungsquantum. Eine tiefere Begründung für die 
Umwandlungsenergien kann nur vom Standpunkt der Quantentheorie 
aus gegeben werden. 


Bei der außerordentlichen Vielfalt der elektromagnetischen Erschei- 
nungen und den dabei. auftretenden sehr großen Unterschieden in den 
Größenordnungen ist es nicht verwunderlich, daß sich im Laufe der Zeit 
die verschiedensten Maßsysteme eingebürgert haben, die zwar den einzel- 
nen Teilbereichen angepaßt, untereinander aber verschieden sind. Einen 
Führungsanspruch hat sich in den letzten Jahren das Grorcısche Maß- 
system erworben. Es wird im Rahmen dieser Darstellung, soweit überhaupt 
nötig, ausschließlich verwandt. Denn bei den Wellenerscheinungen stehen 
die kinematischen Größen wie Wellenlänge, Frequenz und Geschwindig- 
keit im Vordergrund, für die die Frage des elektromagnetischen Maß- 
systems belanglos ist. 


Die Darstellung dieses Teils 6 ist der Darstellung der vorangegangenen 
Kapitelangepaßt. Nicht die Grundgleichungen der Elektrodynamik werden 
als Ausgangspunkt gewählt, sondern die bei den Wellen beobachteten Er- 
scheinungen: die Ausbreitung mit konstanter Geschwindigkeit, die Polari- 
sierbarkeit und damit die Transversalität. Nachdem durch Ausführung 
dieses Programms die vollständige Theorie entwickelt ist, ergeben sich 
die Grundgleichungen der Elektrodynamik nebenbei. Vom Standpunkt der 
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Blektrodynamik aus fängt diese Darstellung sozusagen ‚von hinten“ an. 
Trotzdem erweist sie sich, eingebaut in die Beschreibung von Wellener- 
scheinungen aller Art, in diesem Zusammenhang als einfacher und über- 
sichtlicher. Damit ist natürlich keinesfalls das Studium der Elektrodynamik 
überflüssig geworden. Es kann jedoch unabhängig von der hier durchge- 
führten Behandlung transversaler Wellen vorher oder später erfolgen. 


In gewissen Erscheinungen stimmen die transversalen Wellen mit den 
skalaren Wellen überein. Dazu gehören die Ausbreitung mit im allgemeinen 
konstanter Geschwindigkeit, die Existenz ebener und periodischer Wellen, 
das Auftreten von Reflexion und Brechung sowie Interferenz und Beugung. 
Verschieden von den skalaren Erscheinungen sind die Vorgänge der Er- 
zeugung und Absorption elektromagnetischer Strahlung durch elektrische 
Ladungen, sowie alle Phänomene, bei denen die Transversalität der Wellen 
eine besondere Rolle spielt. Die Wechselwirkung elektromagnetischer 
Wellen mit der Materie, die sie durchlaufen, wird erst anschließend in 
Teil 7 dargestellt. 


61  Transversalität 


Zusammenfassung: Die Polarisierbarkeit elektromagnetischer Wellen zeigt, daß 
sie transversal sind und durch einen Ausbreitungsvektor U beschrieben werden müssen. 
Aus der Bedingung der reinen Transversalität ohne longitudinale Komponente folgt 
die Wellengleichung (612.14) und die mit ihr eng zusammenhängende Nebenbe- 
dingung (612.9). Ebene Wellen sind Lösungen dieser Wellengleichung. Sie können 
linear, elliptisch und zirkular polarisiert sein. 


‘611 Polarisierbarkeit von Lichtwellen 


Im allgemeinen verhalten sich Lichtwellen genauso wie die in Teil 4 
behandelten skalaren Wellen. Ein von den skalaren Wellen abweichendes 
Verhalten wird jedoch bei folgendem Experiment beobachtet: Ein Lichtstrahl 
fällt, wie in Abb. 611 dargestellt ist, von oben auf eine ebene Glasfläche, 
wird dort reflektiert und gebro- 
chen. Der reflektierte Anteil läuft 
nach rechts weiter und wird an 
einer zweiten Glasplatte ein zweites 
Mal gebrochen und reflektiert. Der 
beim zweiten Mal reflektierte An- 
teil läuft nach rechts unten weiter. 
Dreht man den zweiten Spiegel um Abb. 611. 


die Achse des waagerecht gezeich- Polarisation des Lichtes bei zweifacher 
neten Strahls, und zwar um den Reflexion an durchsichtigem Material 
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Drehwinkel o, so beobachtet man etwas völlig Unerwartetes: Man stellt 
nämlich fest, daß die Intensität J der zweimal reflektierten Strahlung von 
diesem Drehwinkel p abhängt in der Form 


J=J(p) 00° (P— Po): a) 
Wenn der zweite Spiegel gegenüber seiner Stellung in der Abbildung 


um 90° verdreht ist, der reflektierte Strahl also senkrecht aus der Zeichen- 
ebene heraustreten sollte, so ist die Intensität Null. 


Vom Standpunkt einer skalaren Wellentheorie gibt es für dieses Phänomen 
keine Deutung. Die einzige Richtung, die durch die im Mittelteil nach 
rechts laufende ebene Welle ausgezeichnet ist, ist ihre Ausbreitungsrich- 
tung e, also die Richtung der Achse. Ihre Beschreibung kann durch 


Du=0: u=ult-) (2) 


erfolgen. Diese Lösung ist invariant gegenüber Drehungen um die Achse e. 
Es müssen daher auch alle Messungen von « und von den aus u abge- 
leiteten Größen unabhängig vom Drehwinkel p sein, im Gegensatz zu 
der in (1) beobachteten Intensität. Es sei darauf hingewiesen, daß die in (1) 
beschriebene Polarisation von Lichtwellen nur bei bestimmten Einfalls- 
winkeln « des Lichts auf die Glasplatten beobachtet wird, nämlich wenn «— 
je nach Material — etwa 56° ist (siehe Abschnitt 623). 


Die in Abb. 611 beschriebene Erscheinung der Polarisation zwingt 
daher zum Aufsuchen einer von (2) verschiedenen Wellentheorie. Eine 
Abhängigkeit J(@) der Intensität vom Drehwinkel ist nur dann möglich, 
wenn die Lichtwelle neben der Ausbreitungsrichtung noch irgendeine 
zweite charakteristische Richtung wie die in Abb. 611 eingetragene Rich- 
tung U enthält. Die Wellenfunktion liefert für jeden Raum- und Zeit- 
punkt eine bestimmte Zahlenangabe. Soll nunmehr an jedem Ort ein Vek- 
tor U definiert sein, dessen Bedeutung im einzelnen noch zu überlegen 
bleibt, so sind dazu mindestens drei Zahlenangaben pro Raum- und Zeit- 
punkt erforderlich. Eine polarisierbare Welle muß also mindestens drei 
Komponenten enthalten, die in der Form 


(u, Ug, Ug,)= U (3) 
zu einem Vektor zusammengefaßt werden können. 


Liegt der Vektor U in der Richtung von e, so ist wiederum keine zu e 
senkrechte Richtung ausgezeichnet und somit keine Polarisation möglich. 
Wir haben eine sogenannte longitudinale Welle vor uns. Steht U dagegen 
senkrecht auf e, so ist esim Prinzip möglich, eine Polarisation entsprechend 
(1) zu beobachten. Es gilt also 


U||e longitudinale 


U_Le transversale Wellen. 4 . (4) 
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Liegt U weder in Richtung e noch senkrecht dazu, so haben wir eine ge- 
mischte Welle vor uns mit longitudinalem und transversalem Anteil. Da 
eine longitudinale Komponente bei Drehung der Glasplatte unter allen Um- 
ständen unverändert bleibt und allenfalls nur die transversale Komponente 
ausgelöscht werden könnte, müßte bei einer solchen Welle die Intensität 
durch 

‚U beliebig: J=4A-+ Bcos?(p—9,) (5) 


gegeben sein. Beobachtet wird im Sinne von (5) jedoch A=0. Die Licht- 
wellen sind also rein transversal. 


Damit sind zunächst gewisse prinzipielle Voraussetzungen geschaffen, 
um das in Abb. 611 dargestellte Experiment zu beschreiben. Inwieweit 
diese Voraussetzungen auch hinreichend sind und wirklich zu einer quan- 
titativen Beschreibung der Polarisation führen, wird später in Abschnitt 623 
untersucht, nachdem zuvor eine vollständige Theorie solcher rein trans- 
versaler Wellen aufgestellt werden muß. 


612 Mathematische Beschreibung 


Da die elektromagnetischen Wellen wie besprochen rein transversal 
sind, würden zu ihrer Beschreibung bereits zwei Zahlenangaben für jeden 
Raum- und Zeitpunkt vollständig ausreichen. Wie nämlich in Abb. 612 
schematisch dargestellt ist, muß der in Abschnitt 611 eingeführte Vektor U 
senkrecht auf e stehen. Durch U und e wird‘ 
eine Ebene aufgespannt, die man sinnvoller- 
weise als Polarisationsebene bezeichnen könnte. 
In der Literatur jedoch hat sich ein anderer 
Brauch eingebürgert, nämlich die dazu senk- 
rechte, aus U x e und e aufgespannte Ebene 
als Polarisationsebene zu bezeichnen. 


u 


Polarisations- 
ebene 


Wie erwähnt, kann eine vektorielle Wellen- Akt, eilt; Lay dan 'Ber 
ausbreitung durch Angabe eines Zahlentripels stimmungsvektoren einer 
in jedem Raum- und Zeitpunkt charakterisiert transversalen Welle 
werden. Jede der drei Komponenten von U 
kann als einzelne Wellenfunktion angesehen werden, die jede für sich 
der Wellengleichung 


ıa ı 
#5 378 -4]u=0 (1) 


genügt. Vorausgesetzt ist hier (neben der Gleichheit von Gruppen- und 
Phasengeschwindigkeit) lediglich, daß die Ausbreitungsgeschwindigkeit v(r) 
von der Richtung des Vektors U unabhängig ist, was im allgemeinen, 
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d.h. außer in Kristallen, auch stets erfüllt ist. Eine spezielle Lösung dieser 
Gleichung (1) ist die periodische ebene Welle 
x w® 
Neuen Sup (2) 
Hier stimmt die Richtung des Wellenzahlvektors f mit dem Ausbreitungs- 
vektor e überein. 


Die Bedingung der reinen Transversalität lautet bei dieser Lösung 
ult uf=0. (3) 
Eine allgemeinere Formulierung dieser Nebenbedingung, die nicht von 
der speziellen Lösung (2) und dem in ihr enthaltenen Vektor f abhängt, 

wäre ou 
a 

Man überzeugt sich sofort, daß (4) für die Lösung (2) auf (3) führt. 
Die Geschwindigkeit v(r) in (1) hängt von der zu durchlaufenden Materie 
und ihren Eigenschaften ab. Sie ist erfahrungsgemäß stets kleiner als 


im Vakuum, wo sie den Wert c—= 3. 108 m/sec hat. Als Brechungsindex n 
wird die dimensionslose Größe 


ne) >1 (8) 


0. (4) 


definiert. Damit läßt sich die Wellengleichung auch in der Form 
=; (6) 
schreiben. 

Die Gleichungen (4) und (6) beschreiben rein transversale Wellen und 
schaffen somit die Voraussetzungen für eine Wellentheorie wie die des 
Lichts. bei der solche Phänomene wie die in Absehnitt 611 behandelte 
Polarisation auftreten können. Es ist allerdings noch die Frage zu klären, 
ob die Gleichungen (4) und (6) widerspruchsfrei nebeneinander bestehen 
können. Das ist nicht der Fall. denn es ist mit (4) 


°0 - OU Om 1 


0 n 
le Eder er m 
Nach (6) aber müßte die linke Seite von (7) verschwinden und somit 
On? 
Lau (8) 


sein. Unter gleichzeitiger Voraussetzung von (4) und (6) darf also der 
Brechungsindex nicht mehr beliebig vom Ort abhängen. Diese Gleichungen 
können nur in Gebieten mit konstantem Brechungsindex gültig sein, 
und es muß daher zunächst noch eine allgemeinere Beschreibung auf- 
gesucht werden, die in Gebieten mit konstantem Brechungsindex n wieder 
auf die Formeln (4) und (6) führt. 
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Zur Aufstellung einer allgemeineren und auch bei variablem Brechungs- 
index gültigen Theorie wird für die Nebenbedingung zunächst der Ansatz 


° 21 —_ 
zUU=- 0 (9) 
versucht und an Stelle der Wellengleichung (6) der allgemeinere Ansatz 
n? 0% ou 
(ar Aalu=:(5.) (10) 
gemacht. Hier bedeutet f irgendeine mit oU/ör vorgenommene Vektor- 


oder Differentialoperation, die noch genauer zu bestimmen bleibt. Bildet 
man die Divergenz von (10), so wird 


O n:;: ou 
alü= OA n)- (1) 
Die Nebenbedingung (9) wird also befriedigt, falls f in (11) die Form 
ou su 
j (= dr (5) 2) 


hat. Durch das Zusatzglied wird andererseits die Wellengleichung (6) 
in Gebieten, wo n kenstant ist, erfüllt, weil das Zusstzglied bei trans- 
versalen Wellen, also bei Gültigkeit von (4), ohnehin verschwindet. 


Aus (10) und (12) folgt somit als transversale Wellengleichung: 


n? 62 
(Baar | u=0. (13) 


Der Trennungspunkt in (13) bedeutet gemäß der Multiplikationsvorschrift 
von Vektoren nach (412.5), daß die beiden Faktoren ö/ör nicht skalar mit- 
einander verknüpft sind. Faßt man die Ortsableitungen entsprechend zu- 
sammen, so kann (13) auch etwas anders, nämlich durch 


"ao ö 
® 8 3X (ar x|u=0 (14) 


dargestellt werden. Dies ist die endgültige Form der Wellengleichung. 
Sie stellt eine vektorielle Zusammenfassung von drei gekoppelten 
Gleichungen für die drei Komponenten von U dar. 


Bei Ausbreitungsvorgängen von Wellen braucht die Nebenbedingung (9) 
neben der Wellengleichung (14) nicht extra gefordert: zu werden. Solche 
Ausbreitungsvorgänge lassen sich bekanntlich aus periodischen Bestand- 
teilen h ö 

Un ee! ; Fr o=0 (15) 


zusammensetzen, deren jeder für sich der Gleichung 


n?w? 


ar (axu)= u (18) 


17 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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genügt. Bildet man die Divergenz von (16), so verschwindet die linke Seite, 
weil ein Dreierprodukt entsteht, in dem sich zwei gleiche Faktoren be- 
finden. Die rechte Seite allein liefert 


O 04 _ 

RN) =0 (17) 
unter der Voraussetzung (15), daß die Frequenz » # 0 ist. Da nur Wellen- 
ausbreitungen dieser Art interessieren, also statische Lösungen hier ohne 


Belang sind, braucht der allgemeinere Fall, der auch Lösungen mit » = 0 
enthält, nicht näher untersucht zu werden. 


613 Polarisierte ebene Wellen 


Die Lösungen von (612.14) und (612.9) 


| 


in Gebieten n — konst. sollen systematisch untersucht werden. Als ein- 
fachste Lösung tritt die räumlich und zeitlich periodische ebene Welle 
(612.2) 


a 
or 


atzx( x|u=0 2 (nu) =0 (di) 


U=uelet-t) (2) 
auf. Setzt man (2) in die Wellengleichung (1) ein, so wird 
otu=—Ix(txW=—tHin)+Pu. (3) 


Diese Gleichung kann, wie man außer- 
dem in Abb. 613.1 anschaulich sieht, offen- 
bar nur erfüllt werden, wenn 

fu=0 (4) 


ist, die Nebenbedingung in (1) erscheint als 
Folge der Wellengleichung. 


rl $ 
af n 5 Aus (3) folgt für den Zusammenhang 
. 613.1. sch 
Kichenkinkbenehntgen Dit.einee zwischen Frequenz und Wellenzahlvektor 
transversalen Welle Kal af (5) 
e& " 


Gruppen- und Phasengeschwindigkeit sind hier wie vorher bei den skalaren 
Wellen gleich groß, nämlich gleich 


dw ce or u: c 
Im en meet w 


[618] 61 Transversalität 247 


Hier ist e der Einheitsvektor in der Ausbreitungsrichtung von (2). Die 
ebene Welle (2) läßt sich auch in der gelegentlich zweckmäßigeren Form 
7), (7 
darstellen. von u 
Wenn bislang in Wellenfunktionen, die als Lösungen der Grundgleichung 
(1) diskutiert wurden, komplexe Größen auftraten, so ist dabei wie 
früher lediglich der Realteil von U als physikalische Lösung anzusehen, 
in n (7) also die entsprechende Kosinusfunktion. Die einzelne ebene Welle (2) 
bzw. (7) wird durch die Vektoren u und e 
charakterisiert. Zum gleichen Vektor e gibt 
es, dargestellt in Abb. 613.2, immer je zwei 
Lösungen, deren Richtungen a, und a, auf- 
einander senkrecht stehen. Die zugehörigen, 
n,9 auf die Maximalamplitude 1 normierten 
Lösungen werden als 


u 


9; 
U, = a, 008 (wt— fr — a) 
= a, 008 (wt —fr— &,) 


(8) 

Abb. 613.2.  Schwingungsrich- 

tungen transversaler Wellen bezeichnet. Betrachtet man den zeitlichen 

Ablauf einer der beiden ebenen Wellen (8) 

an einem festen Ort, so führt die Amplitude der Wellenausbreitung peri- 

odische Schwingungen längs des einen oder anderen der beiden Vektoren a, 
oder a, aus. Die Lösungen (8) nennt man linear polarisiert. 


Die allgemeinste periodische transversale Welle bei gegebenem f ist 


U=alı+ol, 
re (9) 
= 010, c0s(wt— Ir — a4) + 0902 008 (wt —r— X), 
ist also als Linearkombination der beiden linear und senkrecht zueinander 

pölarisierten Lösungen U, und U, mit willkürlichen Koeffizienten c, und c, 

sowie Phasen «, und «, darstellbar. Die an einem Ort beobachtete Schwin- 

gung des Amplitudenvektors setzt sich aus den beiden einzelnen Schwin- 

gungen (8) zusammen. Ist &,=«,,. so schwingen beide Komponenten 

U, und U, in Phase. Die zugehörige Welle (9) ist wieder, nunmehr 

jedoch in der beliebigen Richtung ec, a, + c,a, senkrecht zu f linear polari- 

siert. Ist dagegen c, = c, und unterscheiden sich die beiden Phasen 
und &, um /2, so beschreibt der Endpunkt des Polarisationsvektors 

einen Kreis in der zu f senkrechten Ebene. Man bezeichnet diese Lösungen 

als zirkular polarisiert, und zwar links- oder rechtszirkular, je nach ihrer 

Umlaufrichtung um die Achse des Vektors £ von Abb. 613.2. Treffen die 

soeben gemachten Voraussetzungen nicht zu, so beschreibt der Endpunkt 

des Polarisationsvektors eine Ellipse, und man spricht daher in diesem 

allgemeinsten Falle von ellphscher: Polarisation. 


17° 
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Da die Wellengleiekung (1) linesr und homogen ist, stellt jede Linear- 
kombination ihrer Lösungen wieder eine Lösung dar. Es lassen sich Lösungen 
(8) mit verschiedenen Frequenzen und Amplituden, aber gleicher Aus- 
breitungsrichtung e zu einer allgemeinen Lösung 


Ut,t) [du ee u (m —) 
le=0 


superponieren. Als allgemeine Lösung dieser Art kann ähnlich wie früher 
bei skalaren Wellen eine beliebige, von nur einem Argument abhängige 
Funktion U angesehen werden. Noch allgemeinere Lösungen erhält man 
durch Superposition verschiedener Lösungen des Typs (10) mit verschie- 
denen Ausbreitungsrichtungen e. 


(10) 


Übungsaufgaben 


61.1. Man gebe die Komponentendarstellunrg der Weliergleichung (613.1) an. 
61.2. In der elliptisch polarisierten Welle (613.9) ist 
Gl =@ und G-i=l 


gegeben. Men. bestimme die Lagen der Halbachsen und ihre Längenverhältnisse 
zueinander. 


62 Reflexion und Brechung 


Zusammenfassung: An Sprungstellen des Brechungsindex z bleiben die Kompo- 
nenten li,, n?l, und (8/@t x U)a des Ausbreitungsvekters stetig. Sie liefern die Anschluß- 
bedingungen für Refiexion und Brechung. Die einfallende Welle U wird in zwei Kompo- 
nenten U, und U, zerlegt, die in der Einfallsebene und senkrecht dazu liegen. Die Amgli- 
tudenverhältnisse bei Reflexion und Brechung werden durch die Größen R,, RD, D, 
als Funktionen des Brechungsindex und des Einfallswinkels «; beschrieben. Beim Über- 
gang zum diehteren Medium, bevorzugt die s-Komponenie Reflexion und die p-Kom: 
ponente Brechung, ebenso beim Übergang zum dünneren Medium. Im letzteren Felle 
tritt bei größeren Winkeln totale Refiezion ein. In beiden Fällen existiert ein Einfalls- 
winkel, bei dem nur die s-Komponente reflektiert wird. 


621 Grenzbedingungen an Sprungstellen ven rn 


Trifft eine elektromagnetische Welle vom Typ (613.10) auf eine Glas- 
fläche, so treten Reflexion und Brechung in qualitativ ähnlicher Weise 
auf, wie sic bei skalaren Wellen bereits in Abschnitt (432) behandelt 
wurden. Auch die Durchführung der einzelnen Überlegungen lehnt sich 
eng an den erwähnten Abschnitt an. Zusätzlich treten hier lediglich die 


[621] 62 Roflexion und Brechung 249 


Erscheinungen auf, bei denen die Polarisationsrichtungen eine Rolle spielen. 
Abb. 621.1 beschreibt diese Situation. Die einfallende, durchgelassene und 
reflektierte Komponente werden jeweils mit F, D und R bezeichnet. 


Redexion und Brechung kommen dadurch zustande, daß beim Übergang 
von Luftin Glas wieauch umgekehrt der Brechungsindex n eine Unstetigkeit. 
aufweist. Prinzipiell sollten sich Reflexion und Brechung aus der trans- 
versalen Weilengleichung (613.1) direkt bestimmen lassen. Wir nehmen 
dazu zunächst an, daß die 
Änderung des Brechungs- 
index nicht unstetig, son- 
dern allmählich innerhalb 
eines Bereichs von der 
Länge Ax erfolgt und 
gehen erst anschließend zur 
Grenze Ax— 0 über. Dann 
nämlich folgen alle Stetig- 
keitsbedingungen unmittel- 
bar aus derWellengleichung 
selbst. 


Um das Problem besser 
zu übersehen, werden zum 
Vergleich die Stetigkeits- 
bedingungen einer skalaren 
Welle an einer Unstetig- 
keitsstelle des Brechungs- 
index unter der Voraus- 


Abb. 621.1. Reflexion und Brechung einer trans- 


setzung untersucht, daß — versalen Welle an einer ebenen Trennfläche. F, 
imGegensatzzudenAusfüh- D und R liegen in der schrafferten Fläche, der 
rungen von Abschnitt 432 Einfallsobene 


über akustische Weilen — 
auch an der Unstetigkeitsstelle die Wellengleichung gilt. Ohne Verlust 
an Allgemeingültigkeit wird eine rein periodische Lösung betrachtet, die 
scmit der Wellengleichung 
n? ww? 

c2 


Au= () 


genügt. Nun sein =n(x) am der Stelle x = 0 unstetig. Würde auch u{x) 
unstetig sein, dsun wären die Ableitungen Ou/dx und 324/02? unendlich 
im Widerspruch zu (1), weil die rechte Seite von (1) end!ich bleibt. Damit 
aber 524/92? endlich bleibt, müssen u und 3u/dx die Sprungstelle stetig 
durchlaufen. 


In analoger Weise, wie beim skalaren Fall, soll nun die Diskussion der 
Grenzbedingungen für transversale Wellen geführt werden. Es wird voraus- 
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gesetzt, daß die Wellengleichung an der Sprungstelle gültig bleibt. Für 
eine periodische Lösung der Wellengleichung (613.1) bedeutet das die Er- 
füllung der Gleichung 


= x (& xu)= 2, (2) 
die, wie im Abschnitt 612 gezeigt wurde, die Gleichung 
5 

3, u) =0 (3) 


unmittelbar zur Folge hat. Genau wie vorher bei (1) erhebt sich nunmehr 
die Frage, welche Komponenten von U und seinen Ableitungen die Sprung- 
stelle x — 0 stetig durchlaufen müssen, damit die Gleichungen (2) und (3) 
gültig bleiben. 


Zunächst läßt sich eine einfache Folgerung aus (3) ziehen. Man inte- 
griert (3) über das in Abb. 621.2 dargestellte Volumen, das sich zu beiden 
Seiten der Sprungfläche eng an diese anschließt und dort die Fläche F 
. bedeckt. Mit dem Gaussschen Satz (413.14). läßt 

sich dieses Volumenintegral in ein Oberflächeninte- 
gral überführen und es gilt 


0=farnu=FlinUn),— (nun), (4 


wenn die Tiefe dieses Volumens so gering ge- 
wählt wird, daß von den Rändern keine Bei- 
träge zu (4) entstehen. Der Index N in (4) zeigt 
die Normalkomponente an, die Tangentialkom- 
ponente wird durch T'.angegeben. Aus (4) folgt, 
daß das Produkt n?Ul, an der Sprungstelle stetig 
bleiben muß, und damit 11, also offenbar un- 
stetig ist. 

Es erhebt sich die Frage, ob diese Unstetigkeit 
der Normalkomponente U, im Widerspruch zu 
den Forderungen der Gleichung (2) steht, denn 
an der Stelle «= 0 wird die Divergenz von U 


Abb. 621.2. 
Zur Ableitung der Rend- 
bedingungen an einer Un- unendlich, weil 
stetigkeitsfläche von n ou x Un _ er (5) 


or 7 0x 


gilt. Es ist jedoch (0/0r) x U endlich, denn in diesem Ausdruck können nur 
die Ableitungen mit 0/0 unendliche Beiträge liefern, und zwar nur dann, 
wenn sie mit I, zusammen auftreten, was aber bei der Bildung des Vektor- 
produkts nicht der Fall ist. Man folgert hieraus, daß 


3 xlU=endlich, falls Wr stetig - (6) 
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ist, unabhängig davon, daß U, unstetig ist. Genau wie in (6) läßt sich bei 
nochmaliger Rotationsbildung die Richtigkeit von 


[) 


ö £ i (7) ä 
res) er x u) = endlich, falls (% x u), stetig (7) 


mit der gleichen Argumentation nachweisen. Zusammenfassend kann man 
daher feststellen, daß die in (2) und (3) enthaltenen Wellengleichungen auch. 
an der Sprungstelle x = 0 erfüllt werden, wenn die Stetigkeitsbedingungen 


n?Uy, Ur, (6 x u), —stetig (8) 


erfüllt sind, bei denen jeweils N die Normalkomponente und 7 die Tangen- 
tialkomponente bezeichnet. 


622 Berechnung der Amplituden 


Für den Vektor WU der Wellenausbreitung wird nun folgender Ansatz 
gemacht 


U Ur (2) +2 (1 =*) 2<0 
u 5 
U= Bo für . (1) 
u,=lpn (1*) :>0 
Mit den Randbedingungen (621.8) werden die Funktionen U, und U, auf 
der Grenzfläche (in Abb. 621.1 die y, z-Ebene) angeschlossen. Ein beliebiger 
Punkt der Grenzfläche sei durch 


%=(0,y,2) (2) 


charakterisiert. Wenn die Randbedingungen für alle Zeiten erfüllt sein 
sollen, so ist dazu unter allen Umständen erforderlich, daß die Argumente 
der in (1) auftretenden Funktionen an beliebigen Punktenr, der Trennfläche 
gleich sein müssen, woraus unmittelbar die Beziehungen 


E n “ 
Her=ter=-- ep=—toen (3) 
r {4 
folgen. 


Die Bedingung (3) war auch bei skalaren Wellen nötig. Mit der gleichen 
Argumentation wie dort in Abschnitt 432 läßt sich aus (3) auch hier folgern, 
daß einfallender, reflektierter und durchgelassener Strahl in einer Ebene 
liegen und dem Reflexionsgesetz 


SINAR=sSinap OR=&rF (4) 
sowie dem SnzıLivsschen Brechungsgesetz 


n, inc, = n,sina, (5) 
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genügen. Wegen der Gleichheit von Einfalls- und Refiexionswinkel ist es 
zweckmäßig, die Bezeichnung 
AR=AF—M, ap=% (6 
einzuführen. a; a 
In den bisherigen allgemeinen Aussagen besteht also zwischen skalaren 
und transversalen Wellen kein Unterschied. Die Eigenarten der trans- 
versalen Wellen treten erst bei der Berechnung der Amplituden auf. Die 
Berechnung der Amplitudenverhältnisse erfolgt in zwei Schritten. Die 
Wellenfunktion wird in zwei Komponerten aufgeteilt 


U=1,+1,, m 


die senkrecht (s) und parallel {p) zur Einfallsebene liegen. Die s-Kompo- 
nente hat hier die Richtung der z-Achse von Abb. 621.1, während die 
p-Komponente senkrecht dazu, nämlich irgendwo in der x, y-Ebene liegt. 


Zunächst wird für die s-Komponente folgender Ansatz gemacht: 


I 
"u= für 


up xz>0 (8) 


U,= 8,u(2,y,0) 


Die in den Örenzbedingungen (621.8) benötigten Größen sind hier 


(U)r= (&)yu=0 A)r=(e,)rua=u 
d : ö 9, pP) 
(% x 1), (z: x er) zu = (er x Zr e, x erg) (9) 
a 2, P) _ ö 
-(-gate;)n nr 


Die Grenzbedingungen selbst lauten also 


(10) 


6 
u = stetig up -HUR= up 
r=1: 


ou R ‚ ’ . 
Fra stetig WUr-UR=Uupn 
und stimmen praktisch mit den Grenzbedingungen der skalaren Theorie 
überein. 


Damit ist das Problem, die s-Komponente zu berechnen, auf das ent- 
sprechende Problem für skalare Wellen in Abschnitt 432 (hier jedoch mit 
= 4, —=1) zurückgeführt. Für die verschiedenen Anteile in (1) werden 
die Ansätze 


Ur=uplX,Yy,t) uap=D,W(x,y;t) ur=Ruü(x,y,t) (1) 
gemacht. Die Stetigkeit von u führt direkt auf die Bedingung 
1+R,=D, (12) 
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und die Stetigkeit von öu/dx = e, du[drt auf die Bedingung 


> Be ee __ 
Fe ee =, D,. (13) 
Mit den Winkeln der Abb. 621.1 und ihren Bezeichnungen in (6) wird 


RR COS, „7 __ 7, C08%, 114) 


v, co on eo ®. 


Die Auflösung der: Gleichungen (12) und (14) liefert mit (5) 


= 2n,C03% __ 208% sind, 
n, COS Q, N,C08%+Nn,cosa,  sin{d, +) 


(15) 
__ 008% — N, 608%, _ Sina, — %) 
mM C0sW-+n,008%, . sin(a, +)" 


Nunmehr bleibt noch die p-Komponente zu berechnen. Während die 
Richtung von U, stets zur Einfallsebene normal war und somit beim 
Brechungs- und Reflexionsprozeß nicht verändert wurde, muß die p- 
Komponente dagegen bei Reflexion und Durchlaß ihre Richtung ändern, 
wie dasin Abb. 621.1 bereits in den eingezeichneten Pelarisationsrichtungen 
Ay, Apr und a) zum Ausdruck kommt. Es muß daher für die 7-Komponente 
der von (8) und (11) verschiedene Ansatz 

Apüg (z, % + RzaRUyl®, Y%; !) 
= für zS0; je] =1 (16) 
D,apuo(®, Y,t) 
gemacht werden. Überlegt man sich an Hand von Abb. 621.1 die Richtungs- 
beziehungen zwischen den Winkeln, so stellt sich heraus, daß entsprechend 
(621.8) die Stetigkeit von U,7 die Bedingung 


(1-H R,)cosa, = D,cosa, (17) 
zur Folge hat. Die Stetigkeit von n?U,, hat 
(1—R,)nfsina; = D,n;sina, (18) 


zur Folge, eine Gleichung, die sich zusamrmen mit (5) zu 
„a—R)=n,D, (19) 


vereinfacht. Zur Berechnung von R,und D, genügen die beiden Gleichungen 
(17). und (19), so daß die dritte Stetigkeitsbedingung von (621.8) nicht be- 
nötigt wird. Sie steht auch nicht im Widerspruch zu (17) und (19), sondern 
führt vielmehr wiederum auf die Bedingung (19), wie man sich durch 
Nachrechnen leicht überzeugt. 
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Die Auflösung nach R, und D, ist einfach und ergibt 


2 27, C08%, 2 COS Sind, 


Cosa, ,CO8%; + 7, C08q, — sina,+ &) cos (a,— @,) 


COS, 


Cosa, | = (20) 
_I_M CO8 &% _ 8 — ) 
oz ı N, 7, us tel, + a)" 
= COS &, 


Die Formeln (15) und (20) werden nach ihrem Entdecker als die FREsnEL- 
schen Formeln bezeichnet. 


623 Polarisation 


Die im letzten Abschnitt berechneten Amplitudenverhältnisse (R, 
D, D,) von reflektierter und durchgelassener Komponente, bezogen m 
die Einfallsamplitude, sind in den Abb. 623.1 und 624 als Funktionen 
des Einfallswinkels «, wiedergegeben. Außerdem hängen diese Größen noch 
vom Verhältnis n=n,/n, der Brechungsindizes rechts und links der 
Grenzfläche ab. In Abb. 623.1 wird der Übergang zum dichteren Medium 
mit n = 1,5 dargestellt. 


Abb. 623.1. Die Abhängigkeit a) der 
Durchlaßkoeffizienten D,, D, und 
b) der Reflexionskoeffizienten RB, R, 
vom Einfallswinkel &, beim Übergang 
zum optisch dichteren Medium mit 
n./y=n=15 


&, = 0 entspricht senkrechtem Strahleneinfall. In diesem Falle besteht 
zwischen der s- und p-Komponente kein Unterschied. Die Werte von R, 
und R, wie auch von D, und D, fallen zusammen. Mit wachsendem Ein- 
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fallswinkel «, zeigt sich in Abb. 623.1 bei der Reflexion eine Bevorzugung 
der s-Komponente und beim durchgelassenen Strahl eine Bevorzugung 
der p-Komponente. Denn es ist 

I%|>|R,| ID.|=<|D;| a) 
für alle a. 


Eine Besonderheit zeigt die reflektierte p-Komponente bei einem Ein- 
fallswinkel von etwa 56°. Hier ist R, = 0. Es wird also nur die s--Komponente 
allein reflektiert. Die Bedingung für das Verschwinden von R, ist nach 
(622.5 und 20) 


R,=0; +5; tg y=1,5; &; = 50° 20’. (2) 
Der in (2) ausgezeichnete Winkel ist in der Literatur als Brewsrerscher 
Winkel. bekannt. Abb. 623.2 gibt die Verhältnisse von (2) schematisch 


wieder. 


Daß beim Brewstuzschen Winkel keine Reflexion der Parallelkomponente 
auftreten kann, läßt sich atomistisch einfach verstehen. Der Brechungs- 
index n, +1 wird, wie später noch ausführlich 
gezeigt werden soll, durch das Mitschwingen 
von Elektronen in der Materie hervorgerufen. 
Die Elektronen aber schwingen in Richtung 
des Wellenvektors, also im Falle der p-Kom- 
ponentein der Abbildungsebene von Abb. 623.2. 
Die reflektierte Komponente müßte durch 
Reemission dieser schwingenden Elektronen 
hervorgerufen werden. In Richtung der Elek- 
tronenbewegung selbst erfolgt jedoch keine 
Emission, da elektrische Wellen senkrecht zur 
Bewegungsrichtung der Elektronen ausgesandt 
werden. Die reflektierte Komponente wird Abb. 623.2. 
also gerade dann verschwinden, wenn der Zur Deutung der Polarisation 
Winkel zwischen den Richtungen e, und ey 
90° ist. Das ist aber gerade der Inhalt der Gleichungen (2). 


Fällt unter dem Brewsrerschen Winkel eine beliebige ebene Welle 
ein, so bleibt wegen (2) bei Reflexion nur die s-Komponente übrig. Sie 
ist also linear polarisiert, ihr Wellenvektor U zeigt senkrecht aus der 
Zeichenebene von Abb. 623.2 heraus. Entsprechend ihrer Definition fällt 
die Polarisationsebene, deren Normalenvektor WU ist, mit der Einfallsebene 
zusammen. Dieser Umstand hat übrigens zur Definition der Polarisations- 
ebene in der vorliegenden Form geführt. Wiederholt man den Reflexions- 
vorgang entsprechend den Ausführungen von Abschnitt 611 und Abb. 611 
an einer zweiten Glasplatte, so wird kein Licht mehr reflektiert, sobald 
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die zweite der Glasplatten in Abb. 611 um 90° verdreht ist, denn es würde 
nur die s-Komponente reflektiert, und eine solche ist in bezug auf den 
zweiten Spiegel nicht vorhanden. 


624 Totale Reflexion 


Besonderes Interesse verdienen die Erscheinungen bei großem Ein- 
fallswinkel &,, wenn, wie in Abb. 624 dargestellt, an der Grenzfläche ein 
Übergang zum dünneren Medium stattfindet. Dort ist n —=n,/n, = 2/3 
gesetzt. Bei «,—=0 fällt wie im vorigen Abschnitt die Unterscheidung 
zwischen s- und.p- Komponente fort. Die entsprechenden Größen D und R 
sind untereinander gleich groß. Mit zunehmendem Einfallswinkel «, wird 
auch hier die s-Komponente bevorzugt reflektiert und die p-Komponente 
bevorzugt durchgelassen, denn auch hier gilt (623.1). 


Abb. 824. Die Abhängigkeit a) der 

Durchlaßkoeffizienten D,, D, und 

b) der Reflexionskoeffizienten R,, R, 

vom Einfallswinkel x, beim Übergang 

zum optisch dünneren Medium mit 
n,/n,= n = 2/3 


Von einem gewissen Grenzwinkel X —42° ab setzen besondere Ver- 
hältnisse ein. Es findet totale Reflexion statt. Der Grenzwinkel selbst folgt 


aus dem SneLLıusschen Brechungsgesetz (622.5): 
n POS = > 5 
SZ re 42 5 (il) 


Oberhalb dieses Grenzwinkels wird «, komplex, denn es ist bei y>&: 


; m. L. re 
sin, = sny=--siny>—sinä=l. (2) 
Ir vs r 
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Wie bereits früher für skalare Wellen untersucht wurde, läuft nach rechts 
lediglich eine stark gedämpfte Welle, die keine Energie transportiert. 
Es muß also die gesamte Intensität reflektiert werden, was in Abb. 624 
durch die Bedingungen 

Ri-1 =1. (3) 


zum Ausdruck kommt. Die Richtigkeit von (3) läßt sich auf Grund der 
Frusnerschen Formel (622.15) und (622.20) für R, und R, 


cos 1 cos 
I er j See 
cos 
R=—— { Be — d (4) 
1 cos 0, „Leo“ 
COS & N COS 


leicht nachvwreisen. In diesen Formeln wird cos«, ersetzt durch 


cosa,— YI— sinda, =—j Ysin?a, — 1= - | = sin?y—1. (5) 


Das formal mögliche positive Vorzeichen in (5) entfällt, da die durchgelassene 
Weile exponentiell abklingen muß [vgl. dazu (433.6) und PazNEr Text]. 
E, z. B. läßt sich dann in der Form 

ie [2-1 Ö 
darstellen. Die gesamte ankoımmende Welle wird mit einer Phasenver- 
schiebung um einen Winkel p vollständig reflektiert. Da die Phasenver- 
schiebungen für R,und R, nicht notwendig gleich großsind, können sich auch 
die Polarisationseigenschaften in einer vom Einfallswirkel «, abhängigen 
Weise bei der Reflexion ändern. 


Übungsaufgaben 


62.1. Eine lincar polarisierts Welle trifft auf ein optisch dünneres Medium mit dem 
relativen Brechungsindex n = 2/3. Ihre Polarisationsrichtung sei durch 
ü,]|= |V',|=1 gegeben. In welchem Polarisationszustand befindet sich die reflek- 
tierte Welle in Abhängigkeit vom Einfallswinkel «&,, wenn Tolalsfiexien vor- 
ausgesetzt wird? 


68 Elektromagnetische Welien 


Zusammenfassung: Als Quellen der elektromagnetischen Wellen werden bewegte 
Ladungen bzw. Strörae in der Wellengleichung berücksichtigt. Der aus dieser Wellen- 
gleichung folgende Energiesatz wird auf das Problem der Absorption von Wellen durch 
Ladungen angewandt. Unter der Voraussetzung, daß die absorbierte elektromagne- 
tische Energie in mechanische Energie der Ladung überführt wird, folgt daraus als 
Krafiwirkung die Lorentzkraft. Es wird weiter gezeigt, daß die Energieerhaltung 
auch in Kristallen gesichert ist, weun die Dielektrizitätskonstante e ein symmetrisches 
Koeffizientenschema ist. Mit dem Wellenvektor ii werden weiter die elektromagne- 
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tischen Felder €; ® und %, & definiert. Die Definitionsgleichungen dieser Größen 
und die Bedingungsgleichungen für U gestatten, das vollständige System der elektro- 
dynamischen Grundgleichungen herzuleiten. Die Lösung der Wellengleichung in 
Gebieten mit konstantem Brechungsindex erfolgt über 4 skalare Größen, das Vektor- 
potential X und das skalare Potential v, und liefert die retardierten Potentiale. Mit 
dieser Zurückführung auf die skalare Wellentheorie erübrigt sich die Behandlung der 


Beugung. 


631 Erzeugung von Wellen durch bewegte Ladung 


In Kapitel 61 und 62 wurden die allgemeinen Ausbreitungserscheinungen 
elektromagnetischer Wellen untersucht. Dabei sind noch zwei Fragen 
offengeblieben: einmal die in diesem und dem nächsten Kapitel zu be- 
handelnden Probleme der Erzeugung und Vernichtung elektromagnetischer 
Strahlung und zum anderen das Problem der Wechselwirkung elektro- 
magnetischer Strahlung mit Materie. Das letzte Problem wird ausführlich 
in Teil 7 behandelt und stellt im wesentlichen eine verfeinerte, phänomeno- 
logische und atomare Theorie des Brechungsindex r in den verschiedensten 
Medien dar. 


Von der Erfahrung her wird als bekannt vorausgesetzt, daß die in 
Kapitel 61 behandelten transversalen Wellen durch bewegte elektrische 
Ladungen erzeugt wie auch absorbiert werden können. Aus diesem Zu- 
sammenhang mit den elektrischen Ladungen rührt auch ihre Bezeichnung 
als elektromagnetische Wellen her. Die elektrische Ladung wird im all- 
gemeinen mit Q bezeichnet und in Coulomb gemessen: 


1[@]= 1Coulomb (C) = 1 Ampere x Sekunde (As). () 


Sie genügt einem Zrhaliungssatz derart, daß die Gesamtladung Q in 
einem beliebigen Raumvolumen sich nur ändert, falls durch die Randfläche 
dieses Volumens ein elektrischer Strom .J fließt. Die Ladungsabnahme 
während des Zeitintervalls dt ist 


ee Fer ini, (2) 


Der Strom J wird in Ampere gemessen. Er ist gleich dem Randflächen- 
integral über die Stromdichte 


= fg, 
I-$aii=|doz. (3) 
Der letzte Ausdruck in (3) entsteht durch Anwendung des Gaussschen 
Satzes (413.14). 


Ist die Gesamtladung Q kontinuierlich mit einer Ladungsdichte o im 
Raum verteilt, so gilt 


Q=[doe. | (4) 
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Beim Einsetzen von (3) und (4) in (2) entsteht als Beziehung zwischen der 
Ladungsdichte o und der Stromdichte j die bekannte Kontinuitätsgleichung 
(5). Da nämlich das entstehende Volumenintegral über beliebige Volumina 
verschwinden muß, kann zur Integration ein infinitesimales Volumen do 
verwandt werden. Die Integration selbst fällt dann also fort, und es gilt 


unmittelbar ., di 
e+2=0. (6) 


Wie bereits früher gezeigt wurde, besteht zwischen den Dichten j und o 
von Strom und Ladung noch die Relation 

; Ladun 

= Mache: Zeit = P- (6) 

Wenn die Ladungsdichte ge die Erzeugung elektromagnetischer Strahlung 

verursachen soll, so muß die in Kapitel 61 abgeleitete und in reinen 
Ausbreitungsgebieten gültige Wellengleichung erweitert werden. Die 
Ladungen müssen Quellen der Wellenausbreitung U sein. Von der skalaren 
Theorie (414.15) her ist bekannt, daß die Quellen als inhomogene Glieder 
der linearen Gleichungen auftreten. Es wäre also die rechte Seite in Glei- 
chung (613.1) durch ein g-abhängiges Glied zu ersetzen. Da auf der rechten 
Seite der Gleichung ein Vektor stehen muß, kommt für diesen nur j oder 
irgendeine Zeitableitung von j in Frage. Will man über die Dimension 
von U noch verfügen, so muß neben j ein dimensionsabhängiger Faktor u, 
auftreten. Die Gleichung lautet so im einfachsten Falle 


(x ]U= mi. u) 


Würde man bei diesem Ansatz j auf der rechten Seite durch Oj/öt er- 
setzen, so erhielte man eine Gleichung, die sich in ihren prinzipiellen 
Eigenschaften von (7) nicht unterscheidet. Da nämlich über die spezielle 
Bedeutung von U noch nichts ausgesagt ist, ließe sich U in diesem Falle 
durch Ü = Ül ersetzen, und man erhielte zwischen U und j wiederum 
die Gleichung (7). Der Übergang von j zu irgendwelchen Zeitableitungen 
bedeutet also lediglich einen Wechsel in der physikalischen Bedeutung 
von U, über die jedoch noch gar nichts ausgesagt wurde. Der Ansatz (7) 
für die Wellengleichung mit Quellen kann daher als der allgemeinste An- 
satz ohne Einschränkung angesehen werden. 


Gleichung (7) gestattet die Berechnung der Wellenamplitude U bei 
bekannter Verteilung der Stromdichte j. Bildet man die Divergenz dieser 
Gleichung, so fällt das zweite Glied der linken Seite in (7) fort, und es 
bleibt nur noch 


0 (m © BERN) ER 00 
(# ge) m (8) 
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übrig. Unter Berücksichtigung der Kontinuitätsgleichung (5) folgt das 
letzte Gieichheitszeichen von (8). Diese Gleichung kann als zeitliche Ab- 
leitung von 


0% n?® ou 
e=gr ®- 


re E-— (9) 


aufgefaßt werden, wobei mit ® ein Hilfsvektor eingeführt ist, die so- 
genannte elektrische Verschiebung der MaxweLuschen Theorie. Gleichung (9) 
zeigt, daß die Größe U bei statischen Problemen, bei denen zum Beispiel o 
zeitunabhängig vorgegeben ist, keine vernünftige physikalische Bedeutung 
hat. Bei zeitunabhängigem e in (9) muß natürlich auch © zeitunabhängig 
sein. ® beschreibt das von ge erzeugte sogenannte elektrostatische Feld. 
Bei zeitunabhängigem ® aber muß U einen Faktor ! enthalten, also im 
Zeitablauf ständig wachsen, obwohl sich physikalisch gar nichts ereignet. 
Während der in dieser Thecrie formal eingeführte Wellenvektor 11 bei 
Wellenausbreitungen also eine recht klare anschauliche Bedeutung besitzt, 
ist er für die Beschreibung zeitunabhängiger, statischer Feldverteilungen 
weniger geeignet, und die in (9) eingeführte Feldgröße D erweist sich hier 
als sinnvoller. 


Aus diesem Grunde spielen in der allgemeinen elektromagnetischen 
'Tbecrie, deren Begrifisbildungen weniger auf die Wellenausbreitung speziell 
zugeschnitten sind, die räumlichen und zeitlichen Ableitungen 


= B=ZxUu (10) 
eine wichtigere Rolle. & und ® werden dort als elektrische und magnetische 
Feldstärken bezeichnet. Prinzipiell wäre es möglich, alle Gleichungen in 
Gleichungen zwischen E und ®B umzuschreiben und den Wellenvektor U 
überhaupt zu eliminieren. Von dieser Möglichkeit wird hier jedoch ab- 
gesehen, weil sich mit U im Rahmen der Wellentheorie viel einfacher 
und übersichtlicher operieren läßt, als mit den Vektoren € und ®. Aus 
diesem Grunde werden die durch (9) und (10) eingeführten Vektoren ®, 
€ und ® lediglich gelegentlich zur Abkürzung verwendet; es wird jedoch 
nicht mit ihnen gerechnet. ' 


632 Der Energiesatz 


Nachdem nun die allgemeinen Grundgleichungen der Wellentheorie 
einschließlich ihrer Quellen für transversale Wellen aufgestellt sind, er- 
hebt sich die Frage nach mechanischen Erhaltungsgrößern, die der Wellen- 
vektor U bei der Ausbreitung einer Welle durch den Raum transportiert. 
Prinzipieli läßt sich zeigen, daß mit der durck (631.7) beschriebenen trans- 
versalen Welle sämtliche Erkaltungsgrößen durch den Raum transportiert 
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werden, die von der Mechanik her bekannt sind, wie Energie, Impuls und 
Drehimpuls. Von diesen Größen soll hier jedoch nur die Energie näher 
untersucht werden. 


Läßt sich die Energie Z für ein beliebiges Volumen definieren, so muß 
der Energiesatz die allgemeine Form 


(ı) 


haben. Auf der linken Seite steht die zeitliche Abnahme der Energie im 
betrachteten Volumen, die gleich der Summe aus Energiestrom J durch 
den Rand des Volumens und Energieverlust N innerhalb des Volumens 
aus sonstigen Gründen ist. £E und N müssen sich also durch 


B=/don N=[dov (2) 


darstellen lassen, und der Energiestrom J durch 


1=SJars=[a02. | 8) 


Hier bedeutet », die Energiedichte, & die Energiestromdichte und v die 
Verlustleistungsdichte. Mit dem Gaussschen Satz läßt sich der Energie- 
strom J in (3) durch ein Volumenintegral darstellen. Die Relation (1) soll 
für ein beliebig gewähltes Volumen gelten, unter anderem auch für ein 
infinitesimales Volumen do an einem beliebigen Ort, was wegen (2) und 
(3) nur möglich ist, wenn die Beziehung 


on , 98€ ee 
at trr=0 m 


zwischen 7), © und » erfüllt ist. Daß eine solche Beziehung im Zusammen- 
hang mit der Wellengleichung (631.7) existiert, läßt sich sogleich zeigen. 


In ähnlicher Weise wie sich in der Mechanik — und auch in der skalaren. 
Wellentheorie — der Energiesatz durch Multiplikation mit der Geschwindig- 
keit aus der Bewegungsgleichung ableiten läßt, entsteht er hier durch 
Multiplikation der Wellengleichung (631.7) mit der zeitlichen Änderung 
des Wellenvektors, nämlich mit Uno. In (631.7) wird dabei zunächst als 
Abkürzung 

n?= € (5) 


eingesetzt. Ebenso wie der Brechungsindex ist die neu eingeführte Größe e, 
die sogenannte Dielektrizitätskonstante, eine Materialkonstante. Die Glei- 
chung lautet SO Pur}; 


<—UlS de tor n x (axl u 


1 {7} (6) 
-——zleü + (üxz,) (5% u). 


18 Macke, Wellen. 2, Aufl. 
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Der letzte Term von (6) läßt sich umformen in 


la) rl) u 


Hierbei wirkt der linke Operator ö/Or nur auf die mit einem Pfeil | ver- 
sehenen Größen. Nunmehr lassen sich der erste Term von (6) und der 
letzte von (7) als Zeitableitung darstellen, während der erste von (7) als 
Divergenz dargestellt werden kann, wodurch a die Form 
RE BL Le. d 
ut erer)  © 
erhält. 
Mit Gleichung (8) ist bereits die Form (4) des Energiesatzes gefunden. 
Man sieht, daß (8) direkt in (4) übergeht, wenn man die Energiedichte 
durch Z 


\ör 


7N= Er — |® Well + x u] = Net Nmasn > (9) 


die Energiestromdichte & durch 
| 8--— ix; xu) (10) 


und die Verlustleistungsdichte » durch 


Die allgemeine Formulierung (1) des Energiesatzes enthält noch die 
Möglichkeit, daß die Erhaltung der elektromagnetischen Energie unter 
bestimmten Voraussetzungen nicht gewährleistet ist, nämlich wenn N = 0 
ist. Das ist auch hier der Fall, nämlich an Orten mit » +0, an denen sich 
wie (10) zeigt, Quellen j der Wellenausbreitung befinden. Betrachtet man 
ein quellenfreies Raumgebiet, in dem alsc j = 0 ist, so verschwindet in diesem 
Gebiet auch » und folglich N, und es gilt 


i=0: Gr dpere. (12) 


Wird weiter das Volumen so groß gewählt, daß es alle Orte umfaßt, an 
denen I #0 ist, an denen sich also die betrachtete Welle befindet, so daß 
am Rand wie auch außerhalb des Gebietes U = 0 ist, dann verschwindet 
die rechte Seite von (11), und es gilt 


N, E=konst. (13) 


ersetzt. 


Die Gesamtenergie einer einmal erzeugten Welle bleibt also in ladungsfreien 
Gebieten stets erhalten. 
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Eine ebene Welle ohne Quellen, für die die Gleichungen (12) und (13) 
gelten, besitzt erheblich vereinfachte Eigenschaften. Sie wird wie früher in 
(613.10) als 


= (14) 


U=au (? m 
angesetzt, mit a als einem senkrecht zur Fortschreitungsrichtung e, aber 
sonst beliebig gerichteten Einheitsvektor, für den 


ae=0 e=1 (15) 
gilt. Eine Lösung (14) der Wellengleichung ohne Quellen hat den Vorteil, 
daß in allen mit Il gebildeten Ausdrücken vereinfachend 


0 ne © 
or ce 


(16) 


gesetzt werden kann. Wegen der Abwesenheit von Quellen folgt aus (11) 
»=0. Die beiden Terme der Energiedichte (9), deren erster als elektrische 
und deren zweiter als magnetische Energiedichte bezeichnet wurden, sind 
wegen (16) gleich groß, nämlich . 


l | 
Ner ” Nimagn = 2 weg . .. (m 


Genauso einfach wird der Ausdruck für die Energiestromdichte, der sich 
unter Berücksichtigung von (15) zu 


re (18) 


ergibt. Das letzte Gleichheitszeichen in (18) definiert mit v die Ausbrei- 
tungsgeschwindigkeit der Energie. Gruppen- und Phasengeschwindigkeit 
sind bei dieser Theorie voraussetzungsgemäß gleich groß. 


633  Energiebilanz bei Emission und Absorption 


Nunmehr soll die in (632.1) beschriebene und im gleichen Absatz weiter 
unten diskutierte Energiebilanz auf Fragen der Emission und Absorption 
angewandt werden. Zur Unterscheidung wird die elektromagnetische 
Energie E künftig mit E,. bezeichnet. Nach (632.1), (632.2) und (632.3) 
hat der Energiesatz dann die Form 


Hm — are+[aocı a) 


mit » aus (632.11). Das erste Glied auf der rechten Seite von (1) beschreibt 
den durch die Randfläche des betrachteten Volumens hindurchtretenden 
Energiestrom, entspricht also der emittierten Strahlung. Das zweite Glied 


18* 
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verschwindet, wenn sich im betrachteten Volumen keine Quellen befinden. 
also bei j = 0. In diesem Falle sinkt der Energieinhalt des Volumens wäh- 
rend der Emission von Strahlung durch die Randfläche. Befinden sich im 
Volumengebiet Quellen, ist also j+ 0, so ist die Bilanz der elektromagne- 
tischen Energie nicht mehr gewahrt. Es kann bei Emission durchaus die 
linke Seite verschwinden, der Energieinhalt also konstant bleiben. obwohl 
das erste Glied der rechten Seite positiv ist. Die emittierte Energie wird 
dann den Ladungen entzogen. Diesen Beitrag beschreibt das zweite Glied. 


Da man im allgemeinen bei der Berechnung der den Ladungen entzogenen 
Energie aus dem letzten Glied von (1) auf formal mathematische Sch wierig- 
keiten stößt, pflegt man die emittierte Energie stets an Hand des Rand- 
integrals von (1) zu berechnen. indem man die betrachteten Quellen mit 
einer zweckmäßig gewählten geschlossenen Oberfläche umgibt, und auf 
dieser die Energiestromdichte & gemäß (632.10) berechnet. Wenn (1) ein 
stationäres Quellgebiet: beschreibt, ist d E,„/dt im Zeitmittel Null und der 
erste Term rechts gleich der emittierten Energie. Im zweiten Term müßte 
die gleiche Energie noch einmal auftauchen. j ist die Quelle der Wellen- 
ausbreitung und E& das von der Quelle selbst erzeugte sogenannte Eigen- 
feld. 


Nunmehr soll die Frage der Absorption näher untersucht werden. Wir 
nehmen an, elektromagnetische Strahlung sei irgendwo durch einen Quell- 
strom erzeugt worden. An einem ganz anderen Ort des Raums befindet 
sich nun ebenfalls eine bewegliche Ladung o, und es ergibt sich die Frage. 
ob diese zweite Ladung in der Lage ist, die elektromagnetischen Wellen 
zu absorbieren. Die absorbierende Ladung ge sei eine Punktladung 


o(t,t)=Qölr—%()), (2) 


während € die Feldstärke einer einlaufenden Welle darstellt. Diese erfährt 
nun :nach (1) einen Energieverlust. der durch 


dE u Ey : 
ne) do&i=|do&en=QE()S (3) 
mit der Integration um die absorbierende Punktladung beschrieben wird. 
Wir nehmen weiter an, daß die Punktladung träge, also mit einer Masse m 
behaftet sei. Sie besitzt dann auch mechanische Energie Eecn, deren Ände- 


rung nach der mechanischen Grundgleichung 
GEpen __ Em .o a N 
=; 5temis= fs (4) 


mit der auf dieses Teilchen wirkenden Kraft $t zusammenhängt. 


Es läßt sich zeigen, daß bereits aus sehr allgemeinen Annahmen über 
den Zusammenhang zwischen Wellenausbreitung und Mechanik die spezielle 
Form der Einwirkung des Feldes & auf die Ladung Q unmittelbar folgt. 
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Die einzige Annahme besteht nämlich darin, daß bei der Absorption die 
Gesamtenergie 
Eges = Eomt+ Emech (5) 


erhalten bleibt, daß also der an elektromagnetischer Energie verlorene 
Anteil zur Beschleunigung des Massenpunktes und damit zu einem ent- 
sprechenden Gewinn an mechanischer Energie führen soll. In diesem Fall 
nämlich lassen sich (3) und (4) gleichsetzen. Da die Geschwindigkeit $ in 
(3) und (4) beliebige Richtung haben kann, folgt für die durch das elek- 
trische Feld bewirkte Kraft 


mMi=ert=-QEHRL: (6) 


Die Komponente &, in (6) berücksichtigt einen möglicherweise noch vor- 
handenen Kraftanteil, der senkrecht zur Geschwindigkeit $ wirkt und 
daher zu (3) und (4) nichts beitragen kann. Würde man eine entsprechende 
Bilanz, wie sie für die Energie aufgestellt wurde, auch für den elektro- 
magnetischen und mechanischen Impuls durchführen, so erhielte man einen. 
vollständigen Ausdruck für die Gesamtkraft ft [siehe: (946.12)]. Sie enthält 
auch den von Magnetfeldern 8 hervorgerufenen Anteil der LorzxTz-Kraft: 


| 8-0le+3x 3]. 7} 


Auf eine. Ableitung des zweitens Terms von (7) kann hier einstweilen verzich- 
tet werden, da er bei den nachfolgenden Überlegungen nicht benötigt wird. 


Zusammenfassend läßt sich also sagen, daß die Energiebilanz der elektro- 
magnetischen Strahlung durch (1) beschrieben wird. Die durch die Ladungen 
bewirkte Emission der Strahlung kommt im ersten Term von (1) am ein- 
fachsten zum Ausdruck, während sich die Absorption von Strahlung im 
zweiten Term von (1) derart bemerkbar macht. daß sie zu einer Kraft- 
wirkung (6), (7) auf die Ladung führt. 


634 Wellen in Kristallen 


In diesem Abschnitt soll eine formale Erweiterung der bisherigen Theorie 
behandelt werden, die erst in Teil’7 ihre genauere Begründung und An- 
wendung findet. Es handelt sich hierbei um den Fall eines Ausbreitungs- 
mediums, dessen Dielektrizitätskonstante e zu verschiedenen Polarisations- 
richtungen verschiedene Werte aufweist, so daß die Gültigkeit der Wellen- 
gleichung 


ie a 0o_/o 
la EI TS (2x U=mmı ; @ 


nur formal aufrechterhalten werden kann insofern, als der nunmehr nur 
noch symbolisch mit el bezeichnete Vektor nicht mehr die gleiche Richtung 
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wie W besitzt. Eine klare Beschreibung dieses Sachverhaltes entsteht, 
wenn man (1) durch 

1988 ö ö 3 

tr kr) mi (2) 
ersetzt. Mit ® ist ein Hilfsvektor eingeführt, dessen Komponenten V; mit 
den Komponenten U, von U in dem linearen Zusammenhang 


v,= = &: Ur (3) 


stehen. (2) und (3) enthalten also eine erweiterte Theorie, die in die ur- 
sprüngliche Form (1) nur übergeht, falls die Koeffizienten &,, in (3) die 
besonders einfache Form 


% BER 
=6 öa=| für % 4) 
&r= re ei) + (4) 
besitzen. 
Bildet man wie in Abschnitt 631 die Divergenz von (2), so erhält man 
zusammen mit der Kontinuitätsgleichung (631.5) 


1 08 di __ 0e 
ET ae Teer 1% (5) 
und nach Zeitintegration 
D 1 0% 
=. Bee (6) 


woraus ersichtlich ist, daß der früher in (631.9) eingeführte Vektor ®, die 
elektrische Verschiebung, in diesem allgemeineren Falle mit dem Hilfs- 
vektor ® und nicht mit U gekoppelt ist. Außerdem verschwindet außerhalb 
der Quellen die rechte Seite von (5), und bei periodischen Wellen und 
insbesondere bei ebenen Wellen mit der Ausbreitungsrichtung e gilt 


08 


Hier ist also ® der auf der Fortpflanzungsrichtung senkrecht stehende 
Vektor. 


Es soll noch gezeigt werden, daß auch für die erweiterte durch (2) 
und (3) beschriebene Energie der Energiesatz unter bestimmten Voraus- 
setzungen gültig ist. In sinngemäßer Verallgemeinerung der Formeln (632.6) 
bis (632.11) wird für die Energiedichte 7 ein Ansatz gemacht, in dem 
lediglich el durch ® ersetzt ist. Dieser Unterschied macht sich nur bei 
der elektrischen Energiedichte in der Form 

1 
Zuge? 


Ye = 


.. 1 % . 
U® = Inc ZU:8r Ur (8) 
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bemerkbar. Bildet man analog zu (632.7) die zeitliche Ableitung von (8), 
so entsteht 


7) R 1 .. . . =) 
ne = | U,+ U;&r ö, 
7 
(9) 


Ü,. 


ae: 


“ 1 a 
Er U |ent 6 


Will man auch hier wie in (632.4) den Energiesatz unter Verwendung der 
Wellengleichung, jetzt aber der Wellengleichung (2), erhalten, so ist das 
nur möglich, wenn (9) durch 


PORN De 2 T, ae 
3 = ® 2 U; &r U, = 0 U (10) 


ersetzt werden kann, wenn also die Komponenten &,, die Bedingung 


erfüllen. Damit ist gezeigt, daß die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen dafür, daß in der verallgemeinerten Theorie der Energiesatz 
gilt, darin bestehen, daß die Koeffizienten &,;, von (3) der Re 
bedingung (11) genügen müssen. 


635 Elektromagnetische Felder . 

Bereits in (631.9) und (631.10) wurde auf die Felder ®, &E und ® der 
elektrischen und magnetischen Feldstärken hingewiesen, so wie auch auf 
die Möglichkeit, die Gesamtheit der elektromagnetischen Erscheinungen 
mit diesen Feldstärken und nicht mit dem Wellenvektor U zu beschreiben. 
Diese Theorie soll hier in ihren Grundgleichungen zusammengestellt werden, 
um dem Leser, dem die elektromagnetischen Grundgleichungen bereits 
vertraut sind, den direkten Vergleich der hier durchgeführten Theorie 
mit den Gleichungen der Elektrodynamik zu ermöglichen. 


Nach den Ausführungen von Abschnitt 631 werden die elektrische und 
die magnetische Feldstärke durch 


(ı) 


definiert. Die Einführung der Größen € und ® in (1) hat automatisch 
die Gültigkeit der Gleichungen 


(7) $ % 
rt--B ——=0( (2) 
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zur Folge, die in der Elektrodynamik das Induktionsgesetz und die Quell- 
freiheit magnetischer Felder repräsentieren. Die erste der Gleichungen (2) 
erhält man durch Rotationsbildung von €, durch Zeitableitung von ® 
in (1) und anschließenden Vergleich. Die zweite der Gleichungen folgt bei 
Divergenzbildung der 2. Gleichung von (1), weil dann die rechte Seite der 
2. Gleichung in (1) verschwindet. Die beiden in (2) zusammengefaßten, 
im Rahmen der Elektrodynamik außerordentlich wichtigen Aussagen er- 
scheinen in dieser Darstellung als triviale Folgerungen aus der Definition 
der betreffenden Feldstärken. 


Zwei andere elektrische und magnetische Felder, die sogenannten Ver- 
schiebungsvektoren ® und 5 gehen aus € und B durch 


(3) 


hervor. Bei Kristallen in der erweiterten Theorie von Abschnitt 634 ist 
. der Zusammenhang zwischen ® und € im gleichen Sinne symbolisch zu 
verstehen wie dort zwischen ® und U. Im übrigen gelten für ® und 9 
die Gleichungen 
5 [) i D 

-d+5,X9=i re (4) 
von denen sich die zweite unmittelbar aus (634.6) übernehmen läßt, während 
die erste aus (634.2) hervorgeht, indem man ® und (d/ör) x U in (634.2). 
durch die entsprechenden Ausdrücke ® und 9 gemäß (3) und (1) er- 
setzt. 


Die Energiedichte läßt sich an Hand von (634.8), (632.9) sowie (1) und 
(3) als 
1 e 
"= |E2+ 85] (5) 


ebenfalls durch die Feldstärken allein ausdrücken. 


Eine besonders einfache Form erhält die Energiestromdichte (632.10): 
S=Ex9. (6) 


Sie wird in der Elektrodynamik als Poyntingvektor bezeichnet. Die bei 
Quellen vorhandene Verlustleistungsdichte » erhält die in (632.11) schon 
benutzte Form 
v=j®. (7) 
Eine besondere Betrachtung benötigen noch die in der transversalen 
Wellentheorie zu benutzenden Dimensionen und Einheiten. Sie werden in 
diesem Abschnitt besprochen, weil die transversale Wellentheorie der 
elektromagnetischen Erscheinungen unmittelbar an die letzteren an- 
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knüpft und mit ihnen die Maßeinheiten gemeinsam hat. Die Dimension der 
Energie wird aus der Mechanik übernommen. Sie ist durch 
[2] = Ws= VAs (8) 
gegeben mit Ws = Watt. Sekunde und VAs = Volt. Ampere . Sekunde. Die 
Ladung As = Ampere. Sekunde wird entsprechend den Vorschriften der 
Elektrodynamik vorgegeben: 
[9] = Coulomb = As. (9) 
Nunmehr folgen die Dimensionen aller übrigen Größen automatisch. So 
gilt zum Beispiel dimensionsmäßig 
_[»] __ VAs/mis _ V 
81 Sa 1m) 
für die elektrische Feldstärke. Für U, ® sowie für die übrigen Feldstärken 
B, ® und 9 gelten entsprechende, aus den Grundgleichungen einfach 


hergeleitete Dimensionsvorschriften. Die Dimension der Konstanten u, 
kann zum Beispiel der Wellengleichung (631.7) entnommen werden als 


ü 
[#0] = srl = ea . : (11) 
8 m?s 


Für den Zahlenwert von u, ergeben sich prinzipiell zwei Möglichkeiten. 
Entweder man wählt den Zahlenwert von «, willkürlich und definiert 
damit gleichzeitig die Einheit der Ladung bzw. des Stromes (A). Die 
zugehörige Spannungseinheit (V) würde dabei zwangsläufig aus (8) folgen. 
Oder aber man betrachtet die Ladungs- bzw. Stromeinheit als eine bereits 
durch irgendwelche experimentellen Vorschriften vorgegebene Größe. In 
diesem Falle würde u, als Ergebnis einer Messung gelten, indem man zum 
Beispiel die Energie bestimmt, die bei einer vorgegebenen und bekannten 
Ladungsbewegung ausgestrahlt wird. Bei der üblichen Wahl von Coulomb 
bzw. As als Ladungseinheit besitzt die Dimensionskonstante u, den spe- 


ziellen Wert Vs 
WA4n: re (12) 


Neben «, wird in der Elektrodynamik sehr viel die unmittelbar aus w, 
abgeleitete Konstante 

i 1 
Arne, 


Vm 


e re 
benutzt. ® 


636 Separation der Wellengleichung 


Vorgegeben sei eine Quellverteilung des elektrischen Stroms j=ov. 
Die emittierte Strahlung erhält man durch Berechnung von U aus (631.7), 
also gewissermaßen durch Auflösung dieser Gleichung nach U. Die elektro- 
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magnetischen Feldvektoren folgen dann bei bekanntem U aus (635.1) und 
(635.3). Aus den Feldern läßt sich weiter der Energiestrom & an Hand 
von (635.6) bestimmen und schließlich auf Grund der Energiebilanz (633.1) 
die abgestrahlte Leistung. Von diesem Problem soll hier in Abschnit 636 
nur der erste Punkt behandelt, nämlich die Lösung Il der Wellengleichung 
bei vorgegebenen Quellen aufgesucht werden. 


Die inhomogene Wellengleichung bei konstantem Brechungsindex n == 1, 
gegeben durch i 
1 0 0) ö i 
(Fat ar U=mi a) 
oder auch durch 


[O+ 3652| U = Hi, 2) 


stellt, wie schon früher in Abschnitt 612 erwähnt, ein lineares System 
von gekoppelten.Gleichungen für die Komponenten von U dar. Dieses 
Gleichungssystem soll durch einen Ansatz gelöst werden, der die Glei- 
chungen entkoppelt. Für U wird der Ansatz 


t 
u-1+ =[dtue. ) (3) 


gemacht, in dem A voraussetzungsgemäß der Gleichung 
DA= Yo] (4) 


genügen soll. X ist also ein Vektor, in der Elektrodynamik als Vektor- 
potential bezeichnet, der der entkoppelten Gleichung (4) genügt. Denn die 

Vektorgleichung (4) läßt sich als ein System von drei unabhängigen Glei- 
chungen für die drei Komponenten von W auffassen, in denen rechts die 
jeweils zugehörigen Komponenten der Stromdichte j einzeln auftreten. 
Das Vektorpotential X hat also stets die gleiche Richtung wie die zugrunde 
gelegte Quellverteilung j. Über die Hilfsgröße f in (3) ist zunächst eine 
Größe % definiert, das skalare Potential der Elektrodynamik, dessen 
Eigenschaften so gewählt werden müssen, daß der Ansatz (3) zusammen 
mit (4) die Wellengleichung (2) befriedigt. 


Zunächst wird der Ansatz (3) in die Wellengleichung (2) eingesetzt. 
Infolge der Gültigkeit der entkoppelten Gleichungen (4) erhält man 


ö To oO [oA 15] 
re] n 
Verlangt man von u, daß 


— + Zziü=0 (6) 


1636] 63 Elektromagnetische Wellen 271 


gilt, so ist die Bedingung (5) erfüllt, und die Wellengleichung (2) wird 
durch die Gleichungen (3), (4) und (6) befriedigt. Aus (6) folgt zur gelegent- 
lich einfacheren Bestimmung von u noch: 

1. ou o $ ; 
ug. Rot: u) 
Stellt man also an u nur die Forderung 

1 
Du=Weo=— 0, (8) 
0 
so gilt (7) und meistens auch (6). Die Lösungen U der Wellengleichung (1) 


bzw. (2) lassen sich also durch den Ansatz (3) darstellen. Die in (3) ent- 
haltenen Größen V und u sind Lösungen der Gleichungen (4) und (8) 


| DU= Hof Du = 1gc?0 | (9) 


und genügen der Nebenbedingung (6). Wendet man den D-Operator auf 
(6) an, so entsteht gerade die Kontinuitätsgleichung 


; 0, 
6+7-j=0. (10) 
Es besteht wegen (10) zwischen (6) und (9) also kein Widerspruch. 


Die Lösungen der in (9) enthaltenen Gleichungen sind bereits von der 
skalaren Theorie her (435.22) bekannt. Es sind die retardierten Lösungen: 


N deilr.t- —— 
Ir-rv] am 


[ deln i 


r-v| 


In Raumgebieten mit konstantem Brechungsindex und daher konstanter 
Ausbreitungsgeschwindigkeit ist die Lösung der Wellengleichung (1) somit 
explizit gefunden. Sie ist in (3) und (11) enthalten. Damit ist also ganz 
allgemein die Ausbreitung transversaler elektromagnetischer Wellen 
auf die Ausbreitung von 4 skalaren Wellen zurückgeführt. Die gesamte 
skalare Wellentheorie kann unmittelbar zur Beschreibung transversaler 

Wellen herangezogen werden, und zwar überall dort, wo die Polarisations- 
_ richtung keine besondere Rolle spielt. Das ist der Fall bei den allgemeinen 
Ausbreitungserscheinungen, bei Beugung und Interferenz wie auch im 
Grenzfall kurzer Wellen, also im Grenzfall der Strahlenoptik. Diese Er- 
scheinungen brauchen also bei transversalen Wellen nicht noch einmal 
behandelt zu werden. Denn wegen der Gleichungen (9) und (11) übertragen 
sich die Resultate der skalaren Theorie unmittelbar auf die hier behandelten 
transversalen Wellen. 
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Übungsaufgaben 


63.1. Welche Dimensionen haben ®, 9 und ® bei den in diesem Kapitel benutzten 
Definitionen? 


63.2. In der Elektrodynamik bezeichnet man Cj als JoutLesche Wärme. Was kann 
dieser Ausdruck mit erzeugter Wärme zu tun haben? 


64 Erzeugung und Absorption 


Zusammenfassung: In großem Abstand von einer bewegten Ladungsverteilung 
wird die Wellenausstrahlung übersichtlich und läßt sich analytisch einfach darstellen. 
Sie findet hauptsächlich senkrecht zur Bewegungsrichtung statt. Die strahlende 
Ladung erfährt infolge der Energieabgabe eine Dämpfung, die sogenannte Strahlungs- 
dämpfung. Bei einer Radioantenne findet sie im Strahlungswiderstand ihren Aus- 
druck. Kennt man die Stromverteilung auf einer solchen Antenne, so läßt sich deren 
Ausstrahlung prinzipiell einfach bestimmen. Die Aufnahmefähigkeit für elektrische 
Strahlung wird als Wirkungsquerschnitt o [m?| gemessen. Die direkte Kraftübertragung 
zwischen zwei Ladungen genügt dem CovtoMmBschen Gesetz und fällt mit r”? ab. 


641 Ausstrahlung elektromagnetischer Energie 


Das zu Beginn des vorigen Abschnitts entwickelte Programm, die 
Ausstrahlung elektromagnetischer Energie zu untersuchen, soll nunmehr 
unter gewissen Näherungsvoraussetzungen weitergeführt werden. Betrachtet 
wird eine räumlich eng begrenzte, bewegte Ladungsverteilung e = eo (t/,t), 
die zur Aussendung elektromagnetischer Wellen führt. Beobachtet werden 
die erzeugten Wellen jerloch, wie in Abb. 641.1 dargestellt ist, nur an 

40 Orten r, deren Abstand von der Ladungsverteilung 
, groß gegen die Ausdehnung der Ladungsverteilung 


> selbst ist. Unter dieser Voraussetzung gilt mit (444.6) 
die Entwicklung 
(ex r)% 
t-r|=er—er+ Da 
Abb. 641.1. | | Br. a) 
Koordinatenwahleiner ee Be: 
strahlenden Ladungs- iz | r | re 


verteilung o (r/,t) 
in der e der Einheitsvektor des Ortes ist, von dem . 


sich weiter unten herausstellen wird, daß er mit dem Einheitsvektor der 
Ausbreitungsrichtung üvereinstimmt. 


Es soll die Energiebilanz in großen Abständen an Hand des Oberflächen- 
integrals in (633.1) untersucht werden. Dieses Oberflächenintegral, gedacht 
über eine große Kugel vom Radius r, liefert nur von Null verschiedene 
Beiträge, wenn & > 1/r? ist, nach (635.6) also, wenn & und 9 nicht stärker 
als mit 1/r abfallen. Natürlich interessieren unter dieser Voraussetzung 
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auch bei X und u nur die Beiträge proportional zu 1/r. Im Sinne dieser 
Näherung werden jetzt alle Größen berechnet. 


Zunächst gilt für die vier nn (636.11) genähert 
Ar, t) 2. facilr je +) 
ung. ‚ [are (r. + a), 

weil die Abweichung dieses Ausdrucks von (636.11) nur Beiträge liefert, 


die mit 1/r? verschwinden, wie man sich durch Einsetzen von (1) in (636.11) 
leicht überzeugt. 


E; 


Bei der Berechnung der Feldvektoren € und $ macht sich die An- 
wendung des Operators ö/ör erforderlich. Wird er auf eine der Größen X 
oder win (2) angewandt, so wirkt er einmal auf das im Nenner stehende r 
und zum anderen auf die im Argument von j oder oe enthaltene Retar- 
dierung. Bei der Anwendung von ö/ör auf 1/r entsteht ein Glied mit 1/r2, 
das voraussetzungsgemäß vernachlässigt werden kann. Bei der Anwendung 
auf die Retardierung gilt ebenfalls unter Vernachlässigung von Gliedern 
höherer Ordnung in Ijr: 


[7] 0) T er’ ö 1 9r 08 ‚e 0 
er3 rt +) = an ih (8) 


In der durch (2) und (3) begründeten Näherung läßt sich also 0/0 durch 
ö/öt ausdrücken. 


Wegen der Nebenbedingung (636.6), der sogenannten LorRENTZ-Konvention 


Lo tg: (4) 


= or [4 


kann u bis auf eine bedeutungslose Integrationskonstante durch 
u=cel (5) 


ersetzt werden, und der Wellenvektor U läßt sich durch X allein dar- 
stellen: 


u=1+4=u-2 2 -y2u 

= YV—e(eN)=—ex(exW. 
Der elektrische Feldvektor folgt aus (6) durch einfache Zeitableitung: 
E=—-U=ex(exh, (7) 

und der magnetische Feldvektor an Hand von (635.1) und (635.3): 


(6) 


=. 8--- Zxi= +, xlex (ex W=- exW. 8) 
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Die verschiedenen Zuordnungen von Ausbreitungsvektor e, Wellen- 
vektor U, Vektorpotential X, Stromdichte j sowie den Feldern E und $ 
sind in Abb. 641.2 wiedergegeben. Der Poynrıng-Vektor € wird nach 
(635.6) aus (7) und (8) aufgebaut: 


S=€x 9=—— [ex tex WIX (ex ER 0. 9) 


Wie anfangs bereits angekündigt wurde, hat & die Richtung von e. Die 
Energieausbreitung erfolgt also in Richtung des Einheitsvektors e=r/r; 
e ist mit der Ausbreitungsrichtung identisch. In großen Abständen sind also 
die Richtungsbeziehungen zwischen den verschiedenen Vektoren die gleichen 
wie bei ebenen Wellen. Lediglich die Amplituden 
sinken mit 1/r, also mit wachsendem Abstand, 
was bei großen Abständen allerdings auch nicht 
mehr wesentlich ins Gewicht fällt. Die Kugel- 
welle geht in großer Entfernung in eine ebene 
Welle über. 


Die ausgestrahlte Leistung N ist gleich dem 
Oberflächenintegral in (633.1): 


N-faie- (dfe)(ex WM. (10) 


Abb, 8418; Tags der Be- Schließlich soll die ausgestrahlte Leistung noch 
stimmungsvektoren einer durch die Quellen direkt dargestellt werden. 


von einem Stromfaden- Die Gesamtladung der Quellverteilung ist 
element ausgesandten Welle 
a Q=[doe. au) 


Ihr sogenanntes elektrisches Dipolmoment ist durch 


[P=/dore| (12) 


definiert. Für die zeitliche Ableitung p des Dipolmoments läßt sich ein 
einfacher Zusammenhang mit der Stromdichte j nachweisen, zunächst nur 
für die x-Komponente: 


BR: n._ a ‚d8 
-| dox6=— [dx + [dei Er 
Baur) 0) u. i 
- [ds (ie tg tin) = [Aoie- 
Hierbei ist die Kontinuitätsgleichung verwandt, und die partielle Inte- 
gration mit Hilfe des Gaussschen Satzes durchgeführt. Da die Quell- 
verteilung voraussetzungsgemäß eng begrenzt sein soll, verschwindet das 


entstehende Oberflächenintegral, wenn man den Rand so groß wählt, 
daß er die gesamte Ladungsverteilung umschließt, denn dann verschwindet j 


(13) 
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auf der Oberfläche. Unter Hinzufügung entsprechender Ausdrücke für die 
anderen Komponenten wird 


B<= [doro= [doj. (14) 
Das Vektorpotential X in (2) wird also 


Bode) 
[ee | a5) 


Die Bezeichnung p(e) soll darauf hinweisen, daß p(e) in (15) der Retar- 
dierungsvorschrift (2) entsprechend berechnet werden muß. p(e) in (15) 
bis (17) ist also möglicherweise noch von der Ausbreitungsrichtung e 
abhängig. 
Mit (15) folgt unmittelbar für den Poynrına-Vektor 

_ öle x B(e)]? 

melden) vn 
und für die ausgestrahlte Leistung 


d a 
SE Pe (e x Be). (17) 


Kann man aus besonderen Gründen in der Retardie- 
rung von (2) das Glied er’/c vernachlässigen, dann 
ist p(e) von e unabhängig, und es vereinfacht sich (17) 
zu 


Abb. 641.3. oöe og? 
Richtungsabhän- N _ Hop” 29_ Me 2pP 1 p 1 
gigkeit der Ener- 4nc re au an 38 ° Ane, 30" “s 
gieabstrahlung im 


Polardiagramm Die Mittelung von sin? über die Kugel ergibt 2/3, weil 

der entsprechende Mittelwert von cos?® gleich 1/3 ist und 

beide zusammen 1 ergeben müssen. Außerdem zeigt der Integrand von (18) 

die Energieausstrahlung in den Raumwinkel. Erfolgt die Ladungsbewegung 

in einer bestimmten Vorzugsrichtung, so ist die ausgestrahlte Energie zu 

sin2d proportional. Die Energieausstrahlung weist dann eine Vorzugsrich- 
tung senkrecht zur Ladungsbewegung auf. 


642 Strahlungsdämpfung des Elektrons 
Die Überlegungen von Abschnitt 641 sollen nunmehr auf ein punkt- 


förmiges (klassisches) Elektron angewandt werden, dessen Ladungsver- 
teilung durch ot, )=e,öl— 3) (1) 


gegeben ist. e, ist die Elektronenladung und 3(t) der Ort des Elektrons 
zur Zeit. Es wird vorausgesetzt, daß die Geschwindigkeit ä(t) des Elektrons 
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klein gegen die Lichtgeschwindigkeit e sei. Glieder von höherer Ordnung 
in $/c können daher vernachlässigt werden, und es genügt, im Retardierungs- 


PO } 
faktor Hl durch t— r/c zu ersetzen. Das auf irgendeinen, in der 


Nähe des Elektrons liegenden Koordinatenursprung bezogene elektrische 
Dipol t Ri 
1po momen p = [do’v’eoö (v— &h)) (2) 


ist zur Berechnung der Energieausstrahlung nach (641.17) also einfach 
mit dem Argument t—r/c einzusetzen. Die ausgestrahlte Leistung des 
Elektrons durch die Oberfläche einer großen Kugel vom Radius r ergibt 
sich aus (641.18) zu 


1 2e2 |.. 


Tr PR 
Are, 308 e . (3) 


In dieser Formel ist zur Abkürzung 


&o 1 

e =— EL = e 4 
VYine 0° Moe? ei 
eingeführt worden, wodurch sich die weiteren Formeln erheblich verein- 
fachen. 


Da die Erhaltung der Gesamtenergie vorausgesetzt wird, muß die aus- 
gestrahlte Energie mit einem entsprechenden Verlust an mechanischer, 
also kinetischer Energie verbunden sein. Wir betrachten ein Elektron, 
das infolge äußerer Bindungskräfte nahezu periodische Bewegungen voll- 
führt und dabei an ein Zentrum gebunden ist. Für ein solches Elektron 
beträgt der mechanische Energieverlust im Zeitmittel einiger Perioden 
“ entsprechend (633.4) 


GE ech __ n 
== dt =— 8. (5) 


Sofern dieser Energieverlust allein durch die ausgesandte Strahlung be- 
wirkt wird, stimmt er mit dem Zeitmittel von (3) überein, für das sich 
noch folgende nr no läßt: 


Te WW - e 9) 38 |<-55 37. (6) 


Die in (5) auftretende Kraft X, kann als NEE aufgefaßt 
werden und muß wegen der Gleichheit von (5) und (6) offenbar so beschaffen 
sein, daß sie in Zeitmittelwerten durch 


35% 0) 


beschrieben werden kann. Eine allgemeingültigere Ableitung liefert übrigens 
für $, den gleichen Wert. 
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Die soeben durchgeführten Überlegungen sollen nunmehr angewandt 
werden auf ein Elektron, das eindimensional als harmonischer Oszillator 
schwingt. Die Bewegungsgleichung des gedämpften Oszillators ist nach 
(113.9) 

m(i+yitoix)=0. (8) 
Mit der Größe y in (8) ist die Strahlungsdämpfung pauschal berücksichtigt. 
Es ist dabei vorausgesetzt, daß 


Yy<@o 02477) (9) 
ist. Im Vergleich zur Dämpfungskraft $, in (7) ist also hier 


26° 2e?:w3 


my Ir 35 S; (10) 
und die Dämpfungskonstante wird 
2 2 -: jagt 
ya A au) 


Je größer die Ladung und je kleiner die Masse ist, um so mehr Energie 
wird ausgestrahlt, um so stärker ist: die Dämpfung der Schwingungsbe- 
wegung. Im übrigen wächst die Dämpfung mit dem Quadrat der Frequenz. 


‘Bei sehr hohen Frequenzen wird die Näherungsvoraussetzung (9) daher 
nicht mehr erfüllbar sein. Eine charakteristische obere Grenzfrequenz 
@, wird durch die Bedingung ®, =y ausgezeichnet. Dies ist nämlich der 
aperiodische Grenzfall, bei dem das Elektron, ohne Schwingungen’ aus- 
zuführen, in glatter Bewegung seine Ruhelage aufsucht. Eine eigentliche 
“ Wellenbewegung kann dann nicht mehr hervorgerufen werden. Wir be- 
trachten die zugehörige Grenzwellenlänge A,. Sie folgt unter Berücksichti- 
gung dieser Bedingung aus (11): 


= n, c=2X—-— = rn. (12) 


Die in (13) auftretende Größe r, ist aus den charakteristischen Konstanten 
des Elektrons sowie der Lichtgeschwindigkeit gebildet. Ihr Wert ist 
e? 1 gg _ 


ae =, 
0 me Arne, me 


2,8.10-1°m. (13) 


r, wird auch als klassischer Elektronenradius bezeichnet. Hier bedeutet A, 
so etwas wie eine kleinste Wellenlänge, für die unsere Betrachtungen 
überhaupt noch sinnvoll sind. 


Bei Lichtwellen, bei denen y klein gegen die Frequenz @, ist, wirkt y 
nur als schwache Dämpfung. 
T_ 1_32m_3 # (14) 


y 20 wi 8m2 re 
19 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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kann als Maß für die Emissionszeit angesehen werden. Das strahlende 

Elektron sendet Kugelwellen aus, die entsprechend räumlich abklingen. 
Ein Maß dafür ist die Kohärenzlänge 

3 

L=cT = Sm 


M 


X 235m bei A=500mu. (15) 
0} 


Experimentell macht sich Z derart bemerkbar, daß Bestandteile einer 
Wellenausbreitung, die um mehr als L auseinanderliegen, nicht mehr 
gegenseitig zur Interferenz gebracht werden können, nicht mehr „ko- 
härent“ sind, weil sie im allgemeinen zwar von der gleichen Strahlungs- 
quelle, aber von verschiedenen Atomen emittiert wurden. 


Beobachtet man irgendwo den Zeitablauf einer solchen Welle, die durch 
das gedämpft schwingende Elektron (11) erzeugt wurde, so erhält man 
wieder den Zeitablauf (11). Das zugehörige emittierte Frequenzspektrum 
ist: 


jo te riwd ER 
(0) = 2, [die Jet,g 2 = (16) 
0 + +j(@—@ ,) 
Die beobachteten Intensitäten sind 
1 
J(®) ae 3 (17) 
i (0 — oo)? + (2) 
und die Halbwertsbreite Aw dieser ‚‚Spektrallinie‘“ ist 
Aw=y. (18) 


(18) definiert die natürliche Linienbreite der Strahlung. Sie wird bei 
glühenden, verdünnten Gasen beobachtet. Bei dichteren Gasen spielt 
die mittlere Stoßzeit r der Moleküle bereits eine erhebliche Rolle, sobald 
sie kleiner als 7 ist, weil sie die ungestörte Emission unterbricht. Hier 
ist dann 


Aus = 7 = mittlere Stoßzeit. (19) 


Drückt man die (positiv definierte!) natürliche Linienbreite in Wellen- 
längen aus, so folgt aus (17) 


Ar=2me| 4 ni 
[72] 


2nc Anc Zeiw® 
gr; dw a: 3m " 120) 


AA wird also unabhängig von der Wellenlänge A selbst: 


Mn (21) 
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643 Antennen 


Während die soeben betrachtete Anwendung vorwiegend bei Lichtwellen 
und noch kürzeren Wellen eine Rolle spielt, folgt jetzt eine wichtige An- 
wendung aus der Radiotechnik, nämlich die Erzeugung elektromagnetischer 
Wellen durch Antennen, d.h. Drahtgebilde, die durch Wechselstrom er- 
regt werden und je nach ihrer Form und Größe eine für sie charakteristische 
Stromverteilung aufweisen. Es soll hier lediglich der in Abb. 643.1 dar- 
gestellte Fall einer geradlinigen Antenne der Länge a behandelt werden. 


Wie in der Elektrodynamik näher untersucht wird, können sich auf 
einem solchen Draht stehende Wellen aus- 
bilden, wenn er durch hochfrequenten 
Wechselstrom angeregt wird. Abb. 643.1 
zeigt die Stromverteilung f(x) auf dem 
Draht. Die Anregung erfolgt an einer 
Stelle maximalen Stroms, ‚im Strom- 
bauch“ wie man sagt. Der maximale 
Strom sei J,. Die Funktion f(x) ist so 
normiert, daß sie an den Strombäuchen 


ihren Maximalwert f=1 erreicht. Abb. 643.1. 
Diegesamteim Zeitmittelausgestrahlte au m... nr 
Leistung ist nach (641.17) gegebendurch 
a2ı1 
Fleur Hlexsonexde). m 


Dabei ist $ (e) die zweite zeitliche Ableitung des hier komplex beschriebenen 
Dipolmoments, zu dessen Berechnung nach (641.15) im Argument unter 
dem Integral die Retardierung zu berücksichtigen ist. Unter den hier 
gegebenen Voraussetzungen einer zeitlich periodischen Stromverteilung 


wird daher = . Rn er 
Bo= jo [do j (t ; +) 
a e 7 er 
Be) ee er 
6 
er=e,er=xcos® 


entsprechend den in Abb. 643.1 gewählten Bezeichnungen. 


Für die an der Antenne liegende Stromquelle wirkt infolge der Energie- 
abstrahlung die Antenne wie ein Onmscher Widerstand. Dieser Strahlungs- 
widerstand R, folgt aus (1) und (2) nach der Gleichung 


NR (3) 


ı98 
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Die für den Widerstand charakteristische Dimensionskonstante R, ist 


€ ae 12 
R= 10.3.1007 =302, (4) 


so daß der Strahlungswiderstand in der Form 
R,= Rog% (5) 
mit « als einer dimensionslosen Größe zweckmäßig dargestellt wird. 


Aus den Formeln (1) bis (5) geht unmittelbar hervor, daß 


= En 
: . (6) 
init j 2cosd 


sw = [arfi)e ° 
v 


wird. In (6) ist « ein Maß für die ausgesandte elektromagnetische Gesamt- 
leistung. Sie setzt sich aus den Beiträgen zusammen, die in die verschie- 
denen Raumwinkel d.Q2 ausgestrahlt werden. Hierbei addieren sich die 
Intensitäten. Die in einen ganz bestimmten Winkelbereich bei d ausge- 
strahlte Intensität setzt sich ihrerseits aus Beiträgen zusammen, die 
von den verschiedenen Drahtstücken dx der Antenne herrühren. Hier 
jedoch überlagern sich die verschiedenen Amplituden f(x), die’an den 
einzelnen Stellen der Antenne erzeugt und abgestrahlt werden. Da diese 
Amplituden in der d-Richtung eine verschiedene Phasenlage aufweisen, 
interferieren ihre Beiträge miteinander, was im Exponentialglied der 
zweiten Formel von (6) zum Ausdruck kommt. 


Zunächst soll ein sehr einfaches Beispiel gerechnet werden. Die Antenne 
sei sehr kurz im Vergleich zur ausgesandten Wellenlänge, und der Strom 
auf ihr sei zu jedem Zeitpunkt räumlich konstant. Es gilt also 


fa)=1 für 0<x<a z<l. (7) 


Diese Stromverteilung erreicht man z. B. dadurch, daß man an den Draht- 
enden große sich gegenüberstehende Kondensatorplatten anbringt, die 
die an den Enden sich anhäufenden elektrischen Ladungen aufnehmen. 
Unter dieser Voraussetzung (7) läßt sich (6) einfach auswerten. Es wird 
nämlich der Exponentialfaktor 1, so daß 


ee nn: we (an? [ GE sind = (an)? (8) 
ist. Man erhält also einen Strahlungswiderstand 


R,= Ro (an)? = 20(an)?Q = 20002, (9) 
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der mit dem Quadrat von n wächst, dem Verhältnis von Antennenlänge « 
zur Länge einer Halbwelle 4/2. n bedeutet also die Zahl der stehenden 
Wellen auf der Antenne, die hier nicht ganzzahlig ist, sondern vielmehr 
einen Wert n<:1 aufweist. Aus dem Integranden von x in (8) ersieht 
man, daß die Intensität mit sin2® abgestrahlt wird,.also genau wie beim 
elektrischen Dipol senkrecht zur Stiomrichtung, in einer Form, die dem 
Polardiagramm der Abb. 641.3 entspricht. 


Nunmehr soll der etwas schwieriger zu handhabende Fall behandelt 
werden, bei dem sich wie in Abb. 643.1 stehende Wellen auf der Antenne 
bilden. Zunächst wird die Stromverteilung 


fie) = sinkz = t-, (10) 
Weiter sind zur Abkürzung die Größen 
ka. 
==, = 3 csd=L; kı=y (U) 


eingeführt. Die Zahl der stehenden Wellen n ist nunmehr ganzzahlig. 
Für die in Richtung ® ausgestrahlte Amplitude g(#) wird 


a man 
9(9) —k [dxsink.xe’t! — [ dysin yelv! (12) 
0 0 


unter Benutzung der Abkürzungen von (10) und (11). 


Die in (12) erforderliche Integration läßt sich durch einen Trick ver- 
einfachen: Zunächst wird die imaginäre Einheit jin (12) durch eine beliebige 
reelle Zahl ersetzt, die auch mit j bezeichnet wird, denn das Ergebnis 
der Integration darf vom speziellen j-Wert nicht abhängen. Nunmehr wird 
eine neue imaginäre Einheit © eingeführt, und das Integral läßt sich mit 


ihr in der Form 
an 
; ey „ errti+jD_] 
—=R fa; —eW — 0) ee 
gi) =Re : y Re) ze 
Mn FEN 1-— ei@nli+s) 1—e/tri+s) (13) 
EST Ijrgn 


einfach integrieren. Das erste Gleichheitszeichen in (13) enthält die übliche 
Darstellung von sin y als Realteil einer Exponentialfunktion. Das zweite 
Gleichheitszeichen enthält die Durchführung der nunmehr sehr einfachen 
Integration. Im dritten Gleichheitszeichen wird ?? = — 1 benutzt sowie 
die Tatsache, daß e*"i reell ist und daher bei der Realteilbildung nicht 
weiter berücksichtigt zu werden braucht. Man kann hier daher i im Ex- 
ponenten ohne weiteres durch j ersetzen und erhält dann einen Wert, 
der zunächst falsch ist, aber anschließend, wenn die reelle Zahl j wieder 
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durch die imaginäre Einheit j ersetzt worden ist, wieder richtig wird. 
Das letzte Gleichheitszeichen in (13) berücksichtigt die Realteilbildung 


—| + ) = 1 = 1 
a 2 (1-78 " Irije)  I-epE  IHPR 


Ned 


(14) 
des Nenners. 


Mit (12) und (13) entsteht für die relative Strahlungsleistung (6) nunmehr 
der Ausdruck 


+1 
d de |1-eitrü+nge 
.- (Fa |lso- [SI (15) 
2 
+1 
a=2[ nn sin? [an 242) (16) 
1 


durch einfaches Operieren mit komplexen Zahlen. Die letzte Darstellung 
(16) von « erhält man z. B. durch Multiplikation des Ausdrucks im Absolut- 
zeichen mit e-/=r(1+9/2, was immer erlaubt ist, weil der Betrag dieses 
Faktors 1 ist. 


4 4 s: 
n=17 n=?2 n=3 
Abb. 643.2. Polardiagramm der " 
Ausstrahlung für verschiedene n 4 
n=7 


Der Integrand von « in (16) enthält die Intensität, die in der durch Z 
charakterisierten Richtung ausgestrahlt wird. Während der Winkel 9 
von 0 bis x läuft, variiert © von — 1 bis +1. Wegen des Nenners sollte 
die Intensität bei ©—= +1 besonders groß sein. Sie verschwindet jedoch, 
weil der sin-Faktor von (16) in höherer Ordnung verschwindet als 1 — [2 
Die Folge ist, daß sich die Intensität lediglich in der Nähe von (> +1 
bemerkbar macht, wie das in Abb. 643.2 zum Ausdruck kommt. 


Im Winkelbereich zwischen 9—=0 und 9%=x variiert & zwischen +1, 
und das Argument vom sin in (16) infolgedessen zwischen nz und 0. 
Zwischen diesen beiden Werten befinden sich aber n — 1 Nullstellen des 
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Integranden, also Richtungen, in denen keine Strahlung emittiert wird. 
Die Intensitätsverteilung ist für einige Beispiele (n = 1,2,3, beliebig) in 
Abb. 643.2 wiedergegeben. Diese Polardiagramme sind aus (16) unmittelbar 
qualitativ zu übersehen. 


“ Nunmehr bleibt noch der Strahlungswiderstand R,(n) bei stehenden 
Wellen zu berechnen, also die Integration in (16) durchzuführen. Zunächst 
wird der Nenner von (16) zerlegt: 


2 ac [an 2)} tr): (17) 


Dann läßt sich zeigen, daß die Integration des zweiten Summanden in (17) 
mit der des ersten übereinstimmt. Führt man im zweiten Summanden 
nämlich die Variable j 
'Ö=-—£ ein, so erhält An) 

man einen Ausdruck, 
der bisauf das Argument 
im sin mit dem ersten 
Summanden überein- 
stimmt. Unter diesem 
Argument darf (1-+ 2)/2 
durch (—1-+ £)/2 ersetzt 
werden, weil das eine 


Verschiebung des Argu- 1 2 3 Rn 
ments um nz bedeutet, Abb.643.3. Darstellung der Funktion «= «({n). Bei 
die den Wert vom sin? n ganzzahlig hat «(n) einen Sattelpunkt 


nicht ändert. Wechselt 

man nunmehr das Vorzeichen im Argument, so ändert sich das Vorzeichen 
vom sin, was sich beim quadratischen Ausdruck in (17) wiederum nicht 
bemerkbar macht. Nach dieser Umformung stimmt die Integration des 
zweiten Summanden mit der des ersten überein. 


Für « entsteht also die vereinfachte Form 


+1 an 
a=2| eg sin? [an 52} 2 [Esin?s, (18) 
Bi 0 
die unter Anwendung einfacher trigonometrischer. Formeln in 
irn. 5 
an) [ &01—coss) (19) 
Ö 


übergeht. Das Integral in (19) ist für beliebige Integrationsgrenzen als 
Integralcosinus- vertafelt (vol. JAHNKE-EMDE, Tafeln höherer Funktionen, 
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5. Aufl. 1952, Teubner Leipzig, S. 1ff.) und in Abb. 643.3 dargestellt. Für 
n>1 wird näherungsweise 


&(n) = 0,577 +ln(2an). (20) 


Hier interessieren jedoch nur die ganzzahligen Werte von n. Der gesamte 


Strahlungswiderstand ist also 
2an 


R=Roaln)=R, | (1 cost). : (21) 
v 


Für n=1 erhält man den Wert R, = 72,40. 


644 Absorption der Strahlung 


Betrachtet wird der in Abb. 644.1 dargestellte Prozeß. Von links läuft 
eine ebene Welle ein, die ein gebundenes Elektron zum Mitschwingen 
anregt. Das auf diese Weise in Bewegung geratene Elektron sendet seiner- 

seits elektromagnetische Strahlung aus, 

\ f und zwar in Form von Kugelwellen. Es 

N Ze wird also aus der einlaufenden Strahlung 
DEREN eine gewisse Energie pro Zeiteinheit her- 
ausgezogen. Eine für die herausgezogene 


E De Energie charakteristische physikalische 


—— 


Größe ist der Wirkungsquerschnitt, de- 
finiert durch 
Abb. 644.1. Absorption und Re- 
emission von Strahlung durch ein 
gebundenes Elektron 


__ dEjdt 


[02 . 
ne 


0) 


Hier steht im Zähler die aus dem einfallenden Lichtstrom herausgezogene 
Energie pro Zeit, die im stationären Falle natürlich, weil der Energiesatz 
gilt, vollständig in reemittierte Strahlung überführt wird. Im Nenner 
steht nach (632.18). die Energiestromdichte der einfallenden Strahlung 
mit n als der Energiedichte und c als der Geschwindigkeit der ankommenden 
Strahlung. 


Welche anschauliche Bedeutung diese sehr -——— PD 
allgemein definierte Größe o besitzt, solan _ 7 
einem sehr einfachen Beispiel erläutert wrr-- ——e W 
den. Betrachtet wird hierzu. eine Energie- ! 
strömung, hervorgerufen durch einen Teil- 
chenstrahl, bei dem jedes Teilchen die Energie e Y 
transportiert. In diesen Teilchenstrahl wird re 
E - . h . A Wirkungsquerschnitts am Bei- 
ein geometrisches Hindernis F gestellt, wie spiel eines geometrischen 
das in Abb. 644.2 wiedergegeben ist. Gefragt Hindernisses im Teilchenstrom 


cdt 
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wird nach dem Wirkungsquerschnitt o, den dieses Hindernis bildet, also 
nach o(F). Es sei o die Teilchendichte des einlaufenden Strahls und dN/dt 
die vom Hindernis F aus dem Teilchenstrahl in der Zeiteinheit heraus- 
gegriffene Teilchenzahl. Dann sind die in (1) auftretenden Größen durch 
: dE. dN 
= og —=pE 2 
darstellbar. = a ne . 
Wir nehmen jetzt an, daß das Hindernis zur Zeit ?=0 aufgestellt 
worden ist. Zur Zeit di-haben sich die Teilchen, die zur Zeit {= 0 mit F 
auf gleicher Höhe waren, um das Stück da = ce dt weiterbewegt. In diesem 
Zeitraum sind also gerade so viele Teilchen dN aus dem Strom absorbiert 
worden, wie rechts von F in der Abb. 644.2 fehlen. Diese Teilchenzahl 


ist offenbar dN=oFdz da —=cdt, (3) 


und für das Hindernis F gilt 
p_ ia _ and (4 
oc ne 
Der Wirkungsquerschnitt « des betrachteten Hindernisses ist also mit 
dessen geometrischer Größe F identisch. Darin liegt seine anschauliche 


Bedeutung. 


Nunmehr ist der Wirkungsquerschnitt des Strahlung absorbierenden, 
gebundenen Elektrons zu bestimmen. Diese Größe interessiert nur im 
Zeitmittel. Die in (1) auftretenden Größen können also dargestellt werden 
Arch dE _2e:5 __2e w* 
a 35? 737873 


ne=2c® = "CE, 


8*3 


(5) 


falls, wie vorausgesetzt wird, die einlaufende Welle periodisch ist und die 
Frequenz w aufweist. Die erzwungene Bewegung des Elektrons wird aus 
der Bewegungsgleichung 
m(&+y3+ 38) = = € (6) 
als stationäre periodische Lösung 
ne 


3(t) = (m 


bestimmt. Mit (5) und (7) läßt sich unmittelbar der Wirkungsquerschnitt o 
angeben als 


2 2 4 2 \2 a 
in 2e (®) 1 0) zur ) @ (8) 


38 \m &6 | wi+jyo 3 me) (0 — 2)? + yo: 


03 — + jyo 


8n.2 as 
3 (05 — we)? + y?w2" 


Ce: 
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Diese Formel erlaubt verschiedene Anwendungen. Nach (1) geht sie in 
der Grenze freier Teilchen (o,—= 0) und geringer Dämpfung (y, — 0) in 
den Wert 


o-_—1 (9) 


über, mit r, als dem klassischen Elektronenradius. Würde man sich das 
Elektron als eine Kugel vom Radius r, vorstellen, so würde es als Hin- 
dernisfläche srr) ausmachen, also einen Wert, der von o in (9) nicht wesent- 
lich verschieden ist. Von hier rührt u.a. die anschauliche Bedeutung der 
Größe r, als Elektronenradius her. 


Besonders groß wird der Wirkungsquerschnitt (8) eines gebundenen 
Elektrons, wenn im Resonanzfall dessen Eigenfrequenz w, mit der Frequenz 
a der einfallenden Welle übereinstimmt. In diesem Falle wird nämlich 

on GE (10) 
Der Wirkungsquerschnitt unterscheidet sich hier von (9) um einen Faktor, 
der um so größer wird, je geringer die Dämpfung ist. In dieser Form etwa 
ist der Wirkungsquerschnitt auch bei Radioempfangsantennen von be- 
sonderer Bedeutung. & spielt dort die Rolle der Senderfrequenz, w, ist 
die variable Frequenz des Empfängers, und die Dämpfung y wird haupt- 
sächlich durch die Energieaufnahme im Eingangskreis des Empfängers 
verursacht. 


Bezieht sich (8) auf das gebundene Elektron, so stellt y im allgemeinen 


die bloße Strahlungsdämpfung dar, die nach (642.11) gegeben ist durch 
2e:w} 2 [271 Ann (u) 


=- =-—- — 0%: 


en er 


Bei Resonanz weist der Wirkungsquerschnitt sein Maximum auf und 
erhält den Wert 


8a „[3co \_8n 9 (A\ 3 
er) 7: ar " 02) 
Der Unterschied von (12) gegenüber (9) ist oft ganz beträchtlich. Bei 
Lichtwellen ist er z.B. 


o(l2) 33/4 zu 107 ER 16 
a an ne) =) 10. er 


645 Direkte Wechselwirkung zwischen Ladungen 


Betrachtet man die Vorgänge der Emission und Absorption elektro- 
magnetischer Wellen im Zusammenhang, so ergibt sich folgendes Bild: 
Es befinde sich links eine Punktladung Q, und rechts eine zweite beweg- 
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liche Punktladung Q,. Bei Bewegung der Ladung Q, entstehen elektro- 
magnetische Wellen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, nach 
einer gewissen Retardierungszeit |r_|/c nach Q, gelangen und dort gewisse 
Kraftwirkungen ausüben. Im Verlauf dieses Vorganges wird Energie 
‚von Q, nach Q, transportiert. (Entsprechend läßt sich auch umgekehrt 
die Ladung Q, von Q, aus beeinflussen.) Je Jangsamer die Bewegung von Q, 
erfolgt, um so weniger Energie wird von Q, nach 
Q, transportiert. Im Grenzfall ruhender Ladung @, u a, 
wird überhaupt keine Energie mehr nach @, trans- a _ = = 
‚portiert. Trotzdem könnte es möglich sein, daß ee 2 Baaik- 
3 f A wirkung zwischen zwei 
eine gewisse Kraftwirkung von Q, auf Q, und ruhenden Ladungen 
natürlich auch umgekehrt ausgeübt wird. 


Die Frage der Kraftwirkungen bei rukenden Ladungen erscheint hier 
als Spezialfall von Emission und Absorption in der Grenze sehr niedriger 
Ladungsgeschwindigkeiten. Es gibt jedoch einen unmittelbaren Weg zu 
ihrer Bestimmung. Nach (635.4) erzeugt Q, mit der Ladungsverteilung 
(642.1) das Feld ®, gegeben durch: i 

od 

—a- u) 
Für eine die Ladung Q, umschließende Oberfläche gilt wegen (1) mit dem 
Gaussschen Satz 


HRd=A, (2) 
und das von Q, erzeugte elektrische ®-Feld, das aus Symmetriegründen 
kugelsymmetrisch um die Ladung Q, angeordnet sein muß, wird: 


ee (3) 


Diesen Ausdruck erhält man durch Integration von (2) über eine Kugel 
und Auflösung nach ®,. Das zugehörige E-Feld ist also 


_QU__ At 
Anseg 7° (4 


Die von der Ladung @, auf die Ladung Q, ausgeübte Kraft kann unter 
Verwendung der in (633.6) abgeleiteten Beziehung 


K= RE (5) 
berechnet werden und führt auf den Ausdruck 
_. 9 7 
gegen (6) 


Dies ist das Covzomssche Gesetz für die direkte Kraftwirkung zwischen 
ruhenden Ladungen. In der Elektrodynamik wird es oftmals als Ausgangs- 
punkt zur Entwicklung der gesamten übrigen Theorie gewählt, während 
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es von den hier maßgeblichen Gesichtspunkten der Wellenausbreitung 
nur nebenbei als Spezialfall einer Wechselwirkung bei Wellenausbreitung 
in der Grenze verschwindender Frequenz auftritt. 


Übungsaufgaben 


64.1. Man berechne natürliche Linienbreite, Kohärenzlänge und Aw/o für: Radio- 
wellen, Kurzwellen, Licht, Röntgenstrahlung und y-Strahlung (4 = 10°15 m). 


64.2. Eine elektromagnetische Welle trifft auf ein Elektron, das sich mit der Ge- 
schwindigkeit 3 bewegt. Man zeige, daß die magnetische Kraft bei geringen Ge- 
schwindigkeiten klein gegen die elektrische Kraft ist. 


64.3. Eine kreisförmige Leiterschleife mit dem Radius a wird als Sendeantenne für 
Wellenlängen A> a verwendet. Welchen Strahlungswiderstand R, besitzt sie? 
Wie ändert sich der Strahlungswiderstand. wenn man den Kreis zu einer 
Geraden auseinanderbiegt ? 


% Lichtausbreitung in Materie 


In Teil 6 wurde die Theorie der transversalen, also der elektromagne- 
tischen Wellen entwickelt, und zwar vollständig, was die Erzeugung, Aus- 
breitung und Absorption dieser Wellen betrifft. Bei der Ausbreitung spielte 
besonders der Brechungsindex n eine hervorgehobene Rolle. An Orten 
mit konstantem Brechungsindex erfolgte die Ausbreitung geradlinig und 
mit konstanter Geschwindigkeit. An Flächen mit sprunghafter Änderung 
des Brechungsindex konnte Brechung und Reflexion der Wellen beobachtet 
werden. Bei kontinuierlich veränderlickem Brechungsindex n=n(r) 
waren die Ausbreitungsverhältnisse komplizierter. Änderte sich jedoch n 
nur langsam über mehrere Wellenlängen hinweg, so konnte, wie in Teil 5 
ausführlich untersucht wurde, die Strahlentheorie herangezogen werden, 
um die diesen Voraussetzungen entsprechenden Näherungslösungen zu 
liefern. 


Die gesamte Wechselwirkung des Lichts mit dem Medium, in dem es sich 
ausbreitet, ist formal im Brechungsindex n enthalten. Untersucht man n 
genauer, so stellt sich heraus, daß diese Größe nicht nur vom Ort abhängt, 
sondern je nach den äußeren Umständen auch von der Frequenz w der 
durchlaufenden Welle sowie von ihrer Puolarisationsrichtung a. Ein kom- 
plexer Brechungsindex enthält in seinem imaginären Anteil die dämpfende 
Wirkung des Mediums. Schließlich kann, wie das bei der Anwesenheit 
äußerer magnetischer Felder der Fall ist, n für rechts- und linkszirkular 
polarisierte Wellen verschieden groß sein, was zur Drehung der Polari- 


[710] 71 Dispersion 289 


sationsebene einer linear polarisierten Welle führen kann. Besonders 
kompliziert sind die Verhältnisse in festen Körpern, in Kristallen, in 
denen n weitgehend von der Polarisationsrichtung und ihrer Lage zu den 
Symmetrieachsen des Kristalls abhängt. Hier sind die Richtungsverhält- 
nisse besonders verwickelt. 


Im Sinne dieser Ausführungen wird in Kapitel 71 die Dispersion, die 
Frequenzabhängigkeit des Brechungsindex, auf der Grundlage einer 
atoınistischen Theorie untersucht. Kapitel 72 behandelt die Ausbreitung 
elektromagnetischer Wellen in elektrischen Leitern, also in Metallen. 
Kapitel 73 befaßt sich mit der Drehung der Polarisationsebene im äußeren 
Magnetfeld, und in Kapitel 74 wird die Lichtausbreitung in Kristallen 
untersucht. 


1 Dispersion 


Zusammenfassung: In der Materie befinden sich Elektronen, die schematisch als 
harmonisch gebunden angesehen werden. Beim Lauf einer elektromagnetischen Welle 
durch Materie werden Kräfte auf diese Elektronen ausgeübt, die sie zum Mitschwingen 
anregen. Andererseits strahlen die mitschwingenden Elektronen in ihrer Eigenschaft 
als bewegte Ladungen ihrerseits Wellen aus, sind also in der Wellengleichung zu berück- 
sichtigen. Auf diese Weise entsteht eine Kopplung zwischen der Wellengleichung, in 
der die Elektronen als Quellen auftreten, und den Bewegungsgleichungen der 'Elek- 
tronen, in denen die Wellen als äußere Kräfte wirken. Betrachtet man den Einfluß der 
Elektronen lediglich im Mittel über viele Teilchen, so läßt sich bei periodischen Wellen 
jedenfalls die Elektronenbewegung einfach eliminieren, und es entsteht für den 
Wellenvektor U allein eine Wellengleichung, in der ur komplexer und frequenz- 
abhängiger Brechungsindex r auftritt. 

Der Realteil des Brechungsindex r bewirkt eine si der Phasengeschwindig- 
keit, während der Imaginärteil von » eine Dämpfung der Welle hervorruft. Die Inten- 
sität der ebenen Welle klingt exponentiell ab. Durch Vergleich der Absorptionslänge 
eines Teilchenstrahls, der ein absorbierendes Medium durchläuft, mit derAbfallslänge 
der gedämpften Welle ergibt sich der quantitativ richtige Wert des Wirkungsquer- 
schnitts o,,, für inkohärente Streuung. 

Die Dämpfung ist nur in der Nähe der Resonanzfrequenz » = w, wesentlich von Null 
verschieden. Weit außerhalb der Resonanzstelle wird Im(r) = 0, die Dämpfung ver- 
schwindet. Die Elektronen schwingen „im Takt‘, und es entsteht die sogenannte 
kohärente Streuung. Bei mehreren Resonanzstellen setzt sich der komplexe Brechungs- 
index additiv aus den Beiträgen der einzelnen Resonanzstellen zusammen. Das ergibt 
einen monoton ansteigenden Verlauf für n(w) mit wachsendem ® zwischen den Re- 
sonanzstellen. Oberhalb der letzten Resonanzstelle geht n in 1 über. Bei Dispersion 
ist die Gruppengeschwindigkeit stets kleiner als die Vakuumgeschwindigkeit. 

Die exakte quantentheoretische Berechnung des Brechungsindex liefert einen 
ähnlichen Ausdruck, in dem die sogenannten Oszillatorstärken auftreten. Die beobach- 
en lassen sich als Differenzen je zweier Terme in der Form 

= (E„—E,)/k darstellen. 
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711 Atomistische Theorie 


In Teil 6 wurde gezeigt, daß Lichtwellen im ladungsfreien Raum der 
transversalen Wellengleichung i 


E& an 4 x (+; x|u=0 (ı) 


ec 912 ( 


genügen. Hierin bedeutet n den Brechungsindex des Mediums. Im Va- 
kuum gilt n=1. Die Größe n in (1) soll nun auf Grund einer Modellvor- 
stellung über den atomaren Aufbau der Materie untersucht werden. Von 
den Atomen wird dabei angenommen, daß sie aus ruhenden Zentren be- 
stehen, an denen jeweils ein Elektron elastisch mit einer Bindungsfrequenz 
@, gebunden ist. Läuft eine ebene Welle durch die betrachtete Materie, 
so übt ihr elektrisches Feld entsprechende Kraftwirkungen auf die Elek- 
tronen aus. Es bildet sich bei der Anwesenheit periodischer, elektrischer 
Wellen ein federndes Mitschwingen der elastisch gebundenen Elektronen 
aus. Die Situation ist ähnlich wie in Abschnitt 335 bei der Dispersion 
am Seil, wo kleine Gewichte mit dem Seil elastisch verbunden waren und 
beim Durchlaufen einer Seilwelle ins Mitschwingen gerieten. Hier ist die 
Situation komplizierter. Sie unterscheidet sich jedoch im Prinzip nur 
unwesentlich von derjenigen beim Seil. 


Innerhalb der Materie, die dem soeben beschriebenen Modell entspricht, 
gilt die Wellengleichung 
' 1 % [) R i 
u2 tx (+; x|u=oi (2) 
im Vakuum bei Anwesenheit von Ladungen. Der Stromdichtevektor j 
enthält alle innerhalb der Materie sich bewegenden Ladungen und läßt 
sich darstellen durch 


j= 08-881) = enN8. (3) 


Hier wird die Dichteverteilung o der bewegten Ladungen durch die mittlere 
Dichte g ersetzt, die gleich der Elektronenladung e,, multipliziert mit der 
mittleren Atomzahl N’ pro Volumeneinheit ist. $(rt,t) in (3) ist der Orts- 
vektor eines Elektrons, dessen Ruhelage sich am Ort r befindet. 


Den Voraussetzungen entsprechend sollen die Elektronen elastisch 
gebunden sein. Daß sie ihrerseits bei Bewegung elektromagnetische Wellen 
abstrahlen, muß zu einer entsprechenden Dämpfung führen. Die Bewegungs- 
gleichung eines solchen Elektrons mit einer äußeren Kraft ist 


me+ys+ol3)=R. (4) 
Als äußere Kraft macht sich hier die elektrische Feldstärke bemerkbar: 
Ken&——erli. (5) 
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Die geschwindigkeitsproportionale magnetische Kraftwirkung auf das 
Elektron, die in (4) noch enthalten ist, kann fortgelassen werden, wenn 
18] klein gegen c ist. Da die Elektronengeschwindigkeit im Atom im all- 
gemeinen etwa 100mal kleiner ist als c, spielen die magnetischen Kräfte 
keine nennenswerte Rolle. . 


Aus den Gleichungen (2) bis (5) lassen sich die Größen j, 3 und $ prin- 
zipiell eliminieren, und es bleibt nur noch eine Gleichung für U allein übrig. 
Diese allgemeine Gleichung soll unter vereinfachenden Voraussetzungen 
gelöst werden. Zunächst wird angenommen, daß U eine periodische Zeit- 
abhängigkeit aufweist. Infolge (4) und (5) wird sich nach einiger Zeit ein 
stationärer Zustand einstellen, in dem die Elektronen mit der gleichen 
Periode schwingen. In diesem Zustand gilt also 


S 8.4 
ur e®! gm et re, (6) 
und die in den Gleichungen auftretenden Zeitableitungen können nach (6) 


durch jo ersetzt werden. Gleichung (4) kann unter dieser Voraussetzung 
direkt nach 3 aufgelöst werden, und wir erhalten zusammen mit (5) 


—eo/m 


rer m u. (7) 
Die Stromdichte j läßt sich nun in der Näherung (3) darstellen als 
wi-tr= FÜ, (8) 
wobei £ die komplexe Größe 
RE - I j _tr®N ; I _ (9) 
ist gm ww —- 0 +Iyo m an - wa +jyo 


Man überzeugt sich leicht, daß aus (2) und (8) nach Elimination von j 
eine Gleichung hervorgeht, die sich in der Form (1) schreiben läßt. Der 
Brechungsindex n ist durch 

"*(w)=1+L (10) 


zusammen mit (9) gegeben. Er ist frequenzabhängig und außerdem komplex. 


712 Ergebnisse der Theorie 


In Abschnitt 711 wurde gezeigt, daß elastisch gebundene Elektronen 
die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in solcher Weise beeinflussen, 
daß diese Wellen, soweit sie periodisch sind, durch Gleichung (711.1) 
mit dem komplexen Brechungsindex 


9 _ dneiN 1 
vlihl-l+ Dana (1) 
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beschrieben werden können. Je kleiner die Atomzahl A' pro Volumen- 
einheit ist, um so kleiner wird |Z|. In der Grenze A’— 0 geht n gegen 1. 
Es gilt, wie zu erwarten, die Gleichung im Vakuum. Der Imaginärteil 
von n enthält mit y die Dämpfung, hervorgerufen durch die Emission 
von Kugelwellen, die die Elektronen beim Schwingen aussenden. Diese 
Emission ist in der Wellengleichung (711.1) nicht mit berücksichtigt. 
Sie macht sich hier lediglich durch den mit ihr verbundenen Energie- 
entzug bemerkbar. Dieser Vorgang wird als inkohärente Strahlung be- 
zeichnet. Er wird weiter unten noch etwas genauer untersucht. Wichtig 
ist die Tatsache, daß der Imaginärteil von n negativ ist. Bei umgekehrtem 
Vorzeichen würde nämlich eine Energiezufuhr entstehen. 


In der Näherung geringer Materiedichte ist |C | klein gegen 1, und n 
läßt sich aus (1) leicht durch Entwicklung bestimmen 


2neN w—-w— jyo 


(ar 


Der Einfluß des komplexen Brechungsindex auf die Ausbreitung läßt sich 
am einfachsten am Beispiel einer periodischen ebenen Welle in x-Richtung 


U=uel@t-hd) — yerritet—a) geai2l (3) 
untersuchen. Die komplexe Wellenzahl /: bedeutet hier 
Ben (4) 


während aus der Wellengleichung neben der Transversalitätsbedingung 
e,ı = 0 der Zusammenhang 


95 
= n=- [Ren +jImn! (5) 
© 


zwischen Wellenzabl A und Frequenz & folgt. A, ist die Wellenlänge zur 
gleichen Frequenz ® im Vakuum, kurz als Vakuumwellenlänge bezeichnet. 


Aus (4) und (5) folgt 


für Wellenlänge A und Abklinglänge lin der Materie, während die Phasen- 


geschwindigkeit aus _ 
j ; a 52 6 
a a rg (7) 


folgt. Ausführlich dargestellt erhält man für die Abklinglänge I auf Grund 
von (6) und (2) 
1 20 


3 22 |Imm|- FR. 2ER. Mn. (8) 


c m (3 — w2)? + y?w? 
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Ganz interessant ist ein Vergleich’ der in (8) beschriebenen Dämpfung 
mit einem elementargeometrischen Bild: Man stelle sich einen in Abb. 712 
von links einlaufenden Teilchenstrahl vor, der im Volumen Fdx auf 
gewisse geometrische Hindernisse stößt. Trifft das einzelne Teilchen auf 
ein solches Hindernis, so wird es dem Strahl entzogen. Die relative Abnahme 
der Intensität längs der Strecke dx ist demnach 


ae Fh=NFdxo, (9) 


mit F, als der Gesamthindernisfläche, die sich aus der Zahl N’ der Hinder- 
nisse pro Volumeneinheit, multipliziert mit dem betrachteten Volumen 
Fdx und dem Wirkungsquerschnitt o eines 
einzelnen Hindernisses, zusammensetzt. Der 
Zusammenhang zwischen J und x wird unab- 
hängig von F. Die Integration der Gleichung 
(9) liefert eine x-Abhängigkeit vom Typ 
x 


Jmetn=et., (10) 


Die in (10) eingeführte Größe ! ist auch 
hier die Abklinglänge der Intensität: 


Abb. 712. Zur Abnahme der 
Intensität eines Teilchenstrahls 1_ No (1) 
] } 


Durch Vergleich von (8) und (11) läßt sich auf den ‚totalen Wirkungsquer- 
schnitt‘ o,, eines gebundenen Elektrons schließen: 


4ne? Yu: (12) 


el —, 
voL mc (03 — w?)? +y?w* 


In (12) ist die zunächst willkürlich angenommene Dämpfung y eine 
beliebige Konstante. Falls sie in (12) jedoch lediglich durch die Reemission 
von Strahlung bewirkt wird, so ist y die in Formel (642.11) berechnete 


Strahlungsdämpfun 
5 PU: a (13) 


und der (13) entsprechende Wirkungsquerschnitt für inkohärente Streuung 
ist gleich: 


87 ( e: \2 a 
use) (03 — @)? + y2w? ' En 


Vergleicht man den aus dieser elementaren, teilchentheoretischen Über- 
legung folgenden Wirkungsquerschnitt mit dem exakt berechneten Wert 
von (644.8), so stellt man überraschenderweise Übereinstimmung fest. 
Die zusammen mit der Dispersion auftretende Dämpfung hat also über die 
elementare Betrachtung der Abb. 712 den richtigen Wirkungsquerschnitt 
von (644.8) ergeben. 


20 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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Schließlich ist noch darauf hinzuweisen, daß Gruppen- und Phasen- 
geschwindigkeit bei Dispersion verschieden sind, weil in (5) der Zusammen- 
hang zwischen & und k nicht mehr linear ist, denn auch nr in (5) hängt von 
der Frequenz ab. Es läßt sich zeigen, daß die Gruppengeschwindigkeit 
stets kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ce im Vakuum bleibt. Der Beweis 
verläuft ähnlich wie früher in Übungsaufgabe 33.2. 


713 Der Brechungsindex 


In den ersten beiden Abschnitten 711 und 712 stellte sich heraus, daß 
die Frequenzabhängigkeit des Brechungsindex, die Dispersion, hervor- 
gerufen wird durch das Mitschwingen von Elektronen, die in den Atomen 
elastisch gebunden sind. Für den Brechungsindex n ergab sich in (712.2) 
der Ausdruck 
2re? 1 wi — W—jyo 

(5 — ar)? + yrw? 


n= 14-14 a) 
Während der Realteil von n die Phasengeschwindigkeit sich ausbreitender 
Wellen beeinflußt, ist der Imaginärteil von n für die Dämpfung verant- 
wortlich. In Abb. 713.1 sind Re(a—1) und |Im(r)| einzeln dargestellt. 
Bei = w, liegt eine Resonanzstelle. Die durch Im(r) beschriebene Ab- 
sorption ist nur in der Umgebung der Resonanzstelle wesentlich von Null 
verschieden. 


Außerhalb der Resonanzstelle o, findet keine Dämpfung der einlaufenden 
Wellen statt. Das Mitschwingen der Elektronen beeinflußt zwar die ebenen 
Wellen in ihren Ausbreitungseigenschaften, zerstört sie aber nicht. Diese 
Beeinflussung wird als kohärente Streuung bezeichnet. Die Elektronen 


bleiben dabei mit den ebenen Wellen ‚im 
Rn (n-ı) Takt‘. 


Bei Resonanz jedoch schwingen sie mit sehr 
großen Amplituden mit und geraten dabei 
„aus dem Takt‘, indem sie die von der ebenen 
Welle aufgenommene Energie in Form von 
Kugelwellen einzeln wieder abgeben. Dieser 
Prozeß wird als inkohärente Streuung bezeich- 
net. Die ebene Welle klingt beim Durchdrin- 
gen des Mediums exponentiell ab. Die dabei 
verlorene Energie wird zur Aussendung neuer 
Abb. 713.1. Schematische elektromagnetischer Wellen verwendet, die 
Darstellung von Realteil und aber zueinander nicht mehr im ursprüng- 

Imaginärteil von n lichen Phasenverhältnis stehen. 


w 
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Die Formel (1) für den Brechungsindex ist aus der Beziehung (711.10) 
"=1+3 (2) 
für niedrige Materiedichten hervorgegangen. Auch (2) ist eine Nähe- 
rungsformel insofern, als bei ihrer Ableitung gewisse Näherungsvorausset- 
zungen gemacht wurden. Insbesondere wurde in (711.3) die wahre Ladungs- 
verteilung der Elektronen durch eine mittlere Verteilung ersetzt, was zur 
Folge hat, daß auch U in (711.2), wenn man (711.3) beachtet, nur den 
mittleren Wert des Ausbreitungsvektors angibt. In Formel (711.5) tritt U 
ebenfalls auf. Die hier benötigte Größe U jedoch müßte den wahren Wert 
des Ausbreitungsvektors am Ort des gerade betrachteten Elektrons be- 
schreiben. Bei der in Abschnitt 711 durchgeführten Methode werden diese 
beiden Größen in (711.5) nicht unterschieden, eine Näherungsvoraussetzung, 
die gerade bei größerer Materiedichte nicht mehr gerechtfertigt ist. Eine 
verbesserte Rechnung. die hier aber nicht näher ausgeführt werden soll, 
ergibt für n? den Ausdruck 
ne ogep 8) 
der bei kleinem £ wieder in (2) übergeht, wie das natürlich erwartet werden 
muß. 

Beobachtet man beim Lichtdurchgang durch Materie nicht nur eine 
Resonanzstelle D: sondern mehrere Resonanzstellen &,. so entspricht das 
einem Ansatz 

4ne.N, 1 


n—1+L eh 


m or — 0 + jyw 


N, ist jetzt die Zahl derjenigen Atome, deren Elektron die Eigenfrequenz w, 
aufweist. Außerhalb der Resonanzstellen läßt sich, wie aus Abb. 713.1 
ersichtlich ist, die Dämpfung vernachlässigen, und (4) geht über in 


Anne, 1 
I=3 
r 


m al: 
Schematisch ist der Ver- 
lauf von &£ bzw. n(w) in 
Abb. 713.2 wiedergegeben. 
Man erhält einen Verlauf, 
der zwischen je zwei be- 
nachbarten Resonanzfre- 
quenzen monoton ansteigt, 
von einer Resonanzstelle 
zur nächst höheren jedoch 
im Mittel stufenweise ab- 
sinkt. Beobachtet man bei 
einer Frequenz den Wert Abb.713.2. 


(5) 


n(o) bei mehreren Resonanzstellen. 
n — 1 bei flachem Verlauf, Die Dämpfung ist vernachlässigt 


20* 
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so ist das ein Hinweis dafür, daß sich oberhalb dieser Frequenz keine 
weiteren Resonanzstellen des Mediums mehr befinden. 


Die exakte, quantentheoretische Berechnung des Brechungsindex, die sich 
auf die wahren Eigenschaften der Atome stützt und nicht von schematischen 
Modellvorstellungen ausgeht, führt für £ auf den Ausdruck 


47 2N 
Sets Sh=lh, 
Tr 


pn o?— w?+ jyo 


der sich von (4) nicht prinzipiell unterscheidet. N’ ist wie bisher die Zahl 
der Atome pro Volumeneinheit, die der Einfachheit halber alle als gleich 
angenommen sind. w, sind die Resonanzfrequenzen, eine für das jeweilige 
Atom charakteristische Frequenzfolge, und f, sind diesogenannten Oszillator- 
stärken, Größen, die die Quantentheorie ebenfalls zu berechnen gestattet. Es 

stellt sich heraus, daß ihre Summe stets l ergeben muß. 


Die verschiedenen beobachteten Resonanzfrequenzen 
errechnen sich aus folgendem Schema: Das Elektron kann 
sich nicht in beliebigen mechanischen Bewegungszu- 
ständen aufhalten, sondern nur in ganz bestimmten Zu- 
ständen, die eine diskrete Folge bilden, und in denen das 
Atom entsprechende Energiewerte aufweist: E,, Eı,.. -, 
E,„,:.. Beim Übergang von einem Zustand m in einen 
anderen Zustand n ändert sich die Energie des Atoms 
um E„-— E,. Die freiwerdende Energie wird als Strah- 
lung ausgesandt, deren Frequenz durch die Formel 

Oma h=1,054-.10®W8  (M 
Abb. 713.3. Sche- 


matische Darstel- : ans a 
Dies des Term. gegeben ist. Die einzelnen Resonanzfrequenzen lassen sich 


schemas beim also als Differenzen gewisser Terme darstellen. Abb. 713.3 
Wasserstoffatom zeigt das Termschema des Wasserstoffatoms als Beispiel. 


Übungsaufgaben 


71.1. Welche Größenordnung hat der Faktor 2re’N/mw® von (713.1) für sichtbares 
Licht, wenn das Ausbreitungsmedium a) ein Gas, b) eine Flüssigkeit ist? 


71.2. Ein Lichtstrahl fällt unter 45° auf eine planparallele Platte aus Flintglas der 

- Dicke d=1cm. Seine spektralen Bestandteile werden nach Durchlaufen der 

Platte in parallele Strahlen aufgespalten. Wie groß ist der Abstand zwischen 
rotem und blauem Strahl, wenn der Brechungsindex durch 


= 6,56-10°"m:  n(A,)= 1,614 


2, = 3,96 - 10°?’ m: n(},) = 1,653 
gegeben ist. 
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72  Metalloptik 


Zusammenfassung: Im Gegensatz zu anderen Substanzen befinden sich im Metall 
freie Elektronen, deren Bewegung lediglich durch gelegentliche Zusammenstöße mit 
den Atomrümpfen eine Dämpfung erfährt. Die im elektrischen Felde € entstehende 
Ladungsbewegung wird durch das Onmsche Gesetz | =o€ mit o = e.V /my als der 
Leitfähigkeit beschrieben. Der Einfluß dieser Elektronen auf elektromagnetische 
Wellen im Metall läßt sich im komplexen Brechungsindex r(w) zusammenfassen, 
der hier durch o und y bestimmt wird. Metallwellenlänge A und Abklinglänge Z der 
Energie sind wie früher durch Ren und Smn bestimmt. Während Radivwellen und 
sichtbares Licht stark absorbiert, werden, bleiben Röntgenstrahlen von den freien 
Elektronen praktisch unbeeinflußt. Bei der totalen Reflexion an der Metalloberfläche 
findet eine teilweise Polarisation statt. 


721 Freie Elektronen im Metall 


Die wichtigsten optischen Eigenschaften von Metallen bestehen in deren 
Liehtundurchlässigkeit und darin, daß an ihren Oberflächen totale Re- 
flexion stattfindet. Diese Eigenschaften zu erklären, ist die erste Aufgabe 
einer Metalloptik. Vom physikalischen Standpunkt aus unterscheiden sich 
Metalle von anderen festen Körpern dadurch, daß in ihnen frei bewegliche 
Elektronen vorhanden sind. Diese Elektronen führen, wie anschließend 
noch im einzelnen untersucht wird, gedämpfte Bewegungen aus. Ein einzelnes 
Elektron genügt daher der Bewegungsgleichung 


me+y)=Rt=ea6, A) 


wobei € der elektrische Feldvektor der einfallenden Welle und y die 
Dämpfungskonstante [sec”!] ist. Bei Vorhandensein eines konstanten 
Feldes € wird kurz nach dem Einschalten das durch 3 beschriebene Elek- 
tron beschleunigt. Dabei erhöht sich laufend die Geschwindigkeit 3. Da 
die Summe der beiden linken Terme von (1) aber voraussetzungsgemäß 
konstant bleiben muß, verringert sich mit wachsender Geschwindigkeit 
die Beschleunigung 3. Nach hinreichend langer Zeit wird dadurch ein 
Zustand eintreten, in dem die Beschleunigung verschwindet und die Ge- 
schwindigkeit konstant ist. In diesem stationären Zustand wird — bei 
Vergleich mit (711.3) — die durch die Elektronen des Metalls hervor- 
gerufene Stromdichte 


(2) 


j=4 N: = ce 


unmittelbar proportional zur außen angelegten Feldstärke €. Diese Gesetz- 
mäßigkeit ist als Oumsches Gesetz bekannt. Der Proportionalitätsfaktor o 
wird als Leitfähigkeit bezeichnet. 


In Wirklichkeit bewegt sich das Elektron ungedämpft. Es wird ohne 
Behinderung so lange in Richtung des äußeren Feldes & beschleunigt, 
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bis es nach einer mittleren Stoßzeit r durch Streuung an einem Atom aus 
seiner Bahn gelenkt wird. Dabei wird es im Mittel nach dem Stoß die 
Geschwindigkeit 3= 0 annehmen. Dieser Sachverhalt ist in Abb. 721 
dargestellt. Er läßt sich pauschal durch Einführung einer Dämpfung y 
berücksichtigen. Dabei ist y 
so zu bestimmen, daß im Zeit- 
mittel beide Berechnungsarten 
die gleiche Geschwindigkeit 
liefern. Das ist der Fall für 


y=ı/2. 6) 

Abb. 721. Die Leitfähigkeit o ist für 

teschwindigkeit v(t) eines freien Elektrons im einige Metalle in Tabelle 721 
Metall bei konstantem äußeren Feld € angegeben. 


Tabelle 721. Leitfähigkeit einiger Metalle 


li2"'m=!] | ajeo [st] 


Porzellan ... 


Zum Vergleich sind Graphit und Porzellan als Nichtmetalle hinzugefügt. 
Neben o sind noch Werte für o/e, angegeben. o/e, hat die Dimension einer 
Frequenz und bildet in den nachfolgenden Formeln zusammen mit den 
dort auftretenden Frequenzen eine dimensionslose Größe. 


722 Ebene Wellen im Metall 


Nach der Diskussion des Verhaltens der freien Elektronen im Metall 
ist als nächstes zu überlegen, in welcher Weise diese Metallelektronen 
elektromagnetische Wellen im Metall beeinflussen. Ganz analog zu Ab- 
schnitt 711 wäre daher der Einfluß der durch (721.1) und (721.2) be- 
schriebenen Elektronen auf die Wellengleichung zu untersuchen. Da sich 
aber die Bewegung (721.1) der Metallelektronen von derjenigen (711.4) 
der elastisch gebundenen Elektronen nur durch &, = 0 unterscheidet, 
brauchen die in Abschnitt 711 durchgeführten Rechnungen nicht noch 
einmal wiederholt zu werden. Genau wie dort ermittelt man für die Aus- 
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breitung ebener Wellen inı Metall die Wellengleichung 


"= 0 090 '& 
Fetnxlar]u=0 (l) 
mit komplexem Brechungsindex n. 
In der Form w®=1--: (2) 


wird der Brechungsindex durch (713.4) 
ea 1 
EM RR + jyo 


dargestellt. Neben den durch ©, verschieden stark gebundenen Elektronen 
tritt nunmehr im Metall also noch eine Gruppe mit der Bindungsfrequenz 
o,=0 hinzu. Um den Einfluß dieser Metallelektronen allein zu unter- 
suchen, bleiben die gebundenen Elektronen des Metalls zunächst unberück- 
sichtigt. Für die freien Elektronen aber geht £ unter Berücksichtigung 
n 2 i 
von (721.2) in a ale, 4) 
= jo(l+ jolp) 

über. An Formel (4) ist bemerkenswert, daß £ für kleine Frequenzen » —> 0 
unbegrenzt anwächst. Der Brechungsindex wird somit 


2 1+ j(o/y — o/ey®) = 
N= Y l + Itif- Verem, ( 3) 


Bei großer Dämpfung y und entsprechend niedriger Leitfähigkeit a geht 
der Brechungsindex (5) in n=1 über, also in den Brechungsindex des 
Vakuums. Für o # 0 dagegen wird Ne(n) von 1 verschieden und Jin (rn) <O. 


Ebene Wellen im Metall werden natürlich durch den komplexen Bre- 
chungsindex maßgebend beeinflußt. Beispielsweise sei 


U = uellet-ko — verriet- TR) g-l2l (6) 


eine Lösung der Wellengleichung (1). Den Formeln von Abschnitt 712 
kann die Metallwellenlänge A und Abklinglänge I unmittelbar entnommen 
werden. Diese für die Ausbreitung der Wellen charakteristischen Größen 
sind wie in (712.6) durch 
Fe ho Alta 
an) es Te 5 (7) 


mit A, als der Vakuumwellenlänge. gegeben. 


Wegen (5) sind die in (7) dargestellten Größen bei Ausbreitung elek- 
tromagnetischer Wellen im Metall wesentlich von der Frequenz abhängig. 
Diese Abhängigkeit soll jetzt an einem speziellen Beispiel untersucht 
werden. Als Material wird Kupfer gewählt. Berechnet werden A und I 
für elektromagnetische Wellen im Gebiet der Radiowellen mit A, = 300 m, 
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der Lichtwellen mit A, = 6-10’ m und schließlich der Röntgenwellen 
mit A, = 10°10m. Dabei wird im Brechungsindex n von (5) neben der 
Leitfähigkeito = 6- 107. Q"1m71die mittlere Dämpfung y der Metallelektronen 
in Kupfer benötigt. Die spezifische Atomzahl ist für Kupfer mit der 


spezifischen Dichte o = 8,8. 10? kgm”? und dem Atomgewicht 63,6 nach 
Übungsaufgabe 71.1 
Lo _6-.1098.88.10  _,_ ie 
Nee un = 8,3 - 10° m . (8) 


Berücksichtigtr. man neben (8) die Größe der .Elektronenladung 

e, = 1,6 10719 As, die Elektronenmasse m = 9,1. 1073! kg und die Leit- 

fähigkeit o, so folgt für y aus (721.2) 
eN 1,6. 10738. 8,3 . 108 


FR ee REN, 9) 


In Wirklichkeit ist die mittlere Dämpfung » der Metallelektronen etwas 

größer. Das liegt daran, daß die spezifische Atomzahl N nicht mit der 

Zahl der Metallelektronen identisch ist. Für die folgende Abschätzung wird 
deshalb y = 10143”! verwendet. 


Tabelle 722. Charakteristische Größen elektromagnetischer Wellen in Kupfer. 
Metallwellenlänge A und Abklinglänge I! sind mit den Formeln (10), (11) und (12) 
berechnet 


Radiowellen 


Lichtwellen 


Röntgen- 
strahlung 


Im ersten Fall der Radiowellen kann w/y gegen 1 an werden, 
und es gilt genähert 


n (Radio)  Y— 5 — = (1-35) \/— 


0 28,0 


= (1-5) 0,7:10°. (10) 


Real- und Imaginärteil von rn sind außerordentlich groß. Eine einfallende 
elektromagnetische Welle wird bereits in einer sehr dünnen Randschicht 
so gut wie vollständig absorbiert. 


Bei Lichtwellen gilt nach wie vor o/&,0> w/y. In diesem Falle wird 


1-22005 _ 2200 er 
(Licht) = | 22004 ar Var 31 1-31 (u) 
= +8,4j(1+4- 5/62) = 0,14 — 8,45. 
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Aus Messungen (vgl. Abschnitt 724) wurde für Kupfer n = 0,5 — 2,65 bei 
der hier gewählten Wellenlänge A, berechnet. Metall- und Vakuumwellen- 
länge sind von gleicher Größenordnung. Die Abklinglänge dagegen ist 
klein gegen A,, also auch für Lichtwellen sind Metalle undurchlässig. 


Bei ‚Röntgenwellen dagegen entsteht eine völlig neue Situation. Hier 
ist o/&,w<w/y. Die näherungsweise Ausrechnung liefert 
ie ua RR 1 BR c 1 j 
n (Röntgen) = |/1 alnın a 2 (14) 
1 o/o@ c 
il a (1+3ylo) 


= 1— 0,9 - 10° (1+5,3.109)=1—5-10"5, 


(12) 


n ist also nur sehr wenig von 1 verschieden. Auf Grund von (12) würde 
man praktisch sogar eine völlige Durchlässigkeit der Metalle für Röntgen- 
wellen erhalten, denn in dem angeführten Beispiel wäre ! = 1,6 m. Dabei 
ist jedoch zu beachten, daß auf Grund der Näherung (4) die im Metall 
außerdem vorhandenen gebundenen Elektronen unberücksichtigt ge- 
blieben sind. Aus (12) kann man daher lediglich folgern, daß sich gegen- 
über Röntgenstrahlen die Metalle nicht wesentlich von anderen physika- 
lischen Körpern unterscheiden. 


723 Metallische Reflexion 


Am Beispiel der Lichtwellen sollen die Reflexionseigenschaften der 
Metalle untersucht werden. Nach Abschnitt 722 ließ sich der Brechungs- 
index in diesem Falle darstellen durch 


n=n(1—-j%); N, 0,5; x. (1) 


Im übrigen können alle Formeln von Abschnitt 622 herangezogen werden, 
da sich die Wellengleichung im Metall in keiner Weise von der in Ab- 
schnitt 622 behandelten Wellengleichung unterscheidet. Es ist lediglich 
die Tatsache zu berücksichtigen, daß n komplex ist und eine starke 
Dämpfung enthält. Bei senkrechter Inzidenz erfolgt die Reflexion der 
beiden Komponenten R, und R,„in gleicher Weise: 
, ı—n I-n+jn* 

Ihr Absolutbetrag ist 

IR? __(d—n)?+n5r? 


Pearl für z>1. (3) 


Es findet also totale Reflexion statt, die um so vollständiger ist, je größer 
die Dämpfung im Metall ist. Das komplexe R hat zur Folge, daß die ein- 


F 
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fallende Welle mit einer Phasenverschiebung zurückgeworfen wird, deren 
Winkel wegen 


R-- dem in&) + ng+ ing) (+ jngr)?—n (4) 
= Ita) Ol+n)?+ 3% 


sich aus der Gleichung 

SmR 2ngx 2 

te= — ae 
Reck Ind nda Ng% 


bestimmt. 


724 Brechung und Polarisation 


Betrachtet man, wie in Abb. 724.1 dargestellt, eine schräg auf die Metall- 
oberfläche auffallende Welle, so muß für diese entsprechend den Aus- 
führungen von Kapitel 62 formal das SyeLzıussche Brechungsgesetz 


siny=nsine, (l) 


gelten. Die in das Metall eindringende 
ebene Welle ist also 


ner 
jo 1 -= 
U=ue € ) 


ner—=n(xcosa,+ysino,), (2) 


mit den Winkelbezeichnungen von 

Abb. 724.1. Zur Brechung an der Abb. 724.1. Der Einfallswinkel «, ist ge- 

Metalloberfläche geben. Da n komplex ist, muß die in (1) 

auftretende Größe «, ebenfalls komplex 

werden. Es empfiehlt sich, um den Ortsverlauf der ebenen Welle 1I besser 

zu übersehen, x, aus (2) zu eliminieren. Unter Verwendung von (1) ist das 
in der Form 


ner— xYn’— sin, + ysinay = x ]n?(1—jx)’— sin?a,+ ysina, (3) 


ohne weiteres möglich. Die ebene Welle erfährt also auch bei schrägem Ein- 
fall eine Dämpfung in x-Richtung, weil der Faktor von x in (3) einen 
Imaginärteil enthält, der beim Einsetzen in (2) einen exponentiell abklin- 
genden Faktor liefert. Es kann in (2) daher 


2: u ’ 
are Im nal 72) — sin’, -—-; (4) 
20 2) 21 


gesetzt werden mit / als der Abklinglänge im üblichen Sinne, die bei 
senkrechten Einfall, «,=0, in den Ausdruck (722.7) übergeht. Trotz des 
schrägen Einfalls der Welle sind die Flächen gleicher Amplitude hier 
x = konst. Die Richtung x} ergibt sich an Hand von (3) und Abb. 724.1 aus 


i = 
sin, (5) 


ge 
er Vnt(1 — j#)?) —sinee, 
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Die Flächen gleicher Phasen und gleicher Amplituden sind bei dieser Welle 
also nicht zueinander parallel. 


Bei Reflexion unter schrägem Einfall ist die Polarisationsrichtung be- 
sonders zu untersuchen. Vollständige Polarisation des reflektierten Lichts 
wie bei Nichtmetallen kann hier nicht eintreten, denn es ist stets| R, |F0. 
weil diese Größe ja komplex ist und Real- sowie Imaginärteil einzeln ver- 
schwinden müßten, was nicht stattfindet. In welchem Sinne sich die Polari- 
salion einer linear polarisiert einlaufenden Lichtwelle ändert, hängt allein 


von dem Verhältnis 
R, a ö 
EB == 0e (6) 


ab. Im allgemeinen ist die linear polarisiert einfallende Lichtwelle nach der 
Reflexion elliptisch polarisiert. 


Die einfallende Welle U, wird nun entsprechend Abb. 724.2 in die beiden 
Komponenten U, und U, zerlegt 


Ur=c,U4, +64; (7) 


Der Polarisationswinkel um die Ausbreitungsrichtung als Achse ist dann 


wpr=t. (8) 
» 
Die reflektierte Welle erhält dabei die Form 
U=Rol, + Roll (9) 
% U, =R,lo ee, u, +43]. 
Abb. 724.2. Zerlegungeiner Die in (9) noch auftretende Größe R, enthält 
polarisierten Welle die gemeinsame Änderung von Amplituden und 


Phasen. Die Polarisationsform der Reflexions- 
welle U, dagegen hängt von go und ö allein ab. Im Falle ö=0 wird die 
Reflexionswelle wieder linear polarisiert. Ihr Polarisationswinkel ist 


A 1 
tWpR= = t8pr- (10) 


0% 
Im Falle ö +0 wird die Polarisationsform von U, elliptisch. Durch die 
speziellen Werte von ö und o wird das Verhältnis der beiden Hauptachsen 
und ihre Lage bestimmt. Man vergleiche dazu die Übungsaufgaben 61.2 
und 62.1. Mit den Polarisationszuständen bei großer Absorption n,x>1 
befaßt sich die Übungsaufgabe 72.1. 


Die beiden Größen o und ö bestimmen einerseits die Polarisationsform 
der reflektierten Welle U,. Andererseits hängen sie über (6), (622.15) 
und (622.20) vom Einfallswinkel «, sowie vom komplexen Brechungsindex, 
also von n, und x, ab. Man kann deshalb die Reflexion linear polarisierter 
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Wellen am Metall dazu benutzen, um aus ihrem Polarisationszustand o und ö 
zu messen und anschließend aus diesen beiden Größen — wegen des be- 
kannten Einfallswinkels — die für das spezielle Metall charakteristischen 
Größen n, und x zu bestimmen. 


Übungsaufgaben 


72.1. Man berechne die Reflexionskoeffizienten R, und AR, für Reflexion an Metallen 
mit beliebigem Einfallswinkel, wenn die Absorption groß ist. 


a) Welche qualitative Aussage läßt sich über die Frequenzabhängigkeit der 
Reflexionskoeffizienten machen? 


b) Sodann zeige man, daß durch Reflexion an einer Metalloberfläche linear 
polarisiertes Licht geeigneter Richtung in zirkular polarisiertes überführt 
werden kann. Welcher Einfallswinkel ist dazu in der betrachteten Näherung 
nötig? 


73 Materie im Magnetfeld 


Zusammenfassung: Schwingt ein Elektron senkrecht zu einem äußeren Magnet- 
feld ®, so wird: seine Schwingungsrichtung mit der sogenannten LarMoRrfrequenz 
©, = —@&,8/2m gedreht. Fällt demnach Licht der Frequenz » auf ein Materiestück 
im Magnetfeld, so reemittieren die Elektronen der Materie Wellen mit der Frequenz 
®+w, und »—w,. Diese Erscheinung ist der normale ZeEMANeffekt. 

Rotiert ein Elektron rechts bzw. links um die Kraftlinien ®, so wird die Drehung 
um w, vergrößert bzw. verringert. Betrachtet man zirkular polarisiertes Licht, das 
sich in Materie bei äußerem Magnetfeld ausbreitet, so kann die Wirkung des Magnet- 
feldes durch Drehung des Materiestücks ersetzt werden. Für rechts- und linksdrehendes 
Licht ergeben sich daraus verschiedene Brechungsindizes. Linear polarisiertes Licht 
kann aus rechts- und linksdrehendem zusammengesetzt werden und erfährt eine 
Drehung der Polarisationsebene um den Winkel = R|B; x mit = als der durchlaufenen 
Wegstrecke. Dieser sogenannte FaravAveffekt kann als unmittelbarer Beweis für 
die elektromagnetische Natur des Lichts angesehen werden. 

Die genauere atomistische Theorie des Brechungsindex führt zur Berechnung der 
VERDETschen Konstanten R. 


731  Strahlerides Elektron im Magnetfeld 


In Abb. 731.1 ist ein Elektron mit der Ladung e, im äußeren, zeitlich 
konstanten Magnetfeld dargestellt. Die Kraftwirkung auf dieses Elektron. 
die allein durch das Magnetfeld hervorgerufen wird. ist nach (633.7) 


K= 08 x®B. () 
Wie Abb. 731.1 zeigt, bekommt das negativ geladene Elektron durch diese 


Kraftwirkung eine Tendenz, die Kraftlinien von ® rechtsherum zu um- 
laufen. 
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Formal hat die magnetische Kraftwirkung gewisse Ähnlichkeit mit einer 
im rotierenden Koordinatensystem auftretenden Scheinkraft, der CoRIOLIS- 
kraft, . ; 

fie =2m3 x Wr. (2) 
©, in (2) ist ein Vektor, dessen Richtung die Rotationsachse angibt, und. 
dessen Betrag die Geschwindigkeit der Rotation, also ihre Umlaufsfrequenz 
@7, bestimmt. Würde man das Elek- 
tron von Abb. 731.1 nicht im ruhenden 
Koordinatensystem, sondern in einem 
um die Achse B rotierenden System 
betrachten, so würden in diesem System Abb. 731.1. Zur Kraftwirkung eines 
beide Kräfte (1) und (2) auftreten. Magnetfeldes auf ein Elektron 
Wählt man die Frequenz des Be- 
obachtungssystems gerade so, daß die beiden Kräfte sich kompensieren, 


K+Kc=0, .®& 
so wird man in diesem rotierenden System keinen Einfluß des Magnetfeldes 
mehr erwarten können. Die magnetische Kraft ist durch die Corıorıskraft 
kompensiert. Dabei ist stillschweigend vorausgesetzt. daß die Rotation 
gegenüber der sonstigen Teilchenbewegung langsam erfolgt, daß also Kräfte, 
die quadratisch in w, sind, wie z.B. die Zentrifugalkraft, vernachlässigt 
werden können. 


Der Einfluß des Magnetfeldes auf die Elektronenbewegung ist also derart. 
daß der bisherigen Elektronenbewegung ohne Magnetfeld zusätzlich eine 
Rotation überlagert wird. Die Rotationsfrequenz, die sogenannte LARMOR- 
Srequenz 

> €o 


@L =. (4) 


7” 


ergibt sich aus der Kompensationsbedingung (3). 


Betrachtet wird nunmehr ein elastisch gebundenes, schwingendes und 
und Strahlung emittierendes Elektron. Die Wellenaussendung dieses Elek- 
trons wurde bislang durch (641.15) beschrieben. Hier ist lediglich die 
durch 8 bewirkte zusätzliche 
Rotationsbewegung mit zu be- 
rücksichtigen. Je nach der 


wird die LArmorfrequenz @; 
die Resonanzfrequenz verän- 
dern oder nicht. In Abb. 731.2 
sind 4 Beispiele verschiedener 

Abb. 731.2. möglicher Schwingungszustände 
Schwingungszustände des Elektrons des Elektrons dargestellt. ® ist 
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als Vektor nach rechts gerichtet, entspricht also nach (4) und wegen 
—e,=|e,| einer Rotation im gleichen Sinne. Schwingt nun das Elek- 
tron im Zustand I, so wird entsprechend (1) keine magnetische Kraft 
ausgeübt. Die Schwingungsfrequenz w, bleibt ungeändert. Schwingt das 
Elektron im Zustand II, führt es also eine Kreisbewegung um die Achse 
aus, so wird zur Kreisfrequenz die LArmorfrequenz hinzuaddiert. Im 
Schwingungszustand III wird sie subtrahiert. Schwingt schließlich das 
Elektron, wie in IV angedeutet ist, in einer einzigen Richtung senkrecht 
zur Achse hin und her, so besteht der Einfluß des Magnetfeldes darin, 
daß die Schwingungsrichtung mit der Frequenz », um die Achse herum ge- 
dreht wird. Was man in diesem Fall an ausgesandter Strahlung beobachtet, 
sind Schwebungen um die Frequenz @,, die sich auffassen lassen als eine 
Superposition zweier Wellen mit den Frequenzen &, +®;. Zusammen- 
fassend ändert sich beim Einschalten des Magnetfeldes die Schwingungs- 
frequenz in den Fällen I-IV wie folgt: 


I:09>®9 Il: —®n N 


I:09>@o-+ vor IV: > 1. 


Nunmehr soll in Abb. 731.2 von links, also in «-Richtung, eine ebene, 
linear polarisierte Welle einlaufen. Ihre Frequenz sei ». Das betrachtete 
Elektron gerät in Mitschwingungen vom Typ IV. In der z- oder z-Richtung 
beobachtet man dann gemäß (5) an Stelle der ursprünglichen Frequenz 
zwei Frequenzen, die um w, größer und kleiner als die ursprüngliche 
Frequenz » der erzwungenen Schwingung sind. Diese Aufspaltung ist als 
normaler ZEEMANefJekt bekannt. Daneben beobachtet man bei vielen 
Substanzen auch den anomalen ZermaAnxeffekt, bei dem an Stelle der zwei 
Frequenzen eine große Anzahl von Frequenzen beobachtet werden, die 
ungefähr im Bereich zwischen + ®, und  — w;, liegen. Sie entstehen 
durch ein kompliziertes Zusammenspiel innerer Rotationen des Atoms, 
auf die hier nicht näher eingegangen werden soll. 


Die Richtigkeit der Überlegungen, nach denen der Einfluß des Magnet- 
feldes ® dem einer mit der Larmorfrequenz w, verbundenen CoRIOLIS- 
kraft 8. gleichkommt, soll durch exakte Rechnung ah einem Beispiel 
überprüft werden; denn eine gewisse Unsicherheit besteht ja insofern, 
als die in &, quadratischen Zentrifugalkräfte bei dieser Überlegung ver- 
nachlässigt wurden. Wir beschränken uns bei der Rechnung auf den FallII 
von (5). 


Es wird ein in der y,z-Ebene der Abb. 731.3 rotierendes Elektron. be- 
trachtet. Im Zeitablauf wird es mit der komplexen Zahl 


Y=y+je (6) 
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in der y,2-Ebene beschrieben und soll sich unter dem Einfluß einer rück- 
treibenden Kraft mit der Bindungsfrequenz , und eines äußeren Magnet- 
feldes 8, das in Richtung der x-Achse orientiert ist, bewegen. In Vektor- 
schreibweise lautet seine Bewegungsgleichung dann 


m(3+ 038) =eg8x®B. (7) 


Führt man (4) als Abkürzung ein, so lautet (7) 

[ d? + d 
Nunmehr soll (8) in die komplexe Schreib- 
weise überführt werden. Dabei ist im 
mittleren Term von (8) darauf zu achten, 


& 
daß |, . . 
$£ @L x == OLez x (e,5-+ 82) . (9) 
x == 0,(, 4 —ey2) AjornY 
gilt. Dieser Ausdruck ist richtig, weil 
jY=—2+jy (10) 
jz ist. 
Abb. 731.3. In komplexer Form lautet die Bewegungs- 
Beschreibung der Elektronenbe- gleichung (8) nunmehr 
wegung in der y,2-Ebene mit PN d 
der komplexen Zahl Y a-Herg + Y=0. (1) 


Eine Lösung, bei der der komplexe Vektor Y in der y,z-Ebene rotiert, 
erhält man durch den Ansatz 


i d e 
Fdbt ir =jo, (12) 
mit & als der zu bestimmenden Rotationsfrequenz. & > 0 bedeutet eine 
Rotation in der y, z-Ebene entgegen dem Uhrzeigersinn, wie sie durch die 
Pfeilrichtung der Abb. 731.3 angedeutet ist. Auf Grund von (11) und (12) 
genügt die Rotationsfregunz im Magnetfeld der Gleichung 
o— 200, — w=0 (13) 
mit der Lösung 
= @L+Vo3-+ 0}, (14) 
von der hier nur das positive Vorzeichen interessiert. 
Man beachte besonders an dieser Lösung, daß sie in der Grenze niedriger 
und hoher LArMmorfrequenz in 


[07 [07 
== | 100 


= < 
für wor “o, (15) 
Ir > 
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übergeht. Bei verschwindender Bindungsfrequenz w, = 0 rotiert das 
Elektron im Magnetfeld also mit der Frequenz 2w, statt w;. Unter den 
hier gemachten Voraussetzungen », >, jedoch erhöht sich die Rotations- 
frequenz durch das hinzugetretene Magnetfeld von w, auf o, +,. Damit 
sind die Überlegungen dieses Abschnitts gerechtfertigt. 


732 Drehung der Polarisationsebene 


Nunmehr wird der Einfluß des Magnetfeldes aufden komplexen Brechungs- 
index n(w) untersucht. Den Abbildungen 731.1 bis 3 entsprechend soll 
sich eine ebene Welle in Richtung der positiven x-Achse durch eine Substanz 
mit bekanntem Brechungsindex n(») bewegen. Ihr Wellenvektor U liegt 
senkrecht dazu in der y, z-Ebene und kann wie Y in (731.6) durch eine 
komplexe Zahl U beschrieben werden. Ohne äußeres Magnetfeld lassen 
sich rechts und links zirkular polarisierte Wellen U, und U_ durch 


U= U,etjett-n,aled (l) 


darstellen. Hierbei sind zur Abkürzung die Größen 


n,—n(o); n_=n(w)* bei B=0 (2) 
eingeführt. Mit 9m a <0 klingen beide Wellen exponentiell nach rechts ab. 


Nunmehr wird das Magnetfeld B eingeschaltet und sein Einfluß auf 
die rechts zirkumpolare Welle untersucht. Deren Wellenvektor rotierte 
bislang, bei x = 0 zum Beispiel, mit der Frequenz » in der komplexen 
y,2-Ebene, weswegen der Brechungsindex den zu dieser Frequenz ge- 
hörigen Wert n,=n(w) annahm, hervorgerufen durch das Mitrotieren 
der Elektronen im Innern der Substanz. Das eingeschaltete Magnetfeld B 
jedoch übt auf die Elektronen nach (731.4) den gleichen Einfluß aus, 
als würde die Substanz mit der Laruorfrequenz o, als Winkelgeschwindig- 
keit um die x-Achse rotieren. Der wirksame Brechungsindex hingegen 
wird lediglich durch die relative Winkelgeschwindigkeit zwischen dem 
Wellenvektor U und der Substanz bestimmt, hier also durch & — wm, statt 
durch w. Es folgt somit 

n,=n(0 —@;) (3) 


für die rechts zirkunpolare Welle und 
n_=n(o +0,)* (4) 
für die links zirkumpolare Welle, wenn man im letzteren Falle Gleichung (2) 
berücksichtigt, sowie den Umstand, daß »& und w, hier entgegengesetzt 


rotieren und sich also bei der Bildung der relativen Winkelgeschwindigkeit 
addieren müssen. 
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Nach (731.4) ist die Larmorfrequenz der negativ geladenen Elektronen 

= Bel. (6) 

Bei nicht zu hohen Feldstärken bleibt daher w,, klein, weswegen (3) und (4) 
nach w, entwickelt werden können: 


dn # dn* 
N,=Nn— OL 7 n_—n +90175° (6) 


Diese Gleichungen beschreiben mit (5) das Verhalten der zirkumpolaren 
Wellen (1) unter dem Einfluß eines äußeren Magnetfeldes 2. 


Der linear polarisierten Welle im Falle B = 0 entspricht hier die Welle 


,‚ Anw 


U=-(0,+ U_)=D,coswlt—nzl)e (7) 
mit den Abkürzungen 

=> (m, +2.) Ann, —n_ (8) 
für Mittelwert und Differenz von n., undn_. Unter den Voraussetzungen (2) 


wird n reell und Ar imaginär, so daß (7) tatsächlich eine linear polarisierte, 
gedämpfte Welle darstellt. 


Bei äußerem Magnetfeld dagegen werden beide Größen komplex. Aus 
(6) und (8) folgt nämlich: 


- _n+n* ® d FR en ni dImn 
AT INTEL ENT 7 N 
An _ n—n* d nn —j3 Be dRen 
za 23 )=; a Zu Pre 


Der Imaginärteil von n enthält den Dämpfungsunterschied zwischen 
links- und rechtszirkular polarisierten Wellen und soll hier nicht weiter 
untersucht werden. Der Realteil von An aber führt in (7) zu einer Drehung 


der Polarisationsebene längs der x-Achse um den Winkel 
An w 


p=Re -S22]=0g 2. (10) 


c c 


Diese Drehung ist als FaArapAyeffekt bekannt und wird durch die Formel 

y=RBx (11) 
beschrieben, mit R als der sogenannten VERDETschen Konstanten. p wächst 
mit zunehmender Durchlauflänge x und dem magnetischen. Felde B. 
Vergleicht man (10) und (11), so ergibt sich R mit (5) zu 


o, » dRen _|o| ® dRen (12) 


R=5 ce do “ 2mc do 


21 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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Diese Konstante ist experimentell von mehreren Seiten her zugänglich. 
Die Frequenz und damit der Faktor w/c der Lichtwellen kann als bekannt 
vorausgesetzt werden. Die im letzten Faktor von (12) enthaltene Dispersion 
kann unabhängig vom Magnetfeld an der jeweiligen — selbstverständlich 
als durchsichtig vorausgesetzten — Substanz bestimmt werden. Die 
Messung der Phasendrehung im Magnetfeld gestattet die Bestimmung 
von R. Damit aber ist durch (12) eine Möglichkeit zur experimentellen 
Bestimmung der spezifischen Ladung e,/m der Elektrizitätsträger innerhalb 
der Materie, also der Elektronen, gegeben. Die Experimente liefern in der 
Tat den richtigen Wert für die spezifische Ladung des Elektrons. 


Vom Grundsätzlichen her betrachtet, ist dıeser Versuch außerordentlich 
bedeutungsvoll, beweist er doch die jahrzehntelang umstritten gewesene 
elektromagnetische Natur der Lichtwellen unmittelbar. Man braucht sich 
hierzu nur klarzumachen, daß Gleichung (12) dadurch entstand, daß 
erstens angenommen wurde, daß sich in der Materie bewegliche Träger 
von Elektrizität, die Elektronen, befinden. Zweitens wurde angenommen, 
daß diese Elektronen dem Einfluß äußerer Magnetfelder in der gleichen 
Weise unterliegen wie makroskopische, gewöhnliche elektrische Ladungen. 
Außerdem aber wurde bei der Einführung des Brechungsindex n still- 
schweigend vorausgesetzt, daß diese Ladungen auch den Kraftwirkungen 
unterliegen, die vom Wellenvektor U auf das Elektron ausgeübt werden. 
Damit aber ist die Gleichwertigkeit der Kraftwirkungen von Lichtwellen 
wie auch von äußeren Magnetfeldern erwiesen. Die elektromagnetische 
Natur der Lichtwellen ist auf Grund dieses Experiments einwandfrei ge- 
sichert. 


733* Berechnung des Brechungsindex 
Der Einfluß von Magnetfeldern auf die in einer Substanz beweglichen 
Elektronen wurde in Abschnitt 731 für den Fall inkohärenter, das heißt 
voneinander unabhängiger Lichtemission dieser Elektronen untersucht. 
In Abschnitt 732 hingegen wurde eine Theorie des Brechungsindex im 
äußeren Magnetfeld entwickelt unter der stets erfüllten Voraussetzung 
kleiner LArmorfrequenz &,, bei der die drehende Wirkung der magne- 
tischen Kräfte allgemein auf die Ladungsträger der Materie berücksichtigt 
wurde. Nunmehr sollen diese Betrachtungen ergänzt werden durch eine 
alomistische T'heorie, bei der ohne weitere Vernachlässigungen der Brechungs- 
index wie früher bestimmt wird, den die elastisch gebundenen Elek- 
tronen verursachen. Hier tritt lediglich zur Bewegungsgleichung eines 
Elektrons noch die Kraftwirkung des konstanten magnetischen Feldes 8 
in der Form . 
m(+ys+o38)=e,E+&8xXB (1) 
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hinzu. Unter Einführung von ©, aus (731.4) geht (1) in 

m(&+(y— 28, x)8+ 038) = &,€ (2) 
über, die sich von der früheren Gleichung lediglich um ein Zusatzglied 
in der Dämpfung unterscheidet. 


Die Vektorgleichung (2) soll nunmehr in eine Gleichung für komplexe 
Vektoren gemäß (732.1) überführt werden. E in (2) entspricht in beiden zu 
behandelnden Fällen dem Ausdruck in (732.2), 

E(t,0) & Byetiet, (3) 
und 3 ist durch Y zu ersetzen. Das in (2) auftretende Vektorprodukt kann 
direkt von (731.9) übernommen werden. 

Die zu (2) gehörige Gleichung in der komplexen Ebene lautet also: 

m(Y + (y—2jo,) Y+0%Y) 20,6. (4) 


Die Berechnung von n2 erfolgt nun genau wie in Abschnitt 711. Das 
dortige Ergebnis, dargestellt in (711.9) und (711.10), kann direkt über- 
nommen werden, lediglich jy ist zu ersetzen. durch 

>43 2jo,) = +iy +20;, | (5) 
wenn man berücksichtigt, daß wegen (3) beide Vorzeichen im Ex- 
ponenten von E auftreten sollen. Das Ergebnis lautet 

4ne:.N 1 


2 1. EEE 7; 
2, m w—-0+20m,+jyo (6) 


In (6) ist zu vermerken, daß o, klein gegen die Frequenzen o, und @ ist. 

Die Dämpfung hat die gleiche Form wie früher, nur jetzt mit formal beiden 

Vorzeichen, wie das bei n, in (732.3) und (732.4) bereits zum Ausdruck 

gekommen ist. Zur weiteren Auswertung von .(6) wird angenommen, daß 
der zweite Ausdruck in (6) klein gegen 1 ist: 
2neN l 

Hal m R— + 20m, + jyom" 


Mm 


Die für die Drehung der Polarisationsebene wichtige Größe An folgt nun- 
mehr in direkter Rechnung: 


2neN | = i 1 BE 1 ) 
> m 0 —W+20W,+jyo or W—2ww,— jyw 


An=n,—n 


(8) 


_. 2ne?N —2(200, + jyo) 
m (wi)? (20m, + jyo) 


Aus (8) wird der Realteil von An/2 gebildet. Unter der Voraussetzung 
kleiner LarMmorfrequenz 9, <w folgt im Sinne einer Reihenentwicklung 
nach Potenzen von @; 

4ne? N (03 — w)? — y?w? 
2 = — rn on. 
Rein] m DOLL Ta (9) 
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Setzt man diesen Wert in den Ausdruck (732.10) für den Drehwinkel & 
ein, so entsteht gerade das Gesetz (732.11) mit der Verperschen Kon- 


stanten 
. (5 as)! pro? 


(10) 


Zum gleichen Ausdruck gelangt man auch, wenn man von (732.12) aus- 
geht. 


Übungsaufgaben 


73.1. Linear polarisiertes Licht durchläuft längs der Strecke L ein konstantes Magnet- 
feld parallel zu den Feldlinien, trifft dann auf einen Spiegel, der senkrecht zur 
Ausbreitungsrichtung steht, und wird zurückgeworfen. Um welchen Winkel ist 
die Polarisationsebene gedreht, wenn das reflektierte Licht wieder aus dem Feld 
heraustritt? 


73.2. Man schätze die Larmorfrequenz w, für Elektronen in einem Magnetfeld der 
Stärke 10000 Gauß ab und vergleiche sie mit der Frequenz von sichtbarem 
Licht. 


74  Kristalloptik 


Zusammenfassung: Die besondere Struktur der Kristalle verursacht, daß die 
Bindungskräfte eines Elektrons richtungsabhängig sind. Die zugehörigen Potential- 
flächen sind Ellipsoide, deren Halbachsen zum Quadrat der zugehörigen Frequenz 
umgekehrt proportional sind. Demzufolge wird der Brechungsindex richtungsabhängig 
und die Dielektrizitätskonstante e ein Tensor, der wegen der RRRREIS RUNNING 
symmetrisch sein muß. 

Zur Beschreibung elektromagnetischer Wellen im Kristall wird nöben dem Wellen- 
vektor U ein Hilfsvektor B=ell&2%e,U, eingeführt. Durch die Gleichung 
e,2%;%,=1 wird das Fresnetsche Eilipsoid definiert. Zu jeder Richtung U -r 
liefert die Flächennormale des Ellipsoids die zugehörige Richtung des Vektors ®. 
Das sogenannte Indexellipsoid besitzt die umgekehrten Eigenschaften. 

Wegen der ungleichen Richtungen von II und ® weisen auch Wellennormale und 
Poyntıngvektor in verschiedene Richtungen. Das Problem, bei gegebenen Wellen- 
normalen die zugehörigen Vektoren U und ® zu bestimmen, kann anschaulich am 
einfachsten mit dem Indexellipsoid behandelt werden. Es gibt nur zwei Lösungen, 
die ordentliche und die außerordentliche Welle, beide mit verschiedenen Brechungs- 
indizes und demzufolge verschiedenen Phasengeschwindigkeiten. Jede Welle anderer 
Polarisationsrichtung wird als Linearkombination dieser beiden Lösungen dargestellt. 
Fällt die Wellennormale mit einer optischen Kristallachse zusammen, so sind 
Wellen beliebiger Polarisationsrichtung möglich. Alle besitzen die gleiche Phasen- 
geschwindigkeit. Nach ihren Symmetrieeigenschaften werden optisch ein- und zwei- 
achsige Kristalle unterschieden. 
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741 Welienausbreitung im Kristall 


In allen bislang durchgeführten Untersuchungen über die Wellenausbrei- 
tung in Materie ließ sich folgende Beschreibung geben: Die Wellenausbrei- 
tung folgte der Gleichung 

e 0 ö [) 
Als Lösungen dieser Gleichung ließen sich ebene Wellen 
. ner 
von © ) 2) 


angeben, wobei der in (2) eingeführte Brechungsindex n die unmittelbare 
Bedeutung rn = c/v mit v als der Phasengeschwindigkeit hat. Beim Ein- 
setzen von (2) in die Wellengleichung ergab sich: 


e, & = beliebig ey=0 == Je: (3) 


Die Frequenz » durfte in den Lösungen beliebig gewählt werden, ebenso 
auch die Ausbreitungsrichtung. Im übrigen mußten die Wellen transversal 
sein, und der Brechungsindex wurde n = Ve so daß sich in (l) die 
Dielektrizitätskonstante e unmittelbar durch die in (2) definierte Größe n2 
ersetzen ließ. Die hier etwas anders durchgeführte Verwendung von e und n 
ist mit Bedacht gewählt, weil sie sich so bei den weiteren Überlegungen 
als besonders zweckmäßig erweisen wird. 


Bislang äußerte sich der Einfluß der Materie in einem Mitschwingen ihrer 
gebundenen und freien Elektronen in der Form 
ml-+ys+oßsl-R, mit 40. . (4) 
(4) entspricht der dreidimensionalen Bewegung eines Massenpunkts im 
Potential V = mw332/2. Dieses Bindungspotential ist kugelsymmetrisch 
in bezug auf die Ruhelage. Die rücktreibenden Kräfte in x-, y- und 
z-Richtung sind gleich groß. 


Bei Kristallen treffen diese Voraussetzungen nur gelegentlich zu. Wegen 
der symmetrischen Anordnung der Atome in Kristallen werden bestimmte 
Richtungen I, II, III, die voraussetzungsgemäß aufeinander senkrecht 
stehen, ausgezeichnet. Die rücktreibenden Kräfte in diesen Richtungen 
können voneinander verschieden sein. An die Stelle der einen Schwingungs- 
frequenz @, treten nunmehr drei, nämlich ®,, @r und @yp, je nach der 
Richtung, in der das Elektron schwingt. Statt Kugeln sind die Flächen 
konstanten Potentials hier Zllipsoide, deren Hauptachsen die drei aus- 
gezeichneten Richtungen sind. 


Zerlegt man die Auslenkung 3 des Elektrons nach den Hauptachsen- 
richtungen in Komponenten, so gilt für jede Komponente 


mläst+yasst+o%syl=Ky mit N=LILIMT. 0) 
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Würde man eine Dispersionstheorie im Sinne von Kapitel 71 mit (5) statt 
(711.4) aufbauen, was hier nicht durchgeführt werden soll, so erhielte 
man statt einer einzigen Dielektrizitätskonstanten e drei verschiedene, 
nämlich 

E—— En = er, Eu, eu, (6) 
wobei jede der drei Hauptachsenrichtungen einem anderen Wert e, ent- 
sprechen würde. Dadurch würde auch der Brechungsindex n und die 
Phasengeschwindigkeit v der Welle (2) von der Polarisationsrichtung des 
Ausbreitungsvektors U abhängen. Die Ausbreitungsgleichung (1) müßte 
also je nach der Richtung von U einen anderen Wert für & aufweisen, 
Liegt U in einer der Symmetrierichtungen N des Kristalls, so gilt die 


Gleichung 02 F) d 
et arrlar|ur=0: (8) 


Liegt der Ausbreitungsvektor U in beliebiger Richtung, so wird die Situation 
komplizierter. Allgemein würde man eine Bestimmungsgleichung dadurch 
erhalten, daß man U in die drei Komponenten I, II und III zerlegt. 


Zur bequemeren Schreibweise empfiehlt sich die Einführung eines Hilfs- 
vektors ®. Dieser soll durch 


ı » ö d 
ERRTuF TE (+: * u)=0 (8) 


gegeben sein. Vergleicht man (7) und (8) miteinander, so folgt für die 
Komponenten von ® in Richtung der Symmetrieachsen: 


Vr=:ExÜn. (9) 


Der Zusammenhang zwischen U und ® ist also linear. Die Richtungen 
dieser Vektoren sind jedoch im allgemeinen verschieden, weil wegen der 
unterschiedlichen ey in (9) jede Komponente beim Übergang von U nach ® 
mit einem anderen Faktor multipliziert wird. i 


Es erhebt sich die Frage, in welcher Weise die Komponenten von U 
und ®, bezogen auf ein beliebiges Koordinatensystem, miteinander zu- 
sammenhängen. Zur Untersuchung dieser Frage werden U und ® in Kom- 
ponenten zerlegt und zwar einmal nach den Hauptachsenrichtungen €, und 
zum anderen nach den Achsenrichtungen eines beliebig gewählten karte- 
sischen Koordinatensystems e, bzw. e,. Multipliziert man die zweite der 
Gleichungen 

U=ZerUn=- ZJe0, B= Iertr=Ialı (10) 
Pr % 


mit einem beliebigen Einheitsvektor e, und die erste mit einem Einheits- 
vektor ey, so wird: 
V= (een) [2% Un = 2 (enen) Ur. al) 
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Zusammen mit (9) lautet also der Zusammenhang zwischen den Vektoren 


U und 3 


wobei zur Abkürzung die Größen 


&:> = (een)en (ever) = &i (13) 


eingeführt sind, die offenbar Komponenten eines symmetrischen Tensors 
sind. Die Darstellung (13) von e,, hat zur Folge, daß entsprechend den in 
Abschnitt 634 angestellten Überlegungen der Energiesatz in seiner bis- 
herigen Form auch in Kristallen gültig bleibt. 


Einen anschaulichen Überblick über den Zusammenhang zwischen den 
Vektoren U und ® gewinnt man durch Einführung des sogenannten 
FrRESNELSchen Ellipsoids 


F=1 2 Ueli N ey Uk — konst. (14) 
2 ik 2 N + 


Zur Veranschaulichung von (14) wird das Koordinatensystem der Kom- 
ponenten U, Ujrund Ujr,in Abb. 741.1 eingeführt. Für einen bestimmten 
Wert F ist (14) die Gleichung eines Ellipsoids. Die 
Oberfläche dieses Ellipsoids verbindet alle Punkte U, 
für die der Ausdruck (14) gerade den Wert F ergibt. 
Bildet man den Gradienten von F, nunmehr im be- 
liebigen Koordinatensystem, so folgt wegen der Sym- 
metrie von &;;: 


or I 1 
30, "37 2ulırz 2 den=Pı. (15) 
“ ı 


Abb. 741.1. % läßt sich also in der Form 
Das FrEsNELsche F 
Ellipsoid Pl} = u F (16) 


schreiben. Danach steht 3 als Gradient von F senkrecht auf der Ober- 
fläche des Ellipsoids von Abb. 741.1. 


Durch das Ellipsoid (14) wird jeder Richtung von U eine entsprechende 
Richtung von ® eindeutig zugeordnet. Die beiden Richtungen sind im 
allgemeinen verschieden. Nur wenn U mit einer der Symmetrieachsen I, 
II, III zusammenfällt, sind U und ® gleichgerichtet. Da es hier offenbar 
nicht so sehr auf die Absolutbeträge, sondern vielmehr auf die Richtungs- 
verhältnisse ankommt, läßt sich das Fresnersche Ellipsoid normieren, 
also mit irgendwelchen Koordinaten x, = (x, y, 2) in der Form 


2 = 1 (17) 
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darstellen. (17) gilt für ein beliebiges Koordinatensystem. Fallen die 
Achsenrichtungen dieses Systems mit den Symmetrieachsen zusammen, so 
verschwinden die gemischten Glieder x;x,, und es wird wie in (14) einfach 


++ entel: (18) 


Die Hauptachsen des Fresneuschen Ellipsoids sind nach (3) also maß- 
gebend für die zugeordneten Phasengeschwindigkeiten v—=c/n; denn bei 


“ s y=2—=0 wird = 1/Ya=vile. 


Neben dem Fresneuschen Bllipsoid ist 
noch das Indexellipsoid von Bedeutung, 
bei dem die Längen der Hauptachsen 
gleich den zugeordneten Brechungsindi- 
zes sind. Seine Hauptachsendarstellung 
lautet: 


22 y2 22 
++ 


& Eu Ey 


=, (19) 


Beim Indexellipsoid ist, wie in Abb. 741.2a 
dargestellt, die umgekehrte Ordnung ge- 
geben. Aus diesem Ellipsoid ist für jeden 
Vektor ® der zugehörige Vektor. U als 
Gradient des Ellipsoids im Endpunkt von 
% ablesbar. Analytisch überzeugt man sich 
davon leicht, da x,y und z in (19) defini- 


Abb. 741.2. 


Charakteristische Schnitte a) beim i R£ , E 
Indexellipsoid und b) beim tionsgemäß die Komponenten von ® in 


Fresneschen Ellipsoid Hauptachsenrichtung bedeuten. 


742 Kristallsymmetrie 


In der Kristalltheorie unterscheidet man insgesamt 32 Klassen, je nach 
den Symmetrieeigenschaften der verschiedenen Kristalle. Hier interessieren 
diese Klassen nur vom Standpunkt ihrer optischen Symmetrieeigenschaften, 
und von diesem Standpunkt aus sind 3 verschiedene Gruppen a, b und c zu 
unterscheiden, je nachdem die eine oder andere der Beziehungen 


a) AZEJ > ENM>EE 
b) s=en=+em (1) 
c) &+Een+em 


gilt. Die typischen Vertreter der einzelnen Kristallgruppen sind in Abb.742 
schematisch dargestellt. 
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In Gruppe a) sind die Kristalle des regulären Systems enthalten. Sie 
weisen Kugelsymmetrie auf. Da man den Kubus durch drei verschiedene 
90°-Drehungen in sich selbst überführen kann, muß e auch in drei ver- 
schiedenen Richtungen den gleichen Wert haben; sowohl das FresneLsche 
Ellipsoid als auch das Indexellipsoid sind in diesem Falle zu Kugeln ent- 
artet. Der Brechungsindex besitzt also nicht nurin diesen drei Richtungen, 
sondern in jeder Richtung schlechthin den gleichen Wert. Die Kristalle der 


2) b) u / 2 
reguläres trigonales tetragonales hexagonales rhombisches 
Systern System Systern System System 


Abb. 742. Einteilung der Kristallklassen nach ihren optischen Eigenschaften 


Gruppe a) zeichnen also optisch keine Richtung aus. Auf sie sind alle bis- 
herigen Überlegungen der Dispersionstheorie unmittelbar anwendbar, denn 
der Zusammenhang zwischen den Vektoren U und % lautet: 


B=euU (2) 
mit e als einer einfachen Konstanten. 


Zur Gruppe b) gehören die Kristalle des trigonalen, des tetragonalen und 
hexagonalen Systems. Sie weisen, wie in Abb. 742.b) eingetragen, eine aus- 
gezeichnete Achse a auf. Senkrecht zu dieser Achse muß aus Symmetrie- 
gründen der Brechungsindex in verschiedenen Richtungen gleiche Werte 
aufweisen, deshalb muß er auch in allen Richtungen senkrecht zu a gleich 
groß sein. Die charakteristischen Ellipsoide sind zu Rotationsellipsoiden 
entartet und entsprechen der Gleichung (1b) mit eıpr = a als der Symmetrie- 
achse dieser Rotationsellipsoide. Die Kristalle der Gruppe b) werden als 
„optisch einachsige Kristalle“ bezeichnet. 


Zur Gruppe ce) gehören schließlich die Kristalle des rhombischen Systems 
und verwandter Systeme mit geringster Symmetrie. Dazu zählen alle die- 
jenigen Kristalle, bei denen sich keine Achse angeben läßt, um die eine 
von 180° verschiedene Drehung den Kristall in sich selbst überführt. Bei 
diesen Kristallen können demnach auch die zugehörigen Ellipsoide nicht 
entarten, und es gilt (lc). Sie werden aus noch näher zu untersuchenden 
Gründen als optisch zweiachsige Kristalle bezeichnet. 
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743 Ebene Wellen 


Untersucht werden soll das Verhalten ebener Wellen im Kristall. Charak- 
terisiert wird die ebene Welle durch nunmehr zwei Vektoren. U und ®, 
die den Gleichungen 


4 Se Re I. 
audit rlaxl)=0 0 8-0 N) 


genügen. Ein weiterer Zusammenhang ist zeichnerisch über das FRESNEL- 
sche oder das Indexellipsoid der Abb. 741.2 und analytisch durch (741.12) 


= NorÜr, Bell (2) 
k 
gegeben. Die in (2) noch hinzugefügte Vektordarstellung ist lediglich sym- 
bolisch und zur Abkürzung der danebenstehenden Komponentenschreib- 
weise gemeint. Sie bedeutet, daß die Verknüpfung des .‚Tensors“ e mit U 
den Vektor ® ergibt. 
Die zugehörigen ei & und 8 werden wie früher durch 


ö 
& = -— B => FrE xu (3) 
eingeführt, und die Felder ® und 9 entstehen durch Bildung von 
1. « —.L 
mer = we (4) 


Zwischen ® und & besteht also ein ähnlicher Zusammenhang wie zwischen 


% und U: 


1 1 
D,= — mer irEı D = ee. (5) 


Der Poyxstısgsche Energiestromvektor & und die Energiedichte », sind 
ihren Definitionen (635.6) und (635.5) entsprechend durch 


S=Ex5-—--itx a 

a (6) 

= z[ER+9B | U8+(ZxU)] 

gegeben, weil die zur Ableitung von “ erforderliche Bedingung (634.11) 
erfüllt: ist. 


Nunmehr wird für die zunächst noch allgemeinen Ausbreitungsvektoren 
Ut,c) und X(t,r) der Ansatz für ebene Wellen 


ud, v) tu (1%) Bit, = Bu (li 2) (7) 


mit willkürlicher Funktion # und beliebiger Ausbreitungsrichtung e ge- 
macht. Der Brechungsindex » und die konstanten Vektoren U und ® 
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sind aus (1) und (2) zu bestimmen. Alle in (1) bis (6) auftretenden Orts- 
ableitungen können durch 


Dre 7; % 
ersetzt werden, und die Gleichungen (1) werden zu 
Q=—n’ex (ex) eB=0. (9) 


In Abschnitt 741 konnte bereits gezeigt werden, daß die Richtungen 
der Vektoren U und ® im allgemeinen verschieden sind. Der Winkel 
zwischen ihnen ist gegeben durch cos& = UB. 
Die auftretenden Kichtungsverkhältnisse bei der 
ebenen Welle (7) sind in Abb. 743.1 dargestellt. 
Es wird dabei zur Einfachheit der Darstellung 
ein Zeitpunkt betrachtet, bei dem « und — % 
gleiche Vorzeichen aufweisen. € und ® haben 
dann wegen (3) und (4) die Richtungen von U 
und ®. 9 steht senkrecht auf U und e, Bund ® 
schließlich stehen senkrecht auf e und 9. Der axU® 
Vektor & steht wiederum senkrecht auf C und 9, Abb. 743.1. Richtungs- 
seine Richtung ist also von der Ausbreitungsrich- verhältnisse bei der 
tung e um den Winkel x verschieden. ebenen Welle im Kristall 


Bei ebenen Wellen (7) vereinfacht sich die Darstellung von & zu 


Se -l,nUx(ex Wi ne nccosa U? uü°e, (10) 
KoC Keit. 


und von >; zu 


ä ; 2 
Y,== 8 Al (ex(exW)+(ex w] 2 (exe 
n= a co m 2 Pr 

° 


(1) 


Auch hier sind die Anteile von elektrischer und magnetischer Energie- 
dichte wie früher in (632.17) gleich groß. Für die Geschwindigkeit des Energie- 
transports ergibt sich 


(12) 


Sie ist größer und von anderer Richtung als 
die Phasengeschwindigkeit, bleibt ihrem Be- 
sen ae Sehnen trage nach jedoch, wie hier nicht näher gezeigt 
Die Richtung der Flugzeug. werden soll, kleiner als ec. Die Situation ent- 
achse entspricht der der Spricht wie in Abb. 743.2 derjenigen eines Flug- 

Phasengeschwindigkeit zeugs bei Seitenwind. Das Flugzeug bewegt sich 


Abb. 743.2. 
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zwar in Richtung e. Durch den Seitenwind wird es jedoch abgetrieben, so 
daß die resultierende Bewegungsrichtung in der Abb. 743.2 weiter nach 
unten weist. 


Bei den bisherigen Überlegungen wurde von (2) noch kein Gebrauch 
gemacht. Die genaue Lage von U und ® wie auch den Winkel « zwischen 
ihnen erhält man erst, wenn man (2) oder die Ellipsoide der Abb. 741.2 
zu Rate zieht. 


744 Optisch einachsige Kristalle 


Betrachtet wird das nebenstehende Indexellipsoid, in dem die jeder 
Richtung 3 zugeordnete Richtung U gleich der Normalenrichtung des 
'Ellipsoids ist, und zwar für Kristalle vom Typ der in Abb. 742 mit b) be- 
zeichneten Gruppe, deren Ellipsoide wie in Abb. 744 rotationssymmetrisch 
um die y-Achse sind. Die Aufgabe besteht darin, auf der Grundlage der 
Überlegungen von Abschnitt 741 und 743 nunmehr die vollständige Lösung 
(743.7) der ebenen Welle aufzusuchen. Zu bestimmen bleiben in (743.7) 
also noch die Größen n bzw. v sowie U und ® auf Grund der Bedingungen 
(743.2) und (743.9). Der Inhalt von (743.2) kommt in dem Zusammenhang 
zwischen U und ® von Abb. 744 zum Ausdruck. 


Nach (743.9) steht ® senkrecht auf e. ® muß in Abb. 744 also in der 
zu e senkrechten Ebene durch den Mittelpunkt des Ellipsoids liegen. 
Aus Symmetriegründen liegt die Normalenrich- 
tung des Ellipsoids und damit die Richtung von U 
stets in der von ® und a aufgespannten Ebene. 
Auf Grund der ersten der Gleichungen (743.9) 
müssen die Vektoren e, U und ®in einer Ebene 
liegen, in anderen Worten also, U muß außerdem 
noch in der Ebene der Vektoren e und ® liegen. 
Diese beiden Forderungen für U sind nicht für be- 
liebige Lagen von U erfüllbar. Es wird also zu 
gegebener Ausbreitungsrichtung e nur ganz be- 
stimmte Lösungen geben, deren Vektoren U diese 
Abb. 744. Indexellipsoid beiden Bedingungen gerade erfüllen. Bei der Dis- 

kussion der verschiedenen Möglichkeiten, in denen 
U beide Forderungen erfüllt, sind 4 Fälle zu unterscheiden: 


1. U liegt in der Schnittlinie der Ebenen (®,e) und (3, a). In diesem 
Falle sind die Richtungen von U und ® notwendig gleich, da ihre 
gemeinsame Richtung, wie Abb. 744 zeigt, als Hauptachse senkrecht 
zur Symmetrieachse aufgefaßt werden kann. Diese Welle wird als 
„ordentliche Welle‘ (U,, ®,) bezeichnet, weil sich ihre Eigenschaften 
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von denen einer Welle im Vakuum am wenigsten unterscheiden. Es 
ist nämlich der in Abb. 743.1 definierte Winkel« = 0 und daher e, = e. 


2. Die Ebenen (®, a) und (3,e) fallen zusammen. In Abb. 744 ist das 
der Fall, wenn ® und e in der Zeichenebene liegen. Diese Lösung wird 
‚als „außerordentliche Welle“ (U,,, ®,.) bezeichnet, weil bei ihr die 
Richtungen von ® und U verschieden sind. Es ist also e, # e. 


3. Die Ausbreitungsriehtung e fällt mit a zusammen. In diesem Falle 
liegt ® in der x2-Ebene, und U hat aus Symmetriegründen stets die 
gleiche Richtung wie ®. In der Richtung a als Ausbreitungsrichtung 
existieren also nur ordentliche WeHlen. a wird aus diesem Grunde als 
optische Kristallachse bezeichnet. Alle Richtungen ® | e sind Lösungen. 


4. Die Ausbreitungsrichtung e steht senkrecht auf der optischen Kristall- 
achse a. Es entsteht eine ordentliche und eine außerordentliche Welle, 
wiein i. und 2. beschrieben. Bei der außerordentlichen Welle aber hat ® 
in diesem Falle die Richtung von a und U deshalb die gleiche Richtung 
wie ®. In diesem Falle besitzt also auch die außerordentliche Welle 
dieselben Eigenschaften wie die ordentliche Welle. Es gibt jedoch nur 
diese 2 Lösungen. 


Abschließend ist darauf hinzuweisen, daß beim optisch einachsigen 
Kristall offenbar zu jeder beliebigen Ausbreitungsrichtunge nur zwei Lösungen 
existieren, deren Vektoren ® aufeinander senkrecht stehen. Eine Lösung 
mit beliebiger Richtung ® vom Typ (743.7) läßt sich hieraus durch Über- 
lagerung nicht aufbauen, weil die Phasengeschwindigkeiten v,, und damit 
die Brechungsindizes n,, dieser beiden Wellen verschieden groß sind. 
Sie liefern das bekannte Phänomen der Doppelbrechung. Nachdem über 
U und % alles ausgesagt ist, ist nur noch die den einzelnen Lösungen 
zugeordnete Phasengeschwindigkeit v bzw. die Größe n zu berechnen. 
Diese Berechnung erfolgt im nächsten Abschnitt für den beliebigen Kri- 
stall, also ohne die hier gemachte Beschränkung auf einachsige Kristalle. 


745 Berechnung der Phasengeschwindigkeiten 


In Abschnitt 744 blieb noch das Problem der Ausbreitungsgeschwiu- 
digkeit, genauer: der Phasen- oder Normalengeschwindigkeit 

v=— =v(e,p) p= „0“, „ao“ (l) 

zu lösen, die nunmehr sowohl von der Ausbreitungsrichtung e als auch 

vom Polarisationszustand abhängt, was in (1) durch das Argument p 

angedeutet ist. Damit soll auf die beiden Lösungen, die ordentliche (o) 


und die außerordentliche (ao) Welle, hingewiesen werden. 
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Zur Berechnung soll nunmehr analytisch vorgegangen werden. Dazu 
wird die Gleichung 


B=-nex (ex W)-n?(U--eiell)) (2) 


in die Komponenten der Symmietrierichtungen zerlegt, wobei unter Be- 
rücksichtigung von (741.9) Win folgender Form durch ® ersetzt werden 


kann: Y. ra ı\ 
(es) (el) Une) (8) 


Die Kosinus der Winkel zwischen dem Ausbreitungsvektor und den Sym- 
metrieachsen werden mit x. ß und y bezeichnet. An Stelle der charakte- 
ristischen Brechungsindizes &,, &7, Er werden die charakteristischen Ge- 
schwindigkeiten ”y durch 


ec \2 e\2 
ey -) N=LIL, UI = (-)} 4 
N ä 
eingeführt, womit aus (3) die Komponentengleichungen 
= xe(ell) " Be?(ell) " ye(ell) = 
e un? Fi en Pie- = Burr (5) 


entstehen. Dadurch, daß der Vektor 3 senkrecht auf der Ausbreitungs- 
richtung e stehen muß, ergibt sich aus dem Produkt von e und ® unter 
Fortlassung des gemeinsamen Faktors c*(ell) die Fresxeusche Normalen- 
gleichung: 


(6) 


die sich zur Bestimmung der Phasengeschwindigkeit » verwenden läßt. 
Da die Winkel zwischen der Ausbreitungsrichtung der Welle und den 
Symmetrierichtungen des Kristalls gegeben sein müssen, werden «, $ und y 
in (6) als bekannt vorausgesetzt. Die charakteristischen Gesch windigkeiten 
folgen bei bekannten: Brechungsindex aus (4), so daß » in (6) die einzige 
unbekannte Größe ist. 


Gleichung (6) ist vom zweiten Grad in v2 und liefert zwei positive, reelle 
Werte v und v”, die Geschwindigkeiten der beiden Lösungen mit den 
Vektoren ® und ®”. Um die Polarisationsrichtung des Vektors 8 zu 
bestimmen, genügt es, die Verhältnisse seiner Komponenten zu kennen, 
die sich wegen (5) zu 


rn 
aeg 
I 


ergeben. Zu den verschiedenen Lösungen v von (6) erhält man also auch 
verschiedene Polarisationsrichtungen ® gemäß (7). 
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Es läßt sich zeigen, daß die beiden Polarisationsrichtungen ® und ®” 
aufeinander senkrecht stehen, falls ® = v” ist. Zum Beweis wird das 
skalare Produkt gebildet: 

2 2 ny2 
rer ern e + nn ) (8) 


Ki a nn 


Unter Berücksichtigung von 


1 Be 1 1 o 
(Mrd) el ar) (9) 
erhält man 
Be Ba en r ae (10) 
72 r2| 2 2 R 72 2 _yf2 pt? pt? 2 2/2] 
DS |MeT a = Yu? en? 


Tatsächlich also gilt 
WNW”=-0, wenn v=#v”, (11) 


wie man sich in (10) an Hand von (6) überzeugt. 


746 Optisch zweiachsige Kristalle 


Nachdem in Abschnitt 745 das Problem der ebenen Wellen im beliebigen 
Kristall analytisch untersucht wurde, und die geometrische Konstruktion 
der Lösung für den einachsigen Kristall bereits in Abschnitt 744 vorausging, 
soll nunmehr noch die geometrische Lösung beim allgemeinen, also beim 
zweiachsigen Kristall der Gruppe c) von Abb. 742 aufgesucht werden. : Wir 
gehen hierzu wie in Abschnitt 744 vom Indexellipsoid 
der Abb. 746.1 aus und geben. eine willkürliche Aus- 
breitungsrichtung e vor. Der Vektor ® muß nach (743.9) », Br 
senkrecht auf e stehen. Er muß also in die Ehene fallen, Ss 
die senkrecht zu e durch den Mittelpunkt des Ellipsoids 
läuft. Diese Ebene bildet im Schnitt mit dem Ellipsoid 
eine Ellipse. Es wird behauptet, daß die beiden Lösungs- 
vektoren ®’ und ®’” gerade in den Richtungen der 
Hauptachsen der Schnittellipse liegen und somit außer- 
dem auch, wie in (745.11) bereits bewiesen, aufeinander 
senkrecht stehen. 


Abb. 746.1. Das 
Indexellipsoid 


Diese Behauptung soll nunmehr bewiesen werden. Dem Indexellipsoid 
von (741.19) 


BEE 1 0b) 


wird mit (745.4) die Form 
142? + ty? vinz? = oe? (2) 
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gegeben. ® hat die Richtung von r. Die Transversalitätsbedingung lautet 
hier 
er=0 xt ßy+Yyz=0, 8) 


wenn die Richtungskosinus wie vorher in Abschnitt 745 definiert sind. Die 
Hauptachsen der Schnittellipse schließlich erhält man durch die Bedingung 


+7? + 2°= Extremum, (4) 


weil bei ihnen der Abstand von der Ellipse bis zum Mittelpunkt einen 
Extremwert aufweist. 


Ist also die obige Behauptung, daß die Polarisationsrichtungen der 
ebenen Wellen mit den Hauptachsen der Schnittellipse übereinstimmen, 
richtig, so müssen sie sich aus einem Extremalprinzip berechnen lassen. 
Nach der Methode der Lacrangzschen Parameter wird (4) zum Ex- 
tremum gemacht unter Wahrung von (2) und (3) als Nebenbedingungen: 


Sol + oh + on) At yP+ 2) —2ular+By+Y2)})=0 


(5) 
=2örle (dA) — ua]+. -=0. 


Die Punkte der Schnittellipse, durch die die Hauptachsen laufen, müssen 
daher den Bedingungen 


zwWi—I=ua, ywhı—A=uß, z(Win—4)=uy (6) 


genügen. Die in (6) auftretenden Parameter A und u sind durch Wahrung 
der Nebenbedingungen (2) und (3) zu bestimmen. Die Nebenbedingung (3) 
führt auf die Gleichung 


Gatten 0) 


und zeigt beim Vergleich mit (745.6), daß A = v2 ist. Die Wahrung der 
Bedingung (2) liefert schließlich im Vergleich mit (745.5) für u den Wert 
c?(e U). Betrachtet man die Verhältnisse x: y:z, so bekommt man 


Sy: £ a = Vı: Vn: Yan (8) 


948 a ge 
u ee u ee 


Die beiden durch die Bedingungen (2), (3) und (4) bestimmten Vektoren 
9’ und 3”, die als Lösungen aus (7) und (8) hervorgehen, stimmen in 
ihren Richtungen also mit den Lösungsvektoren ®’ und ®’” aus (745.7) 
überein, womit die Behauptung am Anfang dieses Abschnittes bewiesen 
ist, daß nämlich die Hauptachsen der Schnittellipse mit den Polarisations- 
richtungen von ® übereinstimmen. 
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Schließlich läßt sich noch eine Aussage machen über die physikalische 
Bedeutung der Hauptachsenlänge einer zu e senkrechten Schnittellipse 
von Abb. 746.1. Das Längenquadrat ist nämlich auf Grund von (6) und (7): 


Part pt (Atäpp+ Ar) 


(9) 
re = ia? + vhy?+ vn 2 — u(ax +ßy +y2)]; 


und wegen (2) und (3) wird also 
e- (£)- n2. (10) 


Die Länge der Hauptachsen liefert also unmittelbar eine Aussage über die 
zugehörige Phasengeschwindigkeit, bezogen auf die Lichtgeschwindigkeit c 
im Vakuum. 


Beim allgemeinen dreiachsigen Ellipsoid (% # vr # Yın) existieren 
. bekanntlich zwei Richtungen a, und a,, bei denen die 

BÜSENe Ada zugehörige Schnittellipse in einen Kreis entartet (vgl. 
a, ao; Abb. 746.2). Hier sind die Phasengeschwindigkeiten 
gleich groß. Der Radius zu jedem Punkt des Kreises 
läßt sich als Hauptachse auffassen. Wenn also die Aus- 
breitungsrichtung e mit einer dieser beiden Achsen a, 
oder a, zusammenfällt, so gibt es für jede beliebige 
Polarisationsrichtung senkrecht zu a,, Lösungen. 
Es herrschen also in diesem Falle die gleichen Ver- 
hältnisse, als wenn beim einachsigen Kristall e mit der 
Abb.746.2. Lage Symmetrieachse a des Kristalls zusammenfällt. Der all- 

der oplisdhen gemeine Kristall der Gruppe °) im Sinne von Ab- 
Achsen bei belie-. Schnitt 742 besitzt also zwei optische Kristallachsen. Da- 
bigem Bilipsoid her rührt seine Bezeichnung. 


Kreise 


Übungsaufgaben 


74.1. Linear polarisiertes Licht fällt senk- 
recht auf ein Glimmerplättchen der 
Dicke d. Dieses ist so gespalten, daß 
die kleinste Halbachse &,,ı des Index- 
ellipsoids senkrecht auf der Grenzfläche 
steht. Wie müssen Dicke des Blätt- 
chens und Polarisationsrichtung ge- 
wählt werden, damit das Licht nach 
Durchdringen des Blättchens zirkular 
polarisiert ist? 


Ag= 5,50 - 10-”m, 
&=2,55, &m=256, = 2,4. 


22 Macke, Wellen. 2. Aufl. 


° 


326 8 Relativitätstheorie 1800] 


74.2. Eine planparallele Platte aus Kalkspat (#, = &ı7 = 23,75; en = 2,22) wird auf ein 
Stück beschriebenes Papier gelegt. Die Dicke der Platte sei d=5 cm, die opti- 
sche Achse verläuft unter 45° gegen die Plattenebene. Betrachtet man jetzt 
senkrecht von oben aus sehr großer Entfernung die Schriftzeichen, so wird 
man auf Grund der Doppelbrechung jeden Buchstaben zweimal schen. Um 
wieviel cm sind diese beiden Bilder scheinbar gegeneinander versetzt? 


74.3. Gegeben ist die Strahlenrichtung e, einer Welle, gesucht sind die Polarisations- 
richtungen von ll und ® sowie die zugehörigen Strahlgeschwindigkeiten. Zu 
diesem Zweck sind die Überlegungen von Abschnitt 745 zu wiederholen, 
jedoch unter Vertauschung von U und ® und Verwendung des FRESNELschen 
Ellipsoids an Stelle des Indexellipsoids. 


8  Relativitätstheorie 


Bei allen bislang untersuchten Phänomenen der Weilenausbreitung wurden 
die Quellen, die Beobachter und auch die Medien, in denen die Ausbreitung 
stattfand, als ruhend angesehen. Wenn nun die eine oder andere dieser 
Größen bewegt ist, oder wenn sich alle drei gleichförmig bewegen, die 
Wellenausbreitung also schlechthin im bewegten Koordinatensystem statt- 
findet, so erhebt sich die Frage, in welcher Weise sich derartige Bewegungen 
in den Wellengleichungen bemerkbar machen. Diese Frage soll nunmehr 
in Teil 8 systematisch behandelt werden. 


Natürlich muß die Geschwindigkeit v von Quelle, Beobachter oder 
Medium in dem jeweiligen Phänomen irgendeine Rolle spielen. Im all- 
gemeinen wird sie zusammen mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit e in 
der dimensionslosen Form v/c auftreten. Man pflegt die verschiedenen 
Effekte nach ihrer Ordnung zu unterscheiden und meint damit die höchste 
Potenz. (v/c)”, die bei einer Potenzreihenentwicklung berücksichtigt werden 
muß, um den jeweiligen Effekt noch zu erfassen. Im Sinne dieser Ein- 
teilung sind alle bislang betrachteten Phänomene sozusagen Effekte von 
nullter Ordnung. Die hier in Kapitel 81 behandelten Effekte erster Ordnung 
werden zeigen, daß es bei ihnen nur auf die Relativgesch windigkeit zwischen 
Quelle und Beobachter ankommt. Es ist dabei also unerheblich, ob sich 
die Quelle zum Beobachter oder der Beobachter zur Quelle bewegt. Unter- 
schiede der letzteren Art machen sich erst in Effekten zweiter Ordnung 
bemerkbar. 


Innerhalb der Elektrodynamik führen die Effekte zweiter Ordnung 
zu besonderen Komplikationen dadurch, daß bei ihrer Beobachtung 
Veränderungen der Meßinstrumente mitberücksichtigt werden müssen, 
die ebenfalls von zweiter Ordnung in v/c sind. Ein lückenloses Gedanken- 
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system, das die Effekte zweiter und höherer Ordnung unter Berücksichti- 
gung aller Änderungen der Meßinstrumente exakt zu behandeln gestattet, 
ist das der Eınsreinschen speziellen Relativitätstheorie, die in Kapitel 82 
entwickelt wird. 


Mit dieser Relativitätstheorie in engem Zusammenhang steht die von 
Mınkowsxı eingeführte vierdimensionale Schreibweise physikalischer 
Gleichungen. Sie hat den Vorteil, alle physikalischen Grundgleichungen 
in besonders einfacher und übersichtlicher Form zu liefern und gestattet 
darüber hinaus, den Gleichungen unmittelbar anzusehen, ob sie den noch 
näher zu entwickelnden Postulaten der Relativitätstheorie genügen oder 
nicht. Diese vierdimensionale Schreibweise wird in Kapitel 83 behandelt. 


81 _Vorbereitende Betrachtungen 


Zusammenfassung: In der Mechanik sind Bezugssysteme, die sich gleichförmig 
geradlinig gegeneinander bewegen, nicht voneinander unterschieden. Ein absolut 
ruhendes Koordinatensystem, bzw. eine Absolutgeschwindigkeit gegenüber diesem, ist 
mit rein mechanischen Mitteln nicht feststellbar (Relativitätsprinzip der Mechanik). 
Es soll untersucht werden, ob es auch in der Elektrodynamik bzw. Optik ein solches 
Relativitätsprinzip gibt. 

Sowohl in der Akustik als auch in der Optik beobachtet man Frequenz- bzw Wellen- 
längenänderungen, wenn sich Quelle und Beobachter relativ zueinander bewegen 
(Dorpr&reffekt). Weiterhin macht sich die Bewegung des Beobachters in einer Ände- 
rung der Einfallsrichtung von Wellen bemerkbar (Aberration). 

Verschiedene — irdische und außerirdische — Messungen der Lichtgeschwindig- 
keit ergeben übereinstimmend einen Wert von c= 300000 km/s. Werden Beobachter 
und Quelle gegenüber dem Ausbreitungsmedium bewegt, sollte man Abweichungen 
von diesem Wert c erwarten, die Rückschlüsse auf die Absolutgeschwindigkeit des 
Mediums zulassen. 


811 Bewegte Bezugssystem® 


Innerhalb eines Kraftwagens macht sich eine konstante Fahrtgeschwin- 
digkeit bekanntlich nicht bemerkbar. Wohl aber spürt man Vorgänge wie 
Beschleunigungen, Bremsen und das Fahren von Kurven, bei denen also 
die Geschwindigkeit ihren Betrag oder ihre Richtung ändert. Dieser Sach- 
verhalt soll quantitativ beschrieben werden. Die Koordinaten des bewegten 
Bezugssystems werden mit r bezeichnet, die des ruhenden mit r. Das 
bewegte System hat die konstante Geschwindigkeit v, und es gilt die 
Transformation 

T=r—Ht—n. ( 


Der Ursprung des bewegten Koordinatensystems, T = 0, genügt also der 
Gleichung r=bi +1, 


22% 
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Vergleicht man jetzt die Geschwindigkeiten, die ein Massenpunkt 
einmal im bewegten und einmal im ruhenden Koordinatensystem hat, 
bildet also die zeitliche Ableitung von (1), so erhält man 


T=i—v. (2) 


Beim Bilden der zweiten Ableitung von (1) nach der Zeit stellt man fest, 
daß die Beschleunigungen des Massenpunkts im bewegten und ruhenden 
Bezugssystem gleich groß sind: 

1=t. (3) 


Sofern man nur Beschleunigungen beobachtet, kann man also keinen 
Unterschied zwischen bewegtem und ruhendem Koordinatensystem fest- 
stellen. Das ist für die Mechanik wichtig. In den mechanischen Grund- 
gleichungen treten nämlich nur die Beschleunigungen auf. Im ruhenden 
System gilt für den Massenpunkt 


mi=ß. (4) 

Entsprechend gilt wegen (3) im mit konstanter Geschwindigkeit bewegten 
Koordinätensystem E_g, (5) 
mt = 


Im kräftefreien Fall gilt also nicht nur im ruhenden, sondern auch im 
bewegten System das Trägheitsgesetz. Man bezeichnet alle Koordinaten- 
systeme, in denen das Trägheitsgesetz gilt, als Inertialsysteme. Raum- 
transformationen, bei denen Inertialsysteme wieder in Inertialsysteme 
überführt werden, heißen GaziLEitransformationen und sind durch die 
Ausgangsgleichung (1) gegeben. 


Auf Grund dieser Überlegungen läßt sich ein Relativitätsprinzip der 
Mechanik formulieren: Mit mechanischen Versuchen lassen sich nur Rela- 
tivgeschwindigkeiten messen. Eine Absolutgeschwindigkeit v, der Welt 
ist mit mechanischen Mitteln unmeßbar. 


Es erhebt sich die Frage, ob es vielleicht mit elektrischen Mitteln oder 
über gemischt mechanisch-elektrische Experimente möglich sei, eine Ab- 
solutgeschwindigkeit der ganzen Welt festzustellen, oder ob auch innerhalb 
der Elektrodynamik ein ähnliches Relativitätsprinzip gilt. In Kapitel 82 
wird diese Frage dahingehend beantwortet, daß tatsächlich ein solches 
Relativitätsprinzip der Elektrodynamik gilt und daß v, auch im Rahmen 
der Elektrodynamik unmeßbar ist. 


812 Dorrıereffekt 


Die Ausbreitung von Schallwellen soll zunächst untersucht werden. 
Genau wie in Abschnitt 315 beim Seil werden hier in Abb. 812.1 wieder die 
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beiden Fälle I und II unterschieden, wobei im Fall I der Beobachter B 
sich zur Quelle hinbewegt und im Fall II die Quelle Q sich auf den Be- 
obachter zubewegt. 


Zunächst wird der Fall I behandelt. Die ruhende Quelle Q sendet in 
regelmäßigen Zeitabständen Impulse aus, und zwar », Impulse pro Sekunde. 
», ist dann die ausgesandte Frequenz. Der Beobachter empfängt die Fre- 
quenz ». Wenn B ruht, so ist y»=»,. Bewegt sich B dagegen nach Q hin, 
so wird er eine größere Zahl von Impulsen pro Sekunde beobachten als 
vorher. Ist die Ausbreitungsgeschwindigkeitc, 
so beträgt der Abstand zwischen zwei Im- „I, BR 
pulsen im Raum A, = c/y,. Die Geschwindig- @ B 


. . a Abb. 812.1. 
keit von B ist v; » ist zu berechnen. Verschiedene Möglichkeiten 


Innerhalb des Zeitraums t ist die ausge- der Relativbewegung von 
sandte Impulszahl gleich »,t. Die beobach- Quelle Q und Beobachter B 
tete Impulszahl »t ist größer als »,t, und zwar \ 
um die Zahl der Impulse, die sich auf der Wegstrecke vt befinden, die der 
Beobachter in der Zeit t zurücklegt. Diese Zahl ist vt/A,; es wird also 


ent nen lt) (1) 


und der Zusammenhang zwischen beobachteter und ausgesandter Frequenz 
ist 


nit). 6) 


Bewegt sich der Beobachter auf eine Schallquelle Q zu, so hört er gemäß (2) 
einen höheren Ton. Entfernt er sich von ihr, so ist v in (2) durch — v zu 
ersetzen, und er hört einen tieferen Ton. 


Da sich der Beobachter gegenüber dem Medium bewegt, bemerkt er 
auch eine andere Ausbreitungsgeschwindigkeit, nämlich  =c + v statt c. 
Dagegen bleibt die Wellenlänge A = A, unverändert, so daß wieder die 
Beziehung Av = A», (1 + vJo)=e/ gilt. 


Im Falle II wird angenommen, daß der Beobachter ruht, die Quelle Q 
dagegen bewegt sich mit der Geschwindigkeit v auf den Beobachter zu. 
Wie vorher sendet die Quelle in regelmäßigen Zeitabständen r = 1/», 
ihre Impulse aus, die sich mit der Geschwindigkeit c auf der Verbindungs- 
linie QB ausbreiten. Da jedoch wegen der Quellbewegung jeder nach- 
folgende Impuls um das Stück vr weiter rechts erzeugt wird, beträgt 
der räumliche Abstand zwischen je zwei Impulsen nicht mehr A,, sondern 
nur noch 


i=h-ur= hl). (3) 
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Durch die Quellbewegung wird also die Wellenlänge verkleinert, bzw. 
bei entgegengesetzter Geschwindigkeitsrichtung vergrößert. 


r= 4, (1) ne — (4) 


ist der Zusammenhang zwischen den ausgesandten und beobachteten 
Größen. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit bleibt unverändert. 


Ist die Quellgeschwindigkeit v klein gegen die Ausbreitungsgesch windig- 
keit c, so läßt sich (4) nach Potenzen von v/c entwickeln, und man er- 
kält in erster Näherung wieder (2) als Resultat, also das gleiche Ergebnis 
wie beim bewegten Beobachter. In erster Ordnung von v/c spielt also ledig- 
lich die Relativgeschwindigkeit zwischen Q und B eine Rolle. Ob sich die 
Quslle Q oder der Beobachter Brelativ zum Ausbreitungsmedium bewegt, 
ist eine Frage, zu deren Beantwortung die Kenntnis von v/c in mindestens 
zweiter Ordnung erforderlich ist. 


Die alltägliche Form, in der dieser in (2) und (4) dargestellte DoPPLER- 
effekt beobachtet wird, ist die Frequenzänderung von Autosignalen im 
Vorüberfahren. Bewegt sich allerdings der Beobachter an der Quelle vor- 
bei, wie in Abb. 812.2, so bemerkt er nicht einen plötzlichen Frequenzsprung, 

vo wie das in Abb. 812.1 (I) der Fall ist, 
sondern einen allmählichen Übergang 
von höheren zu tieferen Frequenzen. 
Man braucht dazu nur in (2) für v die 
jeweilige Komponente der Beobachter- 
geschwindigkeit in Richtung zur Quelle 
einzusetzen. Aus Abb. 812.2 liest man 


v,=VC0Sp (5) 


ab. Damit bekommt man für die Fre- 


Q 2 
2 
Kbb. 81839, Becbachter DB bimnge Aenz Im 1A} eh 
sich an der Quelle @ vorbei v=», (1+* cos) 2 (6) 


Natürlich muß », so groß sein, daß die zur Messung erforderliche Strecke 
v/v, Klein ist, wenn man (6) beobachten will. 


Bei Lichtwellen ergeben sich prinzipiell andere Verhältnisse, weil hier, 
der Relativitätstheorie entsprechend, noch zusätzliche Veränderungen 
der bewegten Meßgeräte eine Rolle spielen, die sich jedoch erst in zweiter 
Ordnung, also in Gliedern (v/c)? bemerkbar machen. In erster Ordnung 

ilt auch hi 
gilt auch hier Avant, (7) 


wie in den Fällen I und II für die Änderungen Av der Frequenz. 
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813 Aberration 


Bewegen sich Quelle, Beobachter und Welle in verschiedenen Richtungen, 
so wird eine scheinbar veränderte Ausbreitungsrichtung beobachtet. Dieser 
Effekt wird als Aberration bezeichnet. Quelle Q und Beobachter B sind 
wie in Abb. 813 angeordnet. Der Beobachter bewegt sich mit der Geschwin- 
digkeit v nach rechts. Die Quelle sendet irgendwelche Wellen oder Strahlen, 
allgemein also Signale, mit der Geschwindig- 


keit c senkrecht nach unten aus. Der Be 9% Q br a 
obachter dagegen hat den Eindruck, daß diese 1 
Strahlung nicht senkrecht von oben, sondern (6 . IX c 
schräg von vorn unter einem Winkel « ein- 
fällt, wie in Abb. 813b wiedergegeben ist. v N 

B 


Dieses Ergebnis ist mit einem Effekt ver- a 
gleichbar, den man bei Regenwetter im fah- oo en ea 
renden Auto beobachtet. Stets hat man den „)voneinemruhenden System, 
Eindruck, daß der Regen von vorn einfällt, b) vom Beobachter aus 
weil sich der Bewegung des Regens im be- 
wegten Koordinatensystem des Autos noch die Geschwindigkeit des Autos 
überlagert. Der beobachtete Winkel «x der Aberration ist durch 


® 


gegeben, wie man in Abb. 813 abliest. 


Von Brapıey wurde um 1700 die Aberration des Sternenlichts unter- 
sucht, die dadurch entsteht, daß die Erde auf ihrer Bahn, die sie mit etwa 
30 km pro Sekunde durchläuft, mal in der einen, mal in der entgegenge- 
setzten Richtung eine Relativbewegung im Sinne des Beobachters B 
von Abb. 813 ausführt. Die beobachteten Winkel 


ar 10"* 3 (2) 
führen bei bekannter Erdgeschwindigkeit 
v= 150 Mill. km . 27/1 Jahr = 102 m/360 - 10°s = 30 kmys (3) 
zur Bestimmung von c, der Lichtgeschwindigkeit: 
c=3:-10° mjs. (4) 
Diese Messung wurde früher in der dargestellten Weise zur Bestimmung 
der Lichtgeschwindigkeit benutzt. Heute, wo die Lichtgeschwindigkeit 


sehr viel genauer als die Geschwindigkeit v der Erde bekannt ist, wird 
die Aberration zur Bestimmung von v benutzt. 
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814 Messungen der Lichtgeschwindigkeit 


Die Aberration ist offenbar ein Effekt erster Ordnung und kann daher 
nicht zur Entscheidung der Frage herangezogen werden, ob sich die Quelle 
bewegt oder der Beobachter oder schließlich, ob sich beide noch zusätzlich 
gegen irgendein anderes, absolut ruhendes Koordinatensystem bewegen. 
Sie kann als Effekt erster Ordnung prinzipiell nur Aussagen über die 
Relativgeschwindigkeit zwischen Quelle und Beobachter machen. Prinzipiell 
andersist die Situation bei direkten Messungen der Ausbreitungsgeschwindig- 
keit c. Sie sollte die Werte e + v, annehmen, wenn v, die Geschwindigkeit 
ist, mit der sich das ausbreitende Medium gegenüber dem Koordinaten- 
system bewegt, in dem die Messung stattfindet. Will man daher insbesondere 
beim Licht die Frage untersuchen, in welchem Koordinatensystem das 
lichtausbreitende Medium, der „Äther“, ruht, so werden dabei die Messungen 
der Lichtgeschwindigkeit eine entscheidende Rolle spielen. Aus diesem 
Grunde sind in diesem Abschnitt die en Methoden zu ihrer Be- 
stimmung angegeben. 


Die älteste Messung der Lichtgeschwindigkeit erfolgte 1676 durch 
Olaf Römer. Dieser beobachtete, daß die Jupiiermonde scheinbar nicht 
gleichmäßig rotieren, da ihre Rotation im einen und im anderen Halbjahr 
eine Zeitdifferenz von 17 Minuten, also 
etwa 1000 Sekunden aufweist. Um diese 
Zeitdifferenz erscheinen diese Monde 
dann jeweils verspätet bzw. verfrüht. 
Die Römersche Vermutung bestand nun 
darin, daß diese Zeitdifferenz durch die 
Beobachtung bei verschieden großem 
3:10 km Abstand zwischen Erde und Jupiter her- 
Abb. 814.1. Bestimmung der Licht- vorgerufen wird, wie in Abb. 814.1 dar- 
geschwindigkeit nach Olaf Römer sestelltist. Da der Durchmesser der Erd- 

bahn ziemlich genau 300 Millionen km 
beträgt, erhält man aus der beobachteten Verspätung von 1000 s für 
die Lichtgeschwindigkeit wiederum den Wert c— 300000 km/s. 


Die nächste Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit erfolgte ebenfalls 
außerirdisch durch BRADLEY unter Ausnutzung des in Abschnitt 813 
untersuchten Aberrationseffektes. Sie wurde dort bereits behandelt. 


Die erste irdische Messung der Lichtgeschwindigkeit führte Fızzau 1849 
an einer rotierenden Lochscheibe durch. Abb. 814.2 zeigt einen von links 
durch die Lochscheibe laufenden Lichtstrahl, der rechts an einem Spiegel 
reflektiert wird. Rotiert die Scheibe langsam, so wird das reflektierte 
Licht durch das gleiche Loch herauslaufen, durch das es eingetreten ist. Von. 
einer bestimmten Rotationsgeschwindigkeit an jedoch wird das reflektierte 
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Licht nicht mehr nach links durch die Lochscheibe zurückfließen, weil 
die Scheibe sich in der Zwischenzeit ein hinreichendes Stück weitergedreht 
hat. Aus der Lochgröße, der Entfernung Scheibe—Spiegel und derjenigen 
Rotationsgeschwindigkeit, bei der links Dunkelheit eintritt, läßt sich die 
Lichtgeschwindigkeit unmittelbar bestimmen. 


Im Prinzip ähnlich gestaltet, aber meßtechnisch genauer, ist die in 
Abb. 814.3 wiedergegebene Versuchsanordnung von MIcHELSoN (1878). Von 
links läuft ein Strahl durch einen Spalt auf einen rotierenden Spiegel. In 
der eingezeichneten 45°-Stellung des Spiegels wird das Licht nach dem 
oberen Spiegel gesandt und auf den rotierenden Spiegel zurückgeworfen, 
der sich jedoch in der Zwischenzeit £ um den Winkel p=wt gedreht 


Abb. 814.2. Bestimmung der Licht- Abb. 814.3. Bestimmung der Licht- 
geschwindigkeit nach FizEAU geschwindigkeit nach MICHELSON 


hat und deswegen das reflektierte Licht nicht mehr in die ursprüngliche 
Richtung zurückwirft, sondern mit dem Winkelunterschied 29 = 2wt. 
Dabei ist £ die doppelte Laufzeit zwischen den beiden Spiegeln und hängt 
mit dem Abstand I! der Spiegel voneinander sowie mit der Lichtge-. 
schwindigkeit c gemäß 


I N 
zusammen. Damit findet man für den Winkel 
9=wi=w — a (2) 


Bei bekannten 9, w, 1 läßt sich c berechnen. 


Übungsaufgaben 


‚81.1. Ein mit einer Frequenz v, = 600 Hz hupendes Auto bewegt sich mit einer Ge- 
schwindigkeit von v=40km/h bzw. v=80km/h auf einen Beobachter zu. 
Welchen Frequenzsprung Av bemerkt der Beobachter beim Passieren des Autos? 
Was erhält man bei Beschränkung auf Größen erster Ordnung? c = 330 m/s. 


81.2. Welche Relativgeschwindigkeiten von Lichtquelle und Beobachter kann man bei 
einer relativen Breite der Spektrallinien von AA/A= 10”? gerade noch messen? 
Macht sich bei der Rotverschiebung der Sternspektren die Erdbewegung 
bemerkbar? 
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81.3. Wie kann ein Autofahrer am einfachsten die Fallgeschwindigkeit des Regens 
quantitativ bestimmen ? . 

81.4. Beobachter und Quelle mögen beide ruhen. Das Medium bewege sich relativ zu 
Qund B, undzwarin Richtung ihrer Verbindungslinie, mit der Geschwindigkeit v. 
Wie ändern sich ec, A, und v,? 


82  Relativität von Raum und Zeit 


Zusammenfassung: Der MıcHeEison -Versuch zeigt, daß im bewegten Koordi- 
natensystem der Erde kein Ätherwind festzustellen ist. Der negative Ausgang dieses 
Experiments ist nur durch die Lorentzsche Kontraktionshypothese zu verstehen, 
nach der alle bewegten Körper in der Bewegungsrichtung um einen Faktor Y1-- (v/c)? 
verkürzt sein sollen. Im Vergleich zu hypothetischen Maßstäben und Uhren, die 
absolute Längen und Zeiten zu messen gestatten, werden bewegte elektromagnetische 
Maßstäbe verkürzt, entsprechende Uhren gehen langsamer (Längenkontraktion und 
Zeitdilatation). 

Eine Präzisierung des Begriffs der Gleichzeitigkeit ist nur durch Definition mög- 
lich: Die Uhren werden so gestellt, als ob das System ruht. Zwischen den Maßzahlen 
für Ort und Zeit, die mit so gestellten und außerdem der Zeitdilatation unterliegen- 
den Uhren sowie mit kentrahierenden Maßstäben gemessen werden gilt die LORENTZ- 
transformation, wenn für die absoluten Koordinaten die GALILEItransformation 
vorausgesetzt wird. Nach dem Eınsteisschen Relativitätspcstulat verhalten sich 
alle Maßstäbe und Uhren so wie die elektromagnetischen. Diese Forderung hat weit- 
reichende Konsequenzen für alle physikalischen Theorien überhaupt. Ein abscluter 
Raum oder eine absolute Zeit werden damit prinzipiell unmeßbar und verlieren 
jeden physikalischen Sinn. Es gibt kein ausgezeichnetes Bezugssystem mehr unter 
den Inertialsystemen. 


821 Absolutgeschwindigkeit des Äthers 


Um Geschwindigkeitsunterschiede von Lichtwellen in verschiedenen 
Ausbreitungsrichtungen möglichst fein zu erfassen, führte MicneLson fol- 
gendes Experiment durch (s..Abb. 821.1): Er stellte einen halbdurchlässigen 
Spiegel schräg, so daß ein einfallender 
Lichtstrahl 1 und 2 zum Teil reflektiert 
(Strahl 2), zum Teil aber auch durchge- 
lassen wurde (Strahl 1). Ferner wurden 
zwei weitere Spiegel an den Enden so 
angebracht, daß die beiden Kompo- 
nenten sich zum Schluß wieder ver- 
einigen. Fällt von links Licht ein, so 
müssen sich die Teilstrahlen 1 und 2 
trennen und zum Schluß wieder über- 
lagern. Dabei werden sich die Am- 

Abb. 821.1. plituden 1 und 2 infolge Interferenz 
Prinzip des Miczerson-Versuchs entweder auslöschen oder addieren. 
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Es wird angenommen, daß das Koordinatensystem, in dem gemessen 
wird, sich mit der Geschwindigkeit v nach rechts bewegt. Gefragt wird nach 
dem Gangunterschied der beiden Strahlen bei ihrer Vereinigung. Betrachtet 
wird zunächst die Zeit £,, die der Strahl1 braucht, um von der Lichtquelle 
zum Fernrohr zu gelangen. Er durchläuft die Strecke I nach rechts mit der 
Geschwindigkeit c — v, nach links mit ec ii v: 

d 21 1 
h=b+ + = =4u4+ Gr nn u ern (1) 
Nun wird die Zeit t, berechnet. Sie besteht aus {, und der Zeit, die der 
Strahl 2 braucht, um von dem halbdurchlässigen Spiegel aus nach oben 


und wieder zurückzulaufen. In Wirk- 
lichkeit läuft der Strahl nicht senk- 
recht nach oben. Wenn er senkrecht 
nach oben liefe, würde er den Spiegel Ve2-v? 
gar nicht treffen, da sich inzwischen 
die ganze Apparatur um ein Stück 
nach rechts bewegt hat. Man muß be- 


rücksichtigen, daß der Strahl 2 schräg „np.821.2. Weg des Lichtstrahls 2 
herauf- und wieder heruntergelaufen von Abb. 821.1 
ist. Die senkrechte Komponente der 
Geschwindigkeit ist Yc?— v? (s. Abb. 821.2), so daß man für die Laufzeit 
2 21 1 
—t ee —} — 2 
lz o+ Ya or € Yı — (v/o% ( ) 
erhält. 
Der Gangunterschied der beiden Teilstraklen, At=4—t, ist für 
deren Interferenz maßgebend. Er beträgt nach (1) und (2) 


21 2 1 
= — Bere ee " 3 
a a mr Teen)! (8 
Wenn die Bewegungsgeschwindigkeit v klein ist im Vergleich zur Licht- 
geschwindigkeit, wird 


4-2 h1+(2) }-1-z(£ :\|-:( (4) 
Es handelt sich also um einen Effekt zweiter I 


Mit v-+0 muß auch At +0 sein. Wenn bei Bewegung des Koordinaten- 
systems nach rechts die Apparatur gedreht wird, dann werden bei einer 
Drehung um 90° oder 270° t, und t, ihre Werte vertauschen. Beim Drehen 
wechselt also der Gangunterschied (4) sein Vorzeichen, es müßte daher 
unbedingt ein Wandern der Interferenzstreifen sichtbar werden, die infolge 
der Überlagerung der Wellen 1 und 2 entstehen und mit dem in Abb. 821.2 
eingezeichneten Fernrohr beobachtet werden können. 


336 8 Relativitätstheorie [822] 


Mic#kuson konnte jedoch keine Änderung des Gangunterschiedes fest- 
stellen. Später wurde dieser Versuch mit immer größerer Genauigkeit 
wiederholt, zuletzt von Joos. Hier hätte ein Effekt von 2 km/h gemessen 
werden können. Trotzdem wurde auch hier At=0 bei allen Drehungen 
. der Versuchseinrichtung beobachtet. Der MicHELson-Versuch hätte eine 
Chance gegeben, die Absolutgeschwindigkeit der Erde im Weltall zu be- 
stimmen. Dieses Experiment ist aber negativ verlaufen, und es bleibt 
zu überlegen, wieso. 


822 Deutung des Micneıson -Versuchs 


Der negative Ausgang des MicueLsonschen Versuchs hat eine Reihe 
grundsätzlicher Fragen aufgeworfen, die hier diskutiert werden sollen. 
Zuvor sei ein Begriff eingeführt, der diese Diskussion erleichtert. Das ist 
der Begriff des Äthers, worunter das Ausbreitungsmedium des Lichts 
zu verstehen ist. Dieser Begriff des Äthers beruht auf mechanischen Vor- 
stellungen von der Elektrizität und den mit ihr verbundenen Ausbreitungs- 
erscheinungen. Bei Schallwellen zum Beispiel ist die Luft das ausbreitende 
Medium, die Schallgeschwindigkeit ist daher stets als Relativgeschwindig- 
keit zu diesem Ausbreitungsmedium, der Luft, aufzufassen. In entsprechen- 
der Weise denkt man sich die Ausbreitung des Lichts durch irgendein, 
keinen sonstigen Messungen zugängliches, elastisches Medium bewirkt, 
den Äther. 


Wenn die Lichtgeschwindigkeit gegenüber dem Äther gleich c ist, so 
sollte man bei bewegtem Äther, ähnlich wie bei Schallwellen in bewegter 
Luft, als Ausbreitungsgeschwindigkeit c +v erwarten. Das MicHELson- 
sche Experiment müßte daher mit der Messung von c + die Messung 
der Äthergeschwindigkeit v gegenüber dem Koordinatensystem gestatten, 
in dem gemessen wird. 


Der negative Ausgang dieses Experiments ist im Sinne dieser Begriffs- 
bildungen zunächst als v= 0 zu deuten, also dahingehend, daß das Aus- 
breitungsmedium des Lichts, der Äther, im Koordinatensystem der Erde 
ruht. Das aber ist ein sehr eigentümlicher Sachverhalt; denn es ist nicht 
zu verstehen, wieso ausgerechnet das willkürlich gewählte Koordinaten- 
system mit der Erde als Bezugspunkt, die sich einerseits um die Sonne 
dreht und sich andererseits mit der Sonne gegen das galaktische System 
der Fixsterne. bewegt, eine so fundamentale Bedeutung besitzen soll, 
daß der Äther der elektromagnetischen Wellen gerade in diesem System 
ruht. Die Erklärung, daß der Äther im Erdsystem ruhen soll, ist daher 
unbefriedigend. Das BranLeysche Experiment der Aberration des Lichts 
von Fixsternen beweist zwar nicht das Gegenteil, aber immerhin die 
Relativbewegung der Erde gegen das Ausbreitungsmedium des vom 
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Fixstern ausgesandten Lichts. Denn es ist darauf hinzuweisen, daß die 
Aberration ein Effekt erster Ordnung ist, bei dem wie besprochen zwar 
Relativgeschwindigkeiten zwischen Stern und Erde eine Rolle spielen, 
bei dem jedoch absolute Geschwindigkeiten nicht gemessen werden können. 
Ob von den beiden beobachteten Größen der lichtaussendende Fixstern 


oder die Erde ruht, sollte sich erst in’'höherer Näherung von v/c bemerkbar 
machen, aber dazu reicht die bei diesem Effekt zu erzielende Meßgenauigkeit 


nicht aus. 


Von Rırz stammt eine Hypothese zur Deutung vom negativen Ausgang 
des Mıcazusonschen Experiments, in der versucht wird, das scheinbare 
Ruhen des Äthers im Erdsystem in allgemeiner Weise zu erklären. Diese 
Hypothese besagt, daß der Äther im System der jeweiligen Lichtquelle 
ruhen soll. Das beim MicHeLsonschen Experiment verwendete Licht ist 
auf der Erde erzeugt. ‚Sein‘ Alkioe also sollte auch im Koordinatensystem 
der Erde ruhen. 


Gegen die Rırzsche Hypothese lassen sich mehrere Einwände erheben. 
Einer beruht auf der Beobachtung von Doppelsternen, die sich in großen 
Abständen von der Erde befinden. Die beiden, einander in entgegengesetz- 
ter Richtung umlaufenden Sterne stellen bewegte Lichtquellen dar, deren 
Licht sich gelegentlich mit den Geschwindigkeiten c + v ausbreitet, ‚was 
sich bei der Beobachtung wegen der großen Entfernung ungeheuer bemerk- 
bar machen müßte. Man würde, wenn der eine oder andere Stern seine 
Richtung wechselt, zeitweise überhaupt kein Licht beobachten können 
und zu anderen Zeiten wiederum das Licht von längeren Zeiträumen auf 
einmal bekommen. Nichts dergleichen aber wird beobachtet. Darüber 
hinaus wurde das Micukrtsonsche Experiment mit Sternenlicht wiederholt 
und zeigte wiederum ein negatives Ergebnis, womit die Hypothese direkt 
widerlegt ist. 


Beiläufig sei erwähnt, daß eine solche Hypothese zu mathematischen 
Schwierigkeiten führen würde, denn sie würde bedeuten, daß in der Gleichung 
1 

3 —Alve, 0=ete; 0 0) 

die Ladungsdichte o(t,t) in.einzelne Punktladungen zerlegt werden müßte, 
die sich entsprechend der vorgegebenen Verteilung mit verschiedenen 
Geschwindigkeiten bewegen. Diesen Punktladungen in (1) müßten dann 
voneinander verschiedene Ausbreitungsgeschwindigkeiten zugeordnet 
werden. Die Größe c in (1) würde also in komplizierter Weise von den 


einzelnen Bestandteilen der Quellverteilung o(t,t) abhängen, wovon bis- 


lang nichts beobachtet ist. 


Eine Hypothese, die zwar das Mıchsrtsonsche Experiment deutet, 
aber ihrerseits schwer verständlich bleibt und neue Fragen aufwirft, wurde 
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von LoßEnTz gegeben. Sie besagt, daß im bewegten Maßsystem alle 
Längen in der Bewegungsrichtung um einen Faktor y1l — (v/c)? verkürzt 
werden. Da die mitbewegten Maßstäbe sich natürlich mit verkürzen, 
ist die Verkürzung in dieser einfachen Form nicht feststellbar, so daß 
keine offensichtlichen Widersprüche mit der Erfahrung auftreten können. 
Welchen Sinn diese sogenannte Kontraktionshypothese weiter hat, bleibt 
noch im einzelnen zu untersuchen. 


Daß sie den negativen Ausgang des Mıoazusonschen Versuchs erklärt. 
kann einfach gezeigt werden. Denn in der Zeitdifferenz (821.3) 


2 v I , 
At (Tofemr ea) 2) 


des MicuzLsonschen Versuchs liegt } senkrecht zur Bewegungsrichtung. 
U dagegen in Bewegungsrichtung und ist nach LoßEntz durch 


’ ® 2 

1 =1/ı- () (3) 
zu ersetzen, womit sich in (2) automatisch At=0 ergibt. Ist also die 
Lorentzsche Kontraktionshypothese richtig, so muß das MıcHELsoNsche 
Experiment negativ auslaufen. Als Lichtgeschwindigkeit wird man mit 
diesem Experiment in jedem Bezugssystem und in allen Richtungen den 
gleichen Wert ce bekommen. Die Relativbewegung des Äthers, die man 


als den Ätherwind bezeichnen könnte, ist durch das MicHeLsonsche 
Experiment also nicht zu messen. 


Den Sinn der Lorentzschen Hypothese kann man sich in folgender 
Weise ungefähr klarmachen: Die elektrodynamischen Gleichungen sind 
so beschaffen, daß das Potential einer ruhenden Punktladung durch Po- 
tentiallächen dargestellt werden kann, die die Punktladung als Kugeln 
umgeben. Bei der bewegten Punktladung erhält man, wie in der Elektro- 
dynamik gezeigt wird, Potentialflächen, die in der Bewegungsrichtung 
zu Rotationsellipsoiden abgeplattet sind, und zwar um einen Faktor 
VI— (vle)?. Zwei Punktladungen, die aus elektrostatischen Gründen im 
ruhenden System einen bestimmten Abstand a haben, müssen diesen Ab- 
stand im bewegten System auf a/1— (v/c)? verringern, falls die Bewegungs- 
richtung mit der Verbindungslinie identisch ist. Stellt man sich daher 
die gesamte Materie aufgebaut aus Punktladungen und dazwischen liegenden 
elektrischen Feldern vor, was zwar nicht exakt zutrifft, aber auch nicht 
ganz unrichtig ist, so muß ein Maßstab, der aus solcher Materie aufgebaut 
ist, sich im bewegten Koordinatensystem genauso, wie in der Lorentzschen 
Kontraktionshypothese gefordert wird. verkürzen, falls er in der Bewegungs- 
richtung liegt. 
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Damit jedenfalls ist die Lorenxtzsche Kontraktionshypothese zwar 
nicht bewiesen, aber qualitativ doch so plausibel gemacht, daß sie als 
Denkmöglichkeit in Erwägung gezogen werden darf. Im folgenden soll 
nicht weiter auf eine tiefere Begründung der Lorextzschen Hypothese 
eingegangen werden, sondern es sollen vielmehr ihre Konsequenzen unter- 
sucht und mit der Erfahrung verglichen werden. Ihre systematische Ver- 
folgung führt nämlich zwangsläufig zum Aufbau der speziellen Relativitäts- 
theorie EINSTEIns. 


823 Eichung von Maßstäben und Uhren 


Bei elektrodynamischen Phänomenen zweiter Ordnung in v/c machen 
sich also Schwierigkeiten bemerkbar, die weder die Gültigkeit der Wellen- 
theorie noch unmittelbar unser Begriffssystem über Raum und Zeit in 
Frage stellen, sondern vielmehr zunächst nur daher rühren, daß die ver- 
wendeten Meßinstrumente durch die Bewegung verändert werden. Die 
Mic#etsonsche Apparatur zum Beispiel war wegen ihrer Kontraktion bei 
einer Bewegung nicht in der Lage, eine Aussage über diese Bewegung zu 
machen. Vor allen weiteren Überlegungen ist es daher notwendig, die zur 
Messung von Raum und Zeit verwandten Maßstäbe und Uhren einer kriti- 
schen Diskussion zu unterziehen. 


Raum und Zeit eines physikalischen Ereignisses wurden bislang in 
den Koordinaten x, # eines absolut ruhenden Koordinatensystems gemessen, 
mit dem die Koordinaten £ und t eines bewegten Systems nach (811.1) 
über die GALILEitransformation 


i=r—vt; t=1 () 


zusammenhängen, wobei v die Geschwindigkeit ist, mit der sich der Ko- 
ordinatenursprung @&=0 des bewegten Systems im ruhenden System 
längs der x-Achse bewegt. Bislang wurde stillschweigend angenommen, 
daß die in (1) vorhandenen Größen x, t, £, t von irgendwelchen Maßstäben 
und Uhren ohne weitere Problematik gemessen werden könnten. Ist 
aber die Lorentzsche Kontraktionshypothese richtig, so bedarf gerade 
die letztere Anriahme einer sorgfältigen Kritik. 


Für das Folgende unterscheiden wir Maßstäbe und Uhren, die im Sinn 
von Abschnitt 822 aus „elektromagnetischer Materie“ aufgebaut sind, 
von den bisherigen absoluten Maßstäben und Uhren, die nicht kontrahieren 
und von denen wir zunächst annehmen, daß es sie außerdem gibt. Mit 
ihnen legen wir wie bisher die Koordinaten , t, & und? in (1) fest. Nun 
betrachten wir einen elektromagnetischen Maßstab nach Abb. 823.1, auf 
dem bestimmte Maßzahlen X =1, 2, 3, ... eingeprägt sind. Diese Maß- 
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zahlen können so geeicht werden, daß sie im ruhenden Koordinatensystem 
die Raumkoordinate x richtig messen. Dann ist 


ı=X. (2) 


Ein so geeichter Maßstab wird nun ins bewegte Koordinatensystem ge- 
bracht. wegen der Kontraktion liegen seine Eichpunkte, die nunmehr 
mit X bezeichnet werden, dichter beiein- 
ander. Eine mitbewegte Strecke £ wird also 
durch die Maßzahlen X des mitbewegten 
elektromagnetischen Maßstabs an Hand 

X der Formel 


Abb. 823.1. Te 
Maßstab und Koordinate ; #=X V: u (2) (8) 


berechnet und gemessen. Den gleichen Maßzahlen X entsprechen also 
kleinere Entfernungen &, da der Wurzelfaktor in (3) kleiner als 1 ist. 


Als nächstes ist der Gang einer Uhr zu diskutieren, die auf den ganz 
entsprechenden elektromagnetischen Bedingungen wie vorher der Maßstab 
aufgebaut ist. Als besonders einfach und in ihren Konsequenzen durch- 
sichtig werden speziell Uhren von der Konstruktion der Abb. 823.2 ge- 
wählt. Diese Uhren funktionieren im ruhenden Koordinatensystem wie 
folgt: An den Enden eines Maßstabs von der Länge I befindet sich links 
eine Lichtquelle Q, die kurzzeitige Impulse aus- Q SR 


zusenden imstande ist, und rechts ein Spiegel 8, : N 
der diese Impulse reflektiert. Ein Impuls, der I 
bei Q ausgesandt wird, durchläuft zweimal die IAIITESESLTESEIESEILEITEEL, 
Strecke I mit der Geschwindigkeit c, gelangt also _ _ —_ PRSEBEEEE: 
nach der Zeit AT=21/c wieder nach Q. Durch Abb. 823.2. 
irgendeine technische Vorrichtung wird dafür „‚Elektromagnetische‘ Uhr 
gesorgt, daß der zurückgekehrte Lichtimpuls i 

einen bei @ befindlichen Zeiger um ein Stück weiterrückt und gleichzeitig 
dafür sorgt, daß bei Q ein neuer Impuls ausgelöst wird. Der Zeiger dieser 
Uhr wird sich daher ruckartig um ein Stück weiterbewegen. Die von ihm 
gemessene Zeit wird im ruhenden Koordinatensystem mit 7’ bezeichnet. 
Die Anzeigepunkte des Zeigers markieren die Zeiten 


T=0, AT,24T, ... (4) 


Diese Uhr wird im ruhenden Koordinatensystem mit anderen, absoluten 
Uhren verglichen und geeicht, so daß sie in der Lage ist, in der Form 


i=7 (5) 


im ruhenden Koordinatensystem die absolute Zeit zu messen. 
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Nunmehr wird die gleiche Uhr der Abb. 823.2 im bewegten Koordinaten- 
system betrachtet. Der Zeigerausschlag der Uhr im bewegten Koordinaten- 
system zeigt die mit T bezeichnete Maßzahl an. Die Zeit Z jedoch wird 
mit 7 anders als in (5) zusammenhängen, weil die Zeitmarken (4) durch 
die Bewegung der Uhr verändert werden. Der Abstand zweier Zeitmarken 
AT wird nämlich deshalb eine andere, absolute Zeit At bezeichnen, weil 
wegen der Bewegung der Uhr sowohl die Ausbreitungsgeschwindigkeiten 
verschieden sind als auch die Länge ! kontrahiert ist: 

At En EL se A N @pe® _ 21 ER. WER (6) 
c—-v ' c+v ce 1- (ve)? c 1- (vJe)? ° Y1— (vJe)? 

Mit der angezeigten Zeitmarke AT =21/c wird die zugehörige Zeit (6) 

gemessen. Der Zusammenhang zwischen der Zeit # und der von der Uhr 

im bewegten Koordinatensystem angezeigten Zeit T ist also 


eben (7) 
Yı— (v/o)% 

Während (3) die sogenannte Längenkontraktion darstellt, bezeichnet 
man den in (7) dargestellten Zusammenhang als Zeitdilatation, worunter 


das Langsamerlaufen der Uhr von Abb. 823.2 im bewegten Koordinaten- 
system verstanden wird. 


i= 


824 Das Problem der Gleichzeitigkeit 


Die Ausführungen des letzten Abschnitts zeigen, daß elektromagnetische 
Maßstäbe und Uhren im absolut ruhenden Koordinatensystem ohne 
weiteres geeicht werden können. Auch im bewegten System entstehen 
keinerlei Schwierigkeiten, falls die Geschwindigkeit v dieses Systems 
bekannt ist. Es müßten lediglich die ent- A B 
stehenden Meßfehler an Hand der Gleichun- 17% 
gen (823.3) und (823.7) korrigiert werden. Ist Ge  ereen 
dagegen die Geschwindigkeit v unbekannt, Abb. DAN. Feststellung des 
so wissen wir auch nicht, in welcher Weise Gleichzeitigkeit von Uhren im 
wir die Maßstäbe und Uhren zu korrigieren ruhenden System 
haben. Die Längenkontraktionen und Zeit- 
dilatationen machen es uns im bewegten Koordinatensystem wegen der 
unbekannten Geschwindigkeit unmöglich, die wahren Größen anzugeben. 


Eine weitere Schwierigkeit entsteht, wenn zwei Uhren an verschiedenen 
Orten auf die gleiche Zeit gestellt werden sollen. Eine Uhr befinde sich 
bei A, eine zweite im Punkt B (s. Abb. 824.1). Es sei vorausgesetzt, daß 
als Signalgeschwindigkeit, mit der wir das Uhrenstellen vornehmen könnten, 


23 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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nur die Lichtgeschwindigkeit zur Verfügung steht. Die Uhr bei 4 möge 
richtig gehen. Was muß man tun, un die Uhr bei B auf die gleiche Zeit zu 
stellen? Man sendet bei A um 12 Uhr ein Lichtsignal aus. das bei B emp- 
fangen und gleichzeitig reflektiert wird. Das Signal komme 12.10 Uhr 
bei A wieder an. Falls das Koordinatensystem, in dem sich 4 und B 
befinden, ruht. falls also die Lichtgeschwindigkeit in beiden Richtungen 
gleich groß war, hat B das Licht um 12.05 Uhr empfangen, und die Uhr 
bei B kann nachträglich nach dieser Information gestellt werden. 


Wenn sich das System nach rechts bewegt, ist die Lichtgeschwindigkeit 
von A nach Baber c— v, von B nach A dagegen c-+v, und die Korrektur 
läßt sich nur bei bekanntem v berücksichtigen. Wenn ® nicht bekannt ist. 
entsteht eine gewisse Unsicherheit für das richtige Stellen der Uhr B. 


Eine übersichtliche Möglichkeit zum Uhrenstellen ist folgende: Wir setzen 
voraus, wir haben Maßstäbe zur Verfügung, können also die Länge AB=x 
beliebig genau messen und halbieren (s. Abb. 824.2). Wir können die Uhren 
4 und B ungefähr auf die gleiche Zeit stellen und den Gleichlauf der Uhren 
dadurch kontrollieren, daß wir in der Mitte bei C einen Beobachter auf- 
stellen und bei A und B um 12.00 Uhr ein Signal absenden. Wenn beide 
Signale gleichzeitig in der Mitte ankommen, gehen beide Uhren richtig. 
Falls sie nicht gleichzeitig ankommen, ist entweder die eine oder die andere 
Uhr nachzustellen. Entsprechend läßt sich der Gleichlauf der Uhren korri- 
gieren, wenn sich das System mit bekannter 


_— Absolutgeschwindigkeit z. B. nach rechts be- 

X x wegt. Wenn man sich aber in einem Koordi- 

2 2 natensystem befindet, dessen Bewegungsge- 

A 4 Bl schwindigkeit gegen den absolut ruhenden 
%4 lg Baum gar nicht bekannt ist, sondern erst 
C4=c-v En =c+v später durch anschließende Versuche be- 


Abb. 824.2. Bestimmung des stimmt werden soll, weiß man auch nicht. 

Gleichlaufs von Uhren im be- wie man die Uhr B nach A stellen soll. 

wegten System (v-= Geschwin- Man kann nichts anderes tun, als die Uhren 

digkeit des Ätherwinds) so zu stellen, daß sie gleich laufen würden. 

wenn das Koordinatensystem ruhen würde. 

Wenn es in Wirklichkeit nicht ruht, wird man bei B eine andere Zeit 
messen, als bei A. Dabei macht man folgenden Fehler: 


Es wird hier angenommen, daß die Geschwindigkeit c, (von A nach C) 
kleiner ist als cz (von B nach CO). Das bedeutet, daß die ‚linke‘ Zeit- 
spanne &/2c, von der Absendung bei A bis zur Ankunft bei C größer 
ist als die „rechte“ &/2c,. Während das Signal „12.00 Uhr‘ von beiden 
Seiten her bei € ankommt, muß die Uhr A schon weiter sein, vielleicht 
bei 12.06 Uhr, als die Uhr B, die vielleicht 12.04 Uhr anzeigt. Wenn man 
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’ 


von t, (12.06) die Laufzeit (6 Min.) abzieht, muß man 12.00 bekommen, ent- 
sprechend für t,. Auf diese Weise erhält man 


E.,.  ® 
um, 7 


) 


12} 


für den Zusammenhang zwischen den beiden Uhrzeiten. Wenn ce, = 
ist, gehen die Uhren richtig; wenn c, verschieden von cz ist, gehen die 
Uhren bei dieser Definition der Gleichzeitigkeit falsch. ce, und cz sind 
durch 

CH =Cc—t G=ce+t (2) 
gegeben. Um die Verhältnisse in Koordinaten zu beschreiben, wird der 
Nullpunkt der #-Achse nach A gelegt. Dann ist 

14=10) %=1@), (8) 
und die bei # herrschende Ortszeit hängt von &£ selbst ab. Sie lautet nach (1): 


FÜ 
2c4 


& ® wv 


=) + N tn N - W 


Es besteht also für Orts- und Zeitmessungen neben den zwei schon 
bekannten Besonderheiten der Längenkontraktion und der Zeitdilatation 
noch die Schwierigkeit, daß man Uhren an verschiedenen Orten im be- 
wegten Koordinatensystem nicht auf Gleichlauf bringen kann, wenn 
dessen Geschwindigkeit v nicht bekannt ist. Wenn man v nicht kennt, 
kann man die Uhren nur so stellen, daß sie richtig gehen würden, wenn 
»—= 0 wäre. Wir halten uns an diese Vorschrift und tun so. als ob das Ko- 
ordinatensystem ruht. 


325 Die Lorentztransformation 


Man kann die drei Untersuchungen — Längenkontraktion, Zeitdilatation 
und das Problem der Gleichzeitigkeit beim Stellen von Uhren an verschie- 
denen Orten -— benutzen, um anzugeben, wie sich die Maßzahlen der Uhren 
und Maßstäbe zwischen einem ruhenden und einem bewegten Koordinaten- 


system transformieren, d.h. wie X.T in X,T übergeht. Durch 
X =? T =af ® () 


wurden die Maßstäbe und Uhren im ruhenden System geeicht. Im be- 
wegten System ist der Maßstab verkürzt 


<= X-Y1-— (vle). (2) 
und der Zeitablauf # verlängert: | 


= T/Y1-- (vje). (3) 
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Zwischen den Koordinaten gilt die @ALILEitransformation 


, g=r—vt (0) =4(0), (4) 
wobei die absolute Zeit im ruhenden Koordinatensystem von x unabhän- 
gig ist: t(x)=t(0). (5) 


Im absolut ruhenden Koordinatensystem lassen sich alle Uhren auf die- 
selbe Zeit stellen. 

Mit (4) und (5) wird aus der Definition der Gleichzeitigkeit nach Formel 
(824.4) 


= 7 z — vi 
(=) ge NE Tr (6) 
und weiter mit (5) 
® 
i-—7 
Fr c? 
IS TZtf nu 


Aus (2) erhält man mit (4) und (1) einen nur von den Maßzahlen X, 7 
abhängigen Ausdruck für X: 

X F% .. X-eT 
N1-(je® Ne? Vi—(olo® 


Entsprechend erhält man aus (3) mit (7) und (1) 


v D) 

En 

IN) VI Ville ni 

Zusammenfassend bestehen also zwischen den wirklich beobachtbaren 
Maßzahlen die Beziehungen (LorEntztransformation): 


(8) 


X-—vT c | (10) 


Y1-(v/e) 


Die Unterschiede zwischen den beiden Relationen (4) und (10) liegen ent- 
sprechend den Voraussetzungen, aus denen sie abgeleitet wurden, ein- 
mal in der Ortsabhängigkeit des Zeitmaßes, zum anderen im Auftreten 
der Wüurzelfaktoren, die durch die Besonderheiten der Längenkontrak- 
tionen und Zeitdilatationen hervorgerufen werden. Währendin der GALILEI- 
transformation (4) beliebig große Geschwindigkeiten des bewegten Systems 
denkbar sind, bleibt die LoREnTztransformation (10) nur sinnvoll für 
v<.c. Jeder mit Lichtgeschwindigkeit bewegte Maßstab schrumpft auf die 
Länge Null zusammen. In der Lorkxtztransformation tritt daher die 
Lichtgeschwindigkeit als größie Absolutgeschwindigkeit auf. 


X 
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826 Additionstheorem der Geschwindigkeiten 


Die Transformation der Maßzahlen, und zwar für den speziellen Fall 
von Maßstäben und Uhren eines absolut ruhenden Systems % und eines 
mit der Geschwindigkeit v, bewegten Systems 2, lautet: 

TR 
a 7 OR BR (1) 
V1— (v/e) Vı- (je)? 
Die Auflösung dieser Gleichungen nach X und T ergibt die von (l) nur 
wenig verschiedenen Gleichungen für die Umkehrtransformation: 
— Mn 
PER © De sr iu @ 
MR V1- (Je)? Yı— (Be)? 
mittv, =—v. 
. Ein weiteres Koordinatensystem > wird hinzugenommen, dessen Ur- 
sprung sich mit der Geschwindigkeit v, gegen & bewegt. Die Transfor- 
mation der Maßzahlen lautet hier wie in (l) 


X—-uT T I= = = 
Vı-(wje)? N -fe)? 


Es interessiert jetzt die Relation zwischen den Maßzahlen zweier be- 
wegter Systeme 5 und 3. Symbolisch werden die Transformationen (2) 


3). 


und (3) durch X,T =, X, T->X,T charakterisiert. Beim Einsetzen von 
(2) in (3) wird TR = us 
_ 8-aT-n (7-48) 
X=-——— 0 /, 
V1—(vz/e)? - YL— (vie)? 
Es soll versucht werden, die Transformation zwischen dem einfach und 
zweifach überstrichenen Koordinatensystem durch eine LoRextztransfor- 
mation darzustellen. Wir setzen also an 
X—-VT 
Y1-(Yje)? 
und fragen, welche Voraussetzungen erfüllt sein müssen, damit (4) sich 
in der Form (5) darstellen läßt. Zunächst wird (4) weiter umgeformt: 


(4) 


X= . (5) 


2%, 


( +) X-@+ u)T 
Nor Yı- (ale 
Betrachtet man nun den Faktor, der in (5) und (6) vor X steht, so sollte 
9,0, 


sd 
Nı-(Vj0%®  Yı- Ge? Yı- (oe)? 


(6) 


) 
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sein. Aus dem Vergleich der Faktoren von T in (5) und (6) ist 
ED. AEEEHENEBEERE ©... SEwene 
N-(V/® Ile? Vi (oz/e)? 


zu fordern. Dividiert man (8) durch (7), bekommt man 


(8) 


vr (9) 
1. Pa j_ elı 
i ec? c? 


Es muß noch gezeigt werden, daß (7), (8), (9) einander nicht widersprechen. 
Mit (9) bilden wir die linke Seite von (8), bzw. deren Quadrat 


u (+ Pd)? (vg + 91)? 


ar 9,0, \?  %+V 2 u, \? vd \? an 
Te EN) 
c2? 


und erhalten die rechte Seite von (8). Entsprechend läßt sich (7) verifizieren. 


V ist die von den Maßzahlen X und 7 angezeigte Geschwindigkeit des 
Systems 2, also die Relativgeschwindigkeit zwischen & und &. Der Ursprung 
von & genügt mit (5) nämlich der Gleichung 


X=0 ZEV. an) 


Nach (9) ist die Relativgeschwindigkeit V eine Funktion der Absolut- 
geschwindigkeiten ?, und v,. Die mit elektromagnetischen Maßstäben und 
Uhren gemessene, scheinbare Relativgeschwindigkeit V hat einige in- 
teressante Eigenschaften. Da stets v, <e und w<c ist, kann auch V 
nie größer oder gleich der Lichtgeschwindigkeit werden. Würde das Glied 
im Nenner nicht stehen, könnte V beliebige Werte zwischen O0 und 2c 
annehmen. So aber bleibt V<c und wird selbst im Falle #, = c bei belie- 
bigem Wert von v3: 


Fee, =. tr =C. (12) 
CVa C-4-% 
143 


r 


Wenn also eine der beiden Absolutgeschwindigkeiten mit der Lichigeschwin- 
digkeit identisch ist, dann kann die andere eineü beliebigen Wert annehmen. 
Die gemessene Relativgeschwindigkeit V wird doch nur gleich der Licht- 
geschwindigkeit. Betrachten wir z. B. die Achse eines ruhenden Koordi- 
natensystems. Irgendein ‘Gegenstand bewege sich auf ihr mit der Ge- 
schwindigkeit c nach rechts, ein anderer mit der Geschwindigkeit v, nach 
links. Die Relativgeschwindigkeit sollte der Anschauung nach größer als c, 
nämlich c-+ v, sein. Aber die Uhren und Maßstäbe sind offenbar so be- 
schaffen, daß man mit ihnen eine Relativgeschwindigkeit V mißt, die nicht 
gleich der Summe, sondern wiederum mit c identisch ist. Auf die Geschwin- 
digkeitsmessung selbst braucht man dabei also überhaupt nicht einzugehen. 
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Bislang ist in diesem Abschnitt bewiesen, daß zwischen zwei relativ zu- 
einander bewegten Koordinatensystemen X und X wiederum die LORENTZ- 
transformation (5) mit der Geschwindigkeit V aus (9) gilt. V ist die durch 
die Meßinstrumente angezeigte scheinbare Geschwindigkeit. Nunmehr wird 
folgende Situation untersucht: & bewegt sich in X mit V,, und & bewegt 
sich in I mit V 2. Die Geschwindigkeit 7 von X in & wird gesucht. 


Wiederum sind hier zwei LoRENTZtransformationen hintereinander zu 
schalten, genauso wie in den Gleichungen (2) und (3). Das Ergebnis muß 
daher formal genauso aussehen wie vorher, nur mit V, und V, statt », 


und v,. Zwischen 2% und & entsteht wieder die bisherige LoRExTztrans- 
formation. Die neue Relativgeschwindigkeit 1” jedoch ist hier 
5... Ma+fFs 

VSIıTn® (13) 
zum Unterschied von (9). Sie enthält gar keine Absolutgeschwindigkeiten 
mehr und ist eine reine Beziehung zwischen Maßzahlen. Für ihre Eigen- 
schaften gilt das oben Gesagte. Dies ist das sogenannte Additionstheorem 


der Geschwindigkeiten. 


827 Einsteins Relativitätstheorie 


Die konsequente Berücksichtigung der LoREnTztransformation für Maß- 
stäbe und Uhren sowie die Definition der Gleichzeitigkeit von Uhren an 
verschiedenen Orten hat, sofern man sich auf die Benutzung kontrahierender 
Maßstäbe beschränkt, eine sehr eigentümliche Situation geschaffen. Es muß 
zwischen absoluten Koordinaten x, t und £, ? ruhender und bewegter Systeme 
einerseits und entsprechenden, durch die Instrumente angezeigten .Maß- 


zahlen X, T und X, T andererseits unterschieden werden. Vom Standpunkt 
derabsoluten Koordinaten aus gestatten die elektrodynamischenPhänomene, 
wie z. B. die Lichtausbreitung, durchaus eine Messung der Absolut- 
geschwindigkeit v, irgendeines Bezugssystems gegen den Äther. Die Meß- 
instrumente aber zeigen nur die Maßzahlen an. Zwischen Maßzahlen und 
absoluten Koordinaten bestehen eindeutige Zusammenhänge, die aber die 
- Absolutgeschwindigkeit v, enthalten. 


Wollte man also die Absoluigeschwindigkeit v, des eigenen Bezugssystems 
ermitteln, müßte man ein geeignetes elektrodynamisches Phänomen be- 
obachten und die dabei gefundenen Maßzahlen auf absolute Koordinaten 
umrechnen. Für die Umrechnung aber benötigte man Kenntnis von gerade 
derjenigen Größe, die man bestimmen will, nämlich von v,. Auf diese 
Weise also entzieht sich die Absolutgeschwindigkeit v, auch hier ihrer 
Bestimmung. 
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Zur Lösung der Schwierigkeiten bleibt zunächst nichts anderes übrig, 
als nach nichtkontrahierenden Maßstäben zu suchen, solchen also, die nichts 
mit Elektrodynamik zu tun haben und demzufolge die LoREnTzkontraktion 
nicht erleiden. Die Auffindung solcher Maßstäbe würde die Absolut- 
geschwindigkeit v, dann sofort zur physikalisch meßbaren Größe machen. 
Man brauchte nur zwei Maßstäbe verschiedenen Typs zu vergleichen, um 
aus ihrem Verhältnis Yl— (v,/c)? die Absolutgeschwindigkeit v, zu ent- 
nehmen. Solche absoluten Maßstäbe. aber sind bis heute nicht entdeckt 
worden. 


Auf den entgegengesetzten Standpunkt stellte sich EINSTEIN mit seiner 
Relativitätstheorie. Er setzte voraus, daß auch eine die mechanischen und 
elektrodynamischen Phänomene gleichzeitig enthaltende Welt dieselbe 
Eigenschaft besitze wie eine rein mechanische Welt, nämlich, daß in ihr 
die Absoluigeschwindigkeit v, nicht definiert sei. Dafür aber hatte er eine 
ganze Reihe anderer Konsequenzen zu ziehen, die nachfolgend erläutert 
werden. Die Richtigkeit dieser Hypothese aber steigt und fällt mit der 
experimentellen Bestätigung ihrer Konsequenzen, die in allen Details. ge- 
funden werden konnte. 


Die Annahme, v, sei unmeßbar, hat zunächst zur Folge, daß die absoluten. 
Koordinaten x, £ nicht mehr als physikalisch meßbare Größen angesehen 
werden können. An ihre Stelle treten die Maßzahlen X, 7, die durch 
LoRENTztransformationen in verschieden bewegten Bezugssystemen mit- 
einander verknüpft werden. Alle absoluten Größen wie x, t, v sind unmeßbar 
und müssen aus den Gleichungen eliminiert werden. So gilt zwischen den 
Maßzahlen z, T und X, T zweier relativ zueinander bewegter Systeme 
die LoREntz-Transformation (826.5) mit der Geschwindigkeit V, deren 
Darstellung (826.9) durch zwei absolute Geschwindigkeiten v, und v, hier 
allerdings ihren (nachprüfbaren) Sinn verliert. 


Innerhalb der Elektrodynamik fordert die Relativitätstheorie, daß auch 
dort alle Inertialsysteme, deren Maßzahlen durch die LoRENTzZtransforma- 
tion miteinander verbunden sind, gleichwertige und somit ununterscheidbare 
Bezugssysteme darstellen, in denen dieselben Gleichungen gelten, und in 
denen zum Beispiel auch die Wellengleichung des Lichts ihre ursprüngliche 
Form beibehält. 


Für die übrigen physikalischen Theorien fordert die Relativitätstheorie, 
daß auch mit ihnen konstruierbare Maßstäbe und Uhren kontrahieren bzw. 
dilatieren, daß also auch diese Theorien, zusammen mit der Elektrodynamik, 
unabhängig vom Bezugssystem sind und ein spezielles LORENTZ-System bzw. 
seine Absolutgeschwindigkeit v, nicht zu messen gestatten. Das bedeutet 
aber, daß die Grundgleichungen aller physikalischen Theorien in den Maß- 
zahlen X, T' statt der bisherigen absoluten Koordinaten x, t darstellbar 
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sein müssen und daß diese Grundgleichungen sich dann einer LORENTZ- 
transformation gegenüber in gleicher Weise invariant verhalten müssen, 
wie das in Abschnitt 811 für das mechanische Grundgesetz gegenüber 
GaLıtEItransformationen bewiesen wurde. 


Fast alle physikalischen Gleichungen, auch die der Mechanik, müssen 
dabei durch andere ersetzt werden, die den Forderungen der Relativitäts- 
theorie gerecht werden. Da die letztere sich aber hauptsächlich im Auf- 
treten von Faktoren Yl— (v/c)? bemerkbar macht, spielen die Unterschiede 
zwischen alten und neuen Theorien nur bei hohen Geschwindigkeiten eine 
wesentliche Rolle. Die bisherigen Maßzahlen übernehmen die Rolle der 
eigentlichen Koordinaten. Sie treten an die Stelle der absoluten Koordinaten 
und werden, da künftig die Unterscheidung fortfällt, klein geschrieben. 


Übungsaufgaben 


82.1 Ein System X bewegt sich gegenüber £ mit einer Geschwindigkeit B}- & hat 
gegenüber Z die Geschwindigkeit ®,. Die Bewegungen erfolgen senkrecht zu- 
einander (®; 1 3,). Mit welcher Geschwindigkeit ® bewegt sich & gegenüber 2’? 
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Zusammenfassung: Im vierdimensionalen Raum der Koordinaten (ct, ir) lassen 
sich die LoRENTztransformationen als Drehungen verstehen. Diesen Drehungen 
gegenüber ist das Längenquadrat x, 2; = ct?— ı? des Vierervektors invariant. Das 
gleiche gilt für den Operator D. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts ist daher 
in allen Koordinatensystemen, die sich nur um LoRENTztransformationen vonein- 
‚ander unterscheiden, gleich groß. Relativ zueinander bewegte Maßstäbe erscheinen 
verkürzt, relativ zueinander bewegte Uhren erscheinen verlangsamt. Da die Licht- 
‚geschwindigkeit des Vakuums im Rahmen der Relativitätstheorie die größte über- 
haupt beobachtbare Geschwindigkeit ist, verlaufen alle Bewegungen innerhalb des 
‚Lichtkegels im vierdimensionalen MınkowskIraum. 

Verlangt man vom Relativitätsprinzip Allgemeingültigkeit, so müssen alle physi- 
kalischen Theorien den LoRENTztransformationen gegenüber invariant sein. In der 
symmetrischen vierdimensionalen Koordinatendarstellung bedeutet diese Forderung, 
daß sie sich als Vektor- oder Tensorgleichungen darstellen lassen müssen, deren 
Drehungsinvarianz im Rahmen der Vektorrechnung allgemein gilt. Die relativistische 
Mechanik unterscheidetsich von der gewöhnlichen Mechanik im wesentlichen durch die 
Geschwindigkeitsabhängigkeit bewegter Massen M = m/Y1 — (v/e)? sowie durch die 
Äquivalenz von Energie und Masse E= Mc?. Die Gleichungen der Elektrodynamik 
lassen sich ebenfalls in der Viererschreibweise darstellen und sind dann relativistisch 
invariant. Dabei werden Ladungsdichte og und Stromdichte j zur Viererstromdichte j, 
zusammengefaßt, ebenso skalares Potential u und Vektorpotential Y zum Vierer- 
potential A,. Elektrische und magnetische Feldstärke € und 9 bilden zusammen den 
‚Feldstärkentensor F,;. 
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831 Transformation der Wellengleichung 


Es wird zunächst die Wellengleichung im Vakuum für irgendeine Kom- 
ponente « der vier elektrodynamischen Potentiale 


I 2 


CE; 
N Dede \getzpt 2 


betrachtet. Diese Wellengleichung bestimmt eine Funktion u(t, r). Geht 
man durch eine willkürliche Koordinatentransformation von den Koordi- 
naten t, r zu anderen Koordinaten t, r über, so geht die Wellengleichung (1) 
in eine neue Gleichung für die Funktion «(t,r)=u(t(l,r), r(&,1))=«(t.r) 
über. Sie ändert dabei im allgemeinen ihre Form. 


In diesem Abschnitt soll nunmehr die rein mathematische Frage unter- 
sucht werden, welche Form die soeben erwähnten Koordinatentrans- 
formationen besitzen müssen, damit die Wellengleichung (1) solchen Trans- 
formationen gegenüber invariant bleibt. 


Zur Vereinfachung dieser Untersuchung wird zunächst für die Koor- 
dinaten { und r eine symmetrische Bezeichnungsweise in der Form 


ee el, deli: Pe (2) 


eingeführt. Diese Schreibweise besitzt erhebliche Vorteile. Eine ebene Well« 
im Raum zum Beispiel erhält die einfache: Form 
iEk,t, en 


eat gi mit k,= nn: it). (3) 
“NEE . 


Soll sie eine Lösung von (1) sein, so muß die Bedingung 
2 
(2)—?=0 SR=0 (4) 
el 7 
erfüllt sein, die sich ebenfalls, wie man sieht, symmetrisch darstellen 
läßt. 


In gleicher Weise, wie hier ein vierdimensionaler Vektor, ein sogenannter - 
Vierervektor, eingeführt wurde, läßt sich auch ein vierdimensionaler Operator 
definieren als: 


oe 0 098 098 98 ® 2 we 
dx = dx,’ 0, 32) = \e 08° 1 92°’ day’ 3) B 
-(12 1 0, (5) 
e 01° & Or, 


Mit diesem Operator läßt sich der Viereckoperator sehr einfach darstellen: 


1 02 3 o2 02 & 
= @o0R 5% ee Ende (6) 
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In den Gleichungen wird über jeden Index summiert, der auf einer Seite 
zweimal auftritt. Tritt ein Index nur einmal auf, so wird nicht summiert 
(Eınsteinsche Summationsvorschrift). In dieser Bezeichnungsweise wird 
also nach den Eigenschaften einer Koordinatentransformation &, = ,(%,) 
gefragt, bei der der Viereckoperator invariant bleibt, I also in 
0.9 09 
2,02, 00, da, 


(7) 


=o 3 
% 
übergeht. 
Den Viereckoperator D bzw. D muß man sich auf eine Funktion % (£,) 
= U(£,(,))=u(x,) angewandt denken. Daher muß 
a ds, 9 
02, 9x, 08, 


sein, und der Operator I läßt sich umformen in 
8 85,9 0,0 |, _®: P) 
05, 0%; d5, | 02,00, O5, 


(8) 


z 


soll in G überführt werden. Da im Viereckoperator D voraussetzungs- 
gemäß nur zweite Ableitungen der Funktion u auftreten dürfen, müssen 
die Faktoren «%%,/0x2 vor den ersten Ableitungen von x verschwinden: 


02%, 


092,08, 0. 9) 
Weiter ist de 
0%, ER; 0%, " 10) 
02, 02, ( 
zu fordern. damit aus (8) 
0,90 38 I 
= 5,32, 08, 55,05, un 


entsteht. 


Die gesuchte T'ransformation unterliegt also den Bedingungen (9) und 
(10). Das Verschwinden der zweiten Ableitungen in (9) bedeutet, daß die 
&, und x, linear zusammenhängen müssen. Dieser Zusammenhang kann 
daher in der Form 


2,= 4,4 fr (12) 
oder bei Auflösung nach den x, in der umgekehrten Form 
weit h (13) 


angegeben werden. Dabei stellt &,, die Umkehrtransformation von «,, dar. 
Ihre Koeffizienten lassen sich prinzipiell aus denen von #,, berechnen. Mit 
den Ansätzen (12) und (13) lautet die Bedingung (10) 


2. (14) 


Diese Bedingung besagt also, daß die speziellen Transformationen, welche 
den Operator D invariant lassen, nicht nur linear sind, sondern außerdem 
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die besondere Eigenschaft besitzen, daß man die Umkehrtransformation @,, 
aus der ursprünglichen Transformation «,, durch Vertauschung der Indi- 
zes, bzw. durch Vertauschung der Zeilen und Spalten der Matrix «,,, er- 
hält. Die Gesamtheit aller durch (12) bis (14) gegebenen Transformationen 
wird als LORENTZ-Gruppe bezeichnet. Sie soll mit ahren Eigenschaften im 
nächsten Abschnitt untersucht werden. 


832 Die LoRENTZ-Gruppe 


Es gibt unendlich viele Transformationen der LORENTZ-Gruppe, weil die 
in «,, auftretenden Zahlen beliebige Werte annehmen können. Sinnvoll 
ist daher nur die Frage, wieviel frei wählbare Parameter die Gesamtheit der 
Transformationen besitzt. Zunächst. hat man vier verschiedene Größen ß,, 
d.h. vier Parameter. Ihre anschauliche Bedeutung ist unmittelbar klar; es 
sind Translationen von Raum und Zeit. Wenn man von £ zu ti — i, über- 
geht, so bleibt der Viereckoperator invariant. Dasselbe gilt, wenn man von 
t zu r—r, übergeht. Im folgenden werden nur Transformationen ohne 
diese vier Translationen betrachtet. 


Die «,, bilden folgendes Koeffizientenschema: 
%o or oa Ros 
%o &ı Ra Qız 
Ru . (ı) 
Ro A Rp az 
%z0 %gı zz Rz 
Von diesen insgesamt 16 Zahlen sind nur 6 frei wählbar, z. B. die oberhalb 
der Diagonalen. Die übrigen Größen folgen aus der Bedingung (831.14). 


Die Bedeutung einer Transformationsgruppe erkennt man am besten, 
wenn man Größen aufsucht, die bei der Durchführung ihrer Transforma- 
tionen invariant bleiben. Eine solche Invariante ist voraussetzungsgemäß 
der Viereckoperator 

O=0n. (2) 


Ebenfalls invariant ist der Ausdruck z,2,. Im Raume der Koordinaten x,, 
X, %g, %, ist x, ein „Ortsvektor“, =x,x, also ein „Längenquadrat‘‘. Man 
erhält nämlich mit’(831.14) x 


DE ER ER U» (3) 


Diese Summe der Längenquadrate hat also in allen Koordinatensystemen 
denselben Wert. Damit kann man der LoRENTz-Gruppe eine anschauliche 
Deutung geben. Die Transformationen im dreidimensionalen Raum, die 1? 
invariant lassen, sind bekanntlich die Drehungen des Raums. Analog fassen 
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wir die LORENTZ-Gruppe als die Gesamtheit aller Drehungen des vierdimen- 
sionalen Raums der Koordinaten z,, %, %, 2, auf. 


Man kann Drehungen immer dadurch beschreiben, daß man etwa zwei 
Einheitsvektoren im Raum herausgreift, die eine Fläche bilden. Diese 
Fläche wird so gedreht, daß alle dazu senkrechten Vektoren invariant 
bleiben. Im dreidimensionalen Raum gibt es nur einen solchen Vektor, den 
Normalenvektor der Ebene. Im dreidimensionalen Raum gibt es drei von- 
einander unabhängige Drehungen. Eine beliebige Drehung wird durch 
3 Parameter bestimmt. 


Im vierdimensionalen Raum existieren 6 voneinander unabhängige 
Ebenen, aufgespannt durch die Vektorpaare (12), (13), (23) und (01), (02), 
(03), die gedreht werden können. Demzufolge existieren 6 voneinander 
unabhängige Drehungen in diesem Raum, charakterisiert durch die obigen 
Zahlenpaare. Drei von ihnen, (12), (13) und (23), transformieren die Kom- 
ponenten von r untereinander und sind reine Raumdrehungen. Die übrigen 
drei stellen Transformationen dar, an denen i und r gleichermaßen be- 
teiligt sind. Die allgemeinste vierdimensionale Drehung ist sechspara- 
metrig, also durch 6 Zahlenangaben vollständig charakterisiert, nämlich 
durch die beliebig vorgebbaren Drehwinkel der sechs verschiedenen Ebenen 
(einschließlich der Reihenfolge, in der gedreht werden soll). 


Im folgenden sollen einige Beispiele angegeben werden. Die identische 
Transformation lautet: 


(4) 


A 


SO O2 OO r- 
OS O2 m. © 
SO m,1060 0 


Dann gibt es die Transformationen 

10 0 0 
0 a As Op 
0 ag Age ns 
0 ag Rn gg 


» (8) 


Ri 


bei denen z,—&, bleibt, was bedeutet, daß nur die Ortskoordinaten t 
und t verschieden sind. Die Gesamtheit aller Transformationen (5), die 
der Bedingung (2) genügen, beschreibt die räumlichen Drehungen, bei denen 
1? = 12 invariant bleibt. Für die Gesamtheit dieser Transformstionen ist 
also der Viereckoperator invariant gegenüber Drehungen des gewöhnlichen 


dreidimensionalen Raumes: 
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Die hier besonders interessierenden Transformationen sind diejenigen. 
bei denen Transformationen zwischen Raum- und Zeitkoordinaten vor- 
kommen, wie zum Beispiel bei 


Ko %ı 0 © 
%o %ı 00 
Vyr = 0 1) 1 0 (6) 
0 0 01 
Dies bedeutet eine Transformation 
= Rpto+ Koıtı = 2 
ez (7) 
= Root RR Gr. 
Invariant bleibt hier 
BHR-ete. (8) 


Es handelt sich bei diesen Transformationen um Drehungen im zweidimen- 
sionalen Raum &,, x, zwischen den Koordinaten £, x und den überstrichenen 
Koordinaten t, &. 


Die Koeffizienten «,,; der Drehung (7) lassen sich in der Form 


a “ &) -( c08p sin . M 


%o u — SINYP COSp 


mit einem einzigen Parameter & beschreiben, der, wie man sich leicht über- 
zeugt, den Drehwinkel der beiden Koordinatensysteme gegeneinander be- 
zeichnet. Präziser ausgedrückt bedeutet 9 den Winkel, den die gedrehte 
&,-Achse inı x,, 2,-Koordinatensystem mit der x,-Achse bildet. Beim 
Übergang von « zur Umkehrtransformation & wechselt sein Vorzeichen 
und man erhält 


(10) 


cosp —sin® 
sin 9 c08® 


in Übereinstimmung. mit; der Bedingung (831.14). Die Koordinatentrans- 
formation lautet somit 


= 0089 2, +8ino x, 


11 
&=—SInprg+ 00897, u 
oder, wenn man zu den Koordinaten t, x zurückkehrt, 
i= cos lt --itgo =] 
ö (12) 


&=cosp[x +itgpet). 
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Da die Größent, x, t, Z alle reell sind, muß @ in (12) komplex sein und be- 
sitzt somit keine unmittelbar anschauliche Bedeutung mehr. 


Da & linear von der Zeit t abhängt, bewegt sich das System  gleichförmig 
gegen das System I. In (12) ist also tg durch die Relativgeschwindigkeit 
zwischen beiden Systemen zu ersetzen. Der Ursprung £—=0 genügt nach 
(12) der Gleichung 


r=vt - = —itgQ. (13) 


Weilv/creell ist, muß also @ ein imaginärer Winkel sein. Aus (13) berechnet 
sich cosg zu 


cp — \ I, EN ER (14) 
cos?p + sin?p yı -+tg?p vi — (v/e)? 


Damit wird (12) 


xs— vi e= (15) 


= ————— 


Se Ser lI=———, 
Vı-(vje)? Vı- (je)? 


Die Invarianzforderung der Wellengleichung führt also auf die LoRENTZ- 
transformation, oder: Die LoREntztransformation ist so beschaffen, daß 
die Wellengleichung invariant bleibt. 


Zum Schluß fragen wir noch, welche physikalische Bedeutung die In- 
varianz von x,%, hat. Die Gleichung 


RT? —?=0 (16) 


beschreibt die Gesamtheit aller Kugelflächen um den Koordinatenursprung 
mit wachsendem Radius. Eine solche, mit Lichtgeschwindigkeit sich aus- 
breitende Kugel hat im bewegten Koordinatensystem dieselbe Form wie im 
ruhenden. Die Lichtgeschwindigkeit ist also in allen Systemen gleich. 2, x; 
ist eine Invariante der Lorentztransformation oder: die LoRENTZtrans- 
formation ist so beschaffen, daß die Summe der ‚„Längenquadrate“ x,x, 
invariant bleibt. Das Schema der 4 Komponenten x, transformiert sich 
wie ein Ortsvektor. 


Wenn es gelingt, sämtliche Gleichungen der Physik als Vektor- und Ten- 
sorgleichungen in diesem Schema der vierdimensionalen Vektoren x, dar- 
zustellen, kann man erwarten, daß diese Gleichungen invariant gegen 
LoREntztransformationen sind, und damit den Forderungen der Relativi- 
tätstheorie genügen. 


Zusammenfassend läßt sich daher folgendes feststellen: Ausgangspunkt 
warenruhende Koordinaten rt, t. Gefragt wurde formal nach neuen Variablen . 
t. £, bei deren Einführung D-==Ö invariant bleibt. Als Ergebnis stellte sich 
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heraus, daß die neuen Variablen mit den alten über die Loßentztransfor-, 
mation verbunden sind. Demnach repräsentieren sie also gar nicht die 
absoluten Werte von Raum und Zeit, sondern vielmehr die bereits in 
Kapitel 82 besprochenen relativen Maßzahlen, die von Maßstäben und 
Uhren wirklich angezeigt werden und bislang mit großen Buchstaben wie 


x, T' bezeichnet wurden. 


833 Längenkontraktion 


Bislang wurde festgestellt, daß ein Maßstab, der im absolut ruhenden 
Koordinatensystem die Länge I hat, sich um einen Faktor VI — (vle)? ver- 
kürzt, wenn er in ein mit der Geschwindigkeit v bewegtes System gebracht 
wird. Dieser Sachverhalt läßt sich aber nicht durch Beobachtungen kon- 
trollieren, weil das dazu benötigte absolut ruhende Koordinatensystem 
keiner Beobachtung zugänglich ist. Nunmehr wird diese Frage der Ver- 
“ kürzung von Maßstäben erneut für Koordinatensysteme aufgeworfen, die 
sich gegeneinander relativ bewegen, wobei ihre Absolutbewegung unbekannt 
ist. Für die Maßzahlen des relativ ruhenden und des relativ bewegten Ko- 
ordinatensystems sind bereits die Bezeichnungen x, t und £, t eingeführt 
worden. 


Verglichen werden zwei ursprünglich gleich lange Maßstäbe, von denen 
sich der eine im (relativ) ruhenden System befindet und dort die Länge x 
haben soll, während sich der andere im (relativ) bewegten System befindet 
und dabei die Länge # hat. Der Ursprung des bewegten Systems besitzt im 
ruhenden System die Geschwindigkeit v; solange man den ruhenden Maß- 
stab im ruhenden System oder den bewegten Maßstab im bewegten System 
beobachtet, kann keine Kontraktion festgestellt werden. Eine eventuelle 
„absolute“ Kontraktion gegen ein unmeßbares ‚absolutes‘ Koordinaten- 
system bleibt unberücksichtigt, weil sie nicht beobachtbar ist. 


Eine veränderte Situation tritt ein, wenn man den bewegten Maßstab # 
vom ruhenden Koordinatensystem aus mißt, oder umgekehrt den ruhenden 
Maßstab x vom bewegten System aus beobachtet. Zur Berechnung des 
eventuellen Längenunterschiedes ist die LORENTZtransformation 


Re z 
2 s—vt En c? 
m t= 


5 ———, 1 
Vı— (v/e)? V1-(v/e)? = 


zwischen den Maßzahlen für Ort und Zeit des ruhenden und bewegten 
Systems maßgebend. Beobachtet man den bewegten Maßstab vom ruhenden 
System aus, so findet die Beobachtung zu einer für das Ruhsystem über die 
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ganze Länge des Maßstabes einheitlichen Zeit, zum Beispiel bei t = 0, statt. 
In diesem Falle ergibt die Beobachtung x des bewegten Maßstabes auf 


Grund von (1) n 
»-2/1-(2) (2) 


Im umgekehrten Falle dagegen, wenn man den ruhenden Maßstab x vom 
bewegten System aus betrachtet, findet die Messung zu einem für das bewegte 
System längs der x-Achse einheitlichen Zeitpunkt, etwa i=0, statt. Unter 
dieser Voraussetzung läßt sich i aus den beiden Gleichungen (1) eliminieren, 
und die nunmehr im bewegten System beobachtete Länge X des ruhenden 
Maßstabes x beträgt 


a Zar, Y-@) (3) 


Man beachte die Verschiedenartigkeit der Ergebnisse (2) und (3), die ein- 
dringlich zeigt, mit welcher begrifflichen Genauigkeit bei der Anwendung 
der LoRENnTztransformationen vorgegangen werden muß. Im übrigen aber 
zeigen die Ergebnisse (2) und (3) die völlige Gleichwertigkeit der als ruhend 
und bewegt angesehenen Koordinatensysteme. In beiden Fällen erscheint 
der ursprüngliche Maßstab im (relativ) dagegen bewegten System verkürzt; 
denn auch das ruhende Koordinatensystem besitzt dem bewegten System 
gegenüber die gleiche Relativbewegung wie umgekehrt. - 


Man wird sich abschließend fragen, wieso die Zeitfixierung t=0 bzw. 
i=0 eine für die Beobachtung von Längen so maßgebliche Rolle spielen 
kann. Zu ihrer Beantwortung hat man sich zu überlegen, auf welche Weise 
denn die bewußten Längenmessungen ohne die Existenz von unendlich 
hohen Signalgeschwindigkeiten durchgeführt werden können. Wir betrachten 
den zu (2) gehörigen Meßprozeß. Längs der x-Achse werden, wie in Ab- 
bildung 833 dargestellt wird, überall Beobachter mit Uhren aufgestellt. Die 
Uhren müssen auf Gleichlauf gebracht x 
werden, bevor die Messung beginnen RE aa 
kann. Nun bewegt sich der Maßstab x x0 2 
mit der Geschwindigkeit v von links 0000005 
nach rechts entlang der x-Achse. Sein Uhren, Beobachter 
hinteres Ende befinde sich um 12 Uhr Abb. 833. 
bei x—=0. Eine Rückfrage bei den Be- Zur Messung bewegter Maßstäbe 
obachtern auf der x-Achse, wo sich das 
vordere Stabende von # zur Zeit 12 Uhr befunden hat, beendet die Längen- 
messung. Man sieht an diesem Vorgang, daß die Gleichzeitigkeitsbedingung 
im x, t-System für die Messung eine entscheidende Rolle spielt; sie kam bei 
(1) in der Form {=0 zum Ausdruck. Bei der umgekehrten, dem Er- 


24 Macke, Wellen. 2. Autl. 
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gebnis (3) entsprechenden Messung wären die Uhren und Beobachter längs 
der £-Achse aufzustellen und dort auf Gleichzeitigkeit zu bringen. Wie aber 
in Abschnitt 824 untersucht wurde, unterscheidet sich diese Definition der 
Gleichzeitigkeit, die der Bedingung ?=0 entspricht, entscheidend von der 
zuvor betrachteten. Das Ergebnis (3) mit ?=0 ınuß entsprechend anders 
aussehen als das Ergebnis (2) mitt=0. 


834 Zeitdilatation 


Jetzt fragen wir nach den Veränderungen relativ zueinander bewegter 
Uhren. Wir gehen wieder von der LoRENTztransformation aus: 


Fa cs—vt an (a) 
Yı- (fe)? Vi (ofeyE 


Es wird ähnlich wie in Abschnitt 833 vorgegangen: Aus der LoRENTZtrans- 
formation (833.1) wird 


u 
ü ?—=0): = -——o— les) . 2 
a) für 3=0: It ( ® (2) 


= t 
b) für =0: = _———, 3 
Y1- (ve)? ” 
Dieses Beispiel zeigt, daß es mit der bloßen Angabe der Relation (2) oder (3) 
nicht getan ist. Es müssen vielmehr die sonstigen Voraussetzungen genau 
angegeben werden. Dies geschieht dadurch, daß jetzt in beiden Koordi- 
natensystemen die Uhren ? und £ betrachtet werden, und zwar 


a) einmal eine Uhr, die sich mit der Geschwindigkeit v nach rechts bewegt 
und sich im Punkte & = 0 befindet. Die Uhr zeigt die Zeit ? an. Wenn 
man diese Zeit 2 vom ruhenden System aus mit einer Zeit 2 beurteilt, so 
stellt man fest, daß nach (2) 

rn = 
I=——————>t (4) 


re) 
c 
ist, daß die bewegte Uhr offenbar zu langsam geht, daß in Wirklichkeit i 


größer, die Zeit also schon weiter fortgeschritten ist. 


b) Nun das umgekehrte Beispiel: Betrachtet wird eine ruhende Uhr, die 
sich bei x—=0 befindet. Ihre Zeit ist i. Vom bewegten System aus wird 
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aber die Zeit gemessen, die sich nach Gleichung (3) von um den gleichen 
Faktor wie vorher unterscheidet. In diesem Falle wird t >t. 


DEE BE N (5) 


2 
) 
6 
Gerade in den Längen- und Zeitmessungen bei relativ gegeneinander 
bewegten Koordinatensystemen kommt der Grundsatz der Relativität am 


stärksten zum Ausdruck. Jede Messung hat ihren unmittelbaren Sinn 
nur bezögen auf das jeweilige Koordinatensystem. 


835 Der vierdimensionale Mınkowskiraum 


Im allgemeinen beschreibt man die Bewegung eines Massenpunkts im 
Zeitablauf durch die Bahnkurve 


r=r({) a) 


und verbindet damit die Vorstellung von einem bewegten Punkt, der sich 
zur Beobachtungszeit i bei r(t) befindet. Fine andere Möglichkeit der Dar- 
stellung ist 

r=r(«) t=t(e), (2) 


wobei der Zusammenhang zwischen r und t über einen beliebig gewählten 
Parameter « erfolgt. Zur Deutung dieser Gleichung kann man von der Vor- 
stellung eines Raums aus den vier Dimensionen von r und ti ausgehen. 
(2) beschreibt dann die vierdimensionale Bahnkurve eines bewegten Punkts. 
Diese Situation läßt sich veranschaulichen, 
wenn man sich darauf beschränkt, eine Punkt- 
bewegung auf einer Geraden, der x-Achse, zu 
betrachten. Dabei ist y=z= 0, und die vier- 
dimensionale Raumkurve (2) verläuft innerhalb 
der x, ct-Ebene, dargestellt in Abb. 835. 


x Bewegt sich der betrachtete Punkt mit Licht- 
“eschwindigkeit, so muß er der Gleichung 
z=+ct (3) 
genügen. In der x, ct-Ebene sind das zwei Ge- 
raden mit 45° bzw. 135° Neigung. Bei hoher 
j Geschwindigkeit verläuft die Bewegung in 
Vergangenheit Abb. 835 flacher, bei niedriger Geschwindigkeit 
Abb. 835. Punktbewegung steiler. Fügt man senkrecht zur x, ct-Ebene 
im Minkowskiraum die y-Koordinate hinzu, so liegt die Gesamt- 


Zukunft 
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heit aller vom Koordinatenursprung ausgehenden Punktbewegungen mit 
Lichtgeschwindigkeit auf einem Kegel, dem sogenannten Lichtkegel. Bei 
Berücksichtigung der z-Komponente ist dies ein Kegel im vierdimensionalen 
Raum, der sich daher nicht geometrisch veranschaulichen läßt. Alle Punkte 
dieses vierdimensionalen Kontinuuns, die sich vom Koordinatenursprung 
aus mit Geschwindigkeiten, die kleiner als c sind, erreichen lassen, liegen 
innerhalb des Lichtkegels. Alle Punkte außerhalb des Lichtkegels lassen 
sich vom Koordinatenursprung aus nur mit Überlichtgeschwindigkeit er- 
reichen. Im Rahmen der Relativitätstheorie, in der die Lichtgeschwindig- 
keit c die Rolle einer Höchstgeschwindigkeit spielt, kann die Bewegung 
eines Massenpunkts daher nur wie in Abb. 835 aus dem Vergangenheits- 
kegel in den Zukunftskegel hinein erfolgen. Die Bahnkurve bildet daher 
mit der ct-Achse stets einen Winkel von weniger als 45°. 


In der symmetrischen Viererschreibweise, in der der Ortsvektor durch 


%= (ct, it) (4) 
dargestellt wird, läßt sich eine Punktbewegung in der Form : 
%=2,(e) (5) 


mit willkürlichem Parameter « darstellen. Von den vier Gleichungen für 
A=0,..., 3 definiert eine den Parameter «, während die übrigen drei die 
Bewegung vorschreiben. (5) stellt somit eine Raumkurve dar. Der Vor- 
teil dieser Schreibweise liegt, wie in Abschnitt 832 gezeigt werden konnte, 
darin, daß sie beim Übergang zu anderen Koordinaten erhalten bleibt. 


Für die Wahl des Parameters « in (5) wird man daher bestrebt sein, 
ebenfalls eine vom speziellen Koordinatensystem unabhängige Größe ein- 
zuführen. Als solche kommt die Zeit £ nicht in Frage, da nach Abschnitt 834 
der Zeitablauf vom jeweiligen Bezugssystem abhängt, in dem sich die zur 
Messung verwendete Uhr befindet. Als koordinatenunabhängige Größe 
läßt sich die Eigenzeit r einführen. Sie läßt sich infinitesimal durch 


1: „1 dı? 
dr=-— Vanda,- ar (6) 


definieren. Dabei ist der Parameter dr bis auf einen Faktor 1/c gleich dem 
Abstand zwischen zwei Raum-Zeit-Punkten, die sich um cdi und idt 
unterscheiden. Bei einer Punktbewegung, die diese beiden Punkte des 
Raumzeitkontinuums durchläuft und die ja außerdem in der Form r(f) 
dargestellt werden kann, geht (6) in 


dr=dt 1-(2) mit = nn (7) 


über. Wie der Vergleich mit (834.4) zeigt, mißt 7 diejenige Zeit, welche 
eine Uhr anzeigt, die mit dem betrachteten Punkt mitbewegt wird, die 
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sogenannte Eigenzeit des Massenpunkts. dr ist mit dem Zeitelement dt nur 
im Falle v = 0 identisch, also wenn der Punkt ruht. 


Der Definition (6) der Eigenzeit sieht man unmittelbar an, daß dr bei einer 
LoRENTztransformation unverändert bleibt. Da nämlich eine LORENTZ- 
transformation das Längenquadrat des Vierervektors (4) unverändert Aal, 
muß auch dx,dx, in (6) unverändert bleiben. 


Als mit der Punktbewegung unmittelbar verbundene Größe wird die 
Vierergeschwindigkeit in der Form 


v= ar (8) 


definiert. Sie besteht nach (7) aus den Komponenten 
1 ds a2, (c, id) ( 9) 

"Ne Vier’ 
die also alle durch die Geschwindigkeit v allein bestimmt werden. Die 
Vierergeschwindigkeit v, hat die besondere Eigenschaft, daß ihre Kom- 
ponenten sich bei einer LoRENTztransformation genauso wie die Kom- 
ponenten des Örtsvektors x, transformieren. Das folgt unmittelbar aus 
ihrer Einführung (8), wenn man berücksichtigt, daß dr ja eine Invariante 
ist. Insbesondere muß also das „‚Längenquadrat“ dieser Vierergeschwindig- 
keit gegenüber LoRENTZtransformationen invariant bleiben. Eine Be- 
dingung, die infolge 

— 12 : 

vv; — To pe & (10) 

erfüllt ist. 


836 Der mechanische Massenpunkt 


Die Relativitätstheorie setzt voraus, daß sich alle Uhren und Maßstäbe 
verhalten wie solche, die auf elektrodynamischer Grundlage aufgebaut 
sind. Unter dieser Voraussetzung transformieren sich von ihnen angezeigte 
Maßzahlen zwischen relativ zueinander bewegten Koordinatensystemen 
nach der LoRENTztransformation (832.15). Diese Voraussetzung ist aber 
bei einer aus mechanischen Mitteln aufgebauten Uhr zum Beispiel nicht 
ohne weiteres erfüllt, da die Grundgesetze der Mechanik gegenüber LORENTZ- 
transformationen nicht invariant sind. Die Aufgabe, eine der Relativitäts- 
theorie gehorchende Mechanik zu finden, besteht also darin, die Grund- 
gesetze der Mechanik so zu verändern, daß sie invariant gegen LORENTZ- 
transformationen sind, aber bei niedrigen Geschwindigkeiten 9» < c in die 
bisherigen Gleichungen der Mechanik übergehen. 


In der nichtrelativistischen Mechanik wird der Impuls eines Massenpunkts 
durch p=mv a) 


362 8 Relativitätstheorie [836] 


definiert. Seine zeitliche Är.derung ist nach dem Trägheitsgesetz gleich der 
auf den Massenpunkt wirkenden Kraft 


ap 
| Zar (2) 
Als kinetische Energie E wird 
u Me 
#=ZV (3) 
eingeführt. Ihre zeitliche Änderung ist 
dE _ d [m 2 R 
na] -pmo=oe. (4) 


Sie ist positiv, wenn b und fl gleichgerichtet sind, wenn die Masse m also 
beschleunigt wird. Sind d und fl entgegengerichtet, so wird die Masse 
gebremst, und die kinetische Energie E nimmt ab. v. ist die in mecha- 
nische Bewegungsenergie überführte Leistung, also Energie pro Zeit. 


Nunmehr sollen die Gleichungen (1) und (4) so verändert werden, daß 
sie bei LORENTZtransformationen unverändert bleiben. Dies geschieht am 
einfachsten durch Übergang zur systematischen Viererschreibweise, in der 
die Bewegung des Massenpunkts durch x,(r) beschrieben wird. Als Vierer- 
impuls wird nunmehr die Größe 
__ (me,imb) 


VI —(v/e> PıPR = (mc)* (5) 


eingeführt, deren Absolutquadrat wie in (835.10) invariant bleibt. An die 
Stelle von (2) tritt eine vierkomponentige Bewegungsgleichung 


Pp,= mv, 


d 
DK, (6) 


mit einer Größe K,, die als Viererkraft bezeichnet wird. Transformiert 
sich K, sowie p, bei LoRENTztransformationen wie der Ortsvektor x, 
so transformieren sich beide Seiten von (6) bei LoRENTztransformationen 
in gleicher Weise, und die Gleichungen (6) erhalten im transformierten 
System ‘wiederum die gleiche Form. Ein Uhrmechanismus, der den Ge- 
setzen (5) und (6) folgt, muß daher im relativ bewegten System dilatieren, 
wie es die LoRENTztransformation vorschreibt, da seine Grundgesetze 
der Relativitätstheorie genügen, derzufolge alle Inertialsysteme ygleich- 
berechtigt erscheinen. Man beachte hierbei, daß eine nichtdilatierende Uhr 
durch Vergleich mit einer dilatierenden Uhr sofort die Möglichkeit zu Ab- 
solutmessungen liefern würde, was die Relativitätstheorie verbietet. 


Die Komponenten p, und X, werden mit 
= (po, ip) eu 0) 
RE er; 
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bezeichnet. Dabei sind p, und p durch (5) und etwas von (1) abweichend 
definierte Größen, die sich mit Einführung der sogenannten relativistischen 
Masse M in der Form 
=Mv =Me M= — 8 
p Po= Me N- (vlo% (8) 
schreiben lassen. Bei niedrigen Geschwindigkeiten jv |<c geht (8) in (1) 
über. 


Vergleicht man die Viererkraft K, in (7) mit der Komponentendarstellung 
der Vierergeschwindigkeit v, in (835.9), so wird ersichtlich, daß K, gerade 
dann die Transformationseigenschaft des Vierervektors hat, d.h. sich genau- 
so wie v, transformiert, wenn Sl ein Vektor des gewöhnlichen dreidimen- 
sionalen Raums (genau wie dort b) ist. !'muß daher mit der Kraft in der 
nichtrelativistischen Mechanik übereinstimmen. Betrachtet man weiter die 


Definition —— 
dr=_ Yar,da,=di YI- (Je)? (9) 


der Eigenzeit von (835.7), so stimmen die drei räumlichen Komponenten 
der relativistischen Bewegungsgleichung (6) 


- (10) 


mit dem Trägheitsgesetz (2) überein, nur daß nunmehr gemäß (8) in p 
die relativistische, geschwindigkeitsabhängige Masse M an die Stelle der 
gewöhnlichen Masse m getreten ist. Im Falle = 0 wird M = m. m wird 
daher als die Ruhmasse bezeichnet. 


Die relativistische Mechanik unterscheidet sich von der gewöhnlichen 
Mechanik also gerade durch das Auftreten der relativistischen Masse M 
an Stelle von m. Man entnimmt (8) unmittelbar. daß bei kleinen Ge- 
schwindigkeiten |v |<, wie eingangs gefordert wurde, M 2m wird, die 
relativistische Mechanik also in die nichtrelativistische übergeht. 


Zu untersuchen bleibt noch die Aussage der Nullkomponente 4 =: 0 in 
der Bewegungsgleichung (6), in der K’ auftaucht. Um die Bedeutung dieser 
Größe zu untersuchen wird zunächst die Beziehung 


d [m d [m 
nm = (yon) --(5 2) = au 


betrachtet. Vergleicht man (11) mit der Bewegungsgleichung (6), so erhält 


men. Ein d dp; cK’—vR 
ei ua!) or Foul v,K,= 


(12) 


eine Bestimmungsgleichung für die noch unbekannte Größe K’: 


K=—8. (13) 
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Bis auf den Faktor 1/c ist K’ das im Energiesatz (4) auftretende Produkt 
aus Geschwindigkeit und Kraft, also gleich der zum an Zeitpunkt 
in Bewegungsenergie überführten Leistung. 


Nunmehr läßt sich die Nullkomponente der Bewegungsgleichung (6) unter 
Berücksichtigung von (7), (9) und (13) in der Form 
an _d 
Gr big (14) 
schreiben. Der Vergleich von (14) und (4) zeigt, daß p,c die Bedeutung 
der relativistischen Bewegungsenergie haben muß, die sich somit zu 
o 
E= pc = Me = 15 
Be re en 
ergibt. Im aligemeinen enthält diese Größe E, die in den Gleichungen 
nur als Zeitableitung auftritt, eine willkürliche Integrationskonstante, über 
die hier in (15) in spezieller Weise verfügt wird. Die relativistische Be- 
wegungsgleichung enthält somit in den drei Raumkomponenten die Be- 
wegungsgleichung des Massenpunkts, während die Zeitkomponente in der 
Form (14) den Energiesatz enthält. 


M in (15) ist die bei willkürlichen Krafteinwirkungen beobachtete 
geschwindigkeitsabhängige träge Masse. E in (15) ist die mechanische 
Bewegungsenergie des Massenpunkts, die sich bei kleinen Geschwindigkeiten 
in eine Potenzreihe 
E= M&e= me? 3 mv! 


Me En er 
Yı-or air 


entwickeln läßt. Sie unterscheidet sich von der nichtrelativistischen Form (3) 
durch das Hinzutreten einer Konstanten mc? sowie durch Glieder höherer 
Ordnung in v, die bei niedrigen Geschwindigkeiten vernachlässigt werden 
können. Da E für v = 0 in mc? übergeht, wird dieses konstante Glied auch 
als die Ruhenergie des Teilchens bezeichnet. 


(16) 


Die träge Masse M und die mechanische Bewegungsenergie E unter- 
scheiden sich nach (15) bzw. (16) offensichtlich nur durch einen- Faktor c, 
also eine unwesentliche Konstante, die außerstande ist, verschiedene Werte 
anzunehmen und daher keine andere Bedeutung als die eines Dimensions- 
faktors besitzt. Energie und Masse sind daher wesensgleiche Größen und 
bis auf die Dimensionen, in denen sie gemessen werden, miteinander identisch. 
Dieser Satz wird als das Eınsteissche Prinzip der Äquivalenz von Masse 
und Energie bezeichnet. Die nichtrelativistische Mechanik hat in Unkenntnis 
dieses Zusammenhangs das erste Glied der Entwicklung (16) mit seiner 
Trägheitseigenschaft (wiederum bis auf die Dimension c?) als Masse und 
das zweite Glied als Bewegungsenergie eingeführt. Daß beide die ersten 
zwei Entwicklungsglieder einer gemeinsamen Größe, nämlich M, darstellen, 
ist eine der wichtigsten Aussagen der Relativitätstheorie. 
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Eine etwas andere Darstellung der Energie erhält man mit (7) und (5) 

durch 
E _. E\2 

m= (7, i)=mu  mm-m-()- PR 0 am 


In dieser Gleichung wird E durch die Ruhmasse m, den relativistischen 
Impuls p und die Lichtgeschwindigkeit c dargestellt. Die Auflösung von 


(17) nach E ergibt 
B=cVmftpemr+ Er. (18) 


in SEEN mit den früheren Gleichungen. Abschließend soll kurz 
gezeigt werden, daß für ein freies Teilchen, dessen Gesamtenergie mit der 
Bewegungsenergie (18) übereinstimmt, die kanonische Form der Bewegungs- 
gleichungen dt __0H dp ___0H 
dt op a am. 
auch in der relativistischen Mechanik gültig bleibt. Mit H = E lautet die 
erste kanonische Gleichung 
-z eo  _eP _ =. er dt 
— mom Be a 
Die zweite der En ist hier wegen Abwesenheit äußerer Kräfte 
trivial erfüllt, denn es gilt dann 
ap _y öH 


ram zz (21) 


(9) 


(20) 


Wie hier nicht näher gezeigt werden soll, behält die kanonische Form der 
Bewegungsgleichungen in der relativistischen Mechanik auch dann ihre 
Gültigkeit, wenn äußere Kräfte die Bewegung des Massenpunkts beein- 
flussen. 


8337 Imvarianz der Maxweuıschen Theorie 


In diesem Abschnitt wird gezeigt, daß sich die Maxweuuschen Glei- 
chungen als Vektorgleichungen im vierdimensionalen Raum zusammen- 
fassen lassen und damit invariant gegenüber LoßenTztransformationen 
sind. Im folgenden wird wie bisher das Gıoßcısche Maßsystem verwen- 
det. Dabei gilt ©, =1. 


Bei der Stromdichte 
k i=ov 6) 
kann man am einfachsten anfangen, die Viererschreibweise einzuführen. Die 


Viererstromdichte 5, wird definiert als 
5 (c, ib) 
17 0RU— 


ER a —ojor e 


366 8 Relativitätstheorie [837] 


Dabei ist o, die „‚Ruhladungsdichte‘ Q@/V,„ im mitbewegten System. Durch 
die Längenkontraktion erscheint vom ruhenden System aus das geladene - 
Volumen verkleinert, nämlich als V= V,yl— (v/c)2. Die Ladungsdichte 
erscheint dadurch vergrößert, o = or/YI — (ve). Damit wird aus (2) 


= (co, i@v) = (co, üj). (3) 


Die Viererstromdichte j, setzt sich also aus Ladungsdichte o und Strom- 
dichte j zusammen. Wird der in (831.5) definierte Operator 0/0x, auf j, an- 
gewandt, so entsteht als ‚‚vierdimensionale Divergenz‘ 
a 1 ig Be, 
ahnt (4) 
Den Erhaltungssatz der Ladung erhält man, wenn man diesen Ausdruck 
gleich Null setzt: 


Geht man zu einem anderen Koordinatensystem über, so gilt dieselbe Glei- 
chung. Gleichzeitig wurde in (5) eine Abkürzungsvorschrift für Differentia- 
tionen angegeben. Eine Differentiation nach x, wird an der zu differenzie- 
renden Größe als Index } mit davorgestelltem senkrechtem Strich abge- 
kürzt. Auch auf diese ‚Indizes‘ bezieht sich die Summationsvorschrift. 


In Teil (6) wurden die vier elektrodynamischen Potentiale eingeführt. 
Ihre Bestimmungsgleichungen (636.9) aus Dichte und Stromdichte der 
elektrischen Ladung können direkt in LORENTZ-invarianter Form 


| D4A,= Holı | . (6) 


zusammengefaßt werden, mit j, als der Viererstromdichte und 
U . 
4=(%, :9) (7) 


als Viererpotential. In (6) ist die „Zeitkomponente‘ mit der Bestimmungs- 
gleichung für das skalare Potential u identisch, während die räumlichen 
Komponenten gerade die Gleichung für das Vektorpotential A liefern. 
Bevor mit diesem Viererpotential weitergerechnet wird, sei noch der Zu- 
sammenhang mit den Feldgrößen € und B angegeben: 


_. M BU u 
"Tau a 

(8) 
u u I. 4 
u a 
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Wenn wir die Ableitung von A, gleich Null setzen, erhalten wir die LORENTZ- 


Konvention (636.6): 


02, & 7 or v. (9) 


Sie ist eine relativistisch invariante Gleichung und läßt sich in der Form 
Ayp=0 darstellen. 
Im folgenden wollen wir durch 


F' 


* 


0A, 04, 
Ö%, 0%, 


>= As — Ar = (10) 
einen antisymmetrischen Feldstärkentensor einführen. Die Größe F,, ist 
antisymmetrisch, weil die Vertauschung von = und A eine Änderung des 
Vorzeichens bedeutet. Daraus folgt F,,=0. Zweckmäßiger Darstellung 
wegen führen wir neben den griechischen Indizes x, A, u, v, die von Null bis 
drei laufen, noch lateinische Indizes k, I, m, n ein, die nur die Werte 1, 2,3 
annehmen. Der Vierervektor x, stellt sich dann dar als x, = (%,, 2,) mit 
%, = it,; entsprechend die Viererstromdichte j, = (j,, j,) mit 5, = tj, und 
das Viererpotential A, = (4,, 4,) mit A, =iQ,. Hierbei werden die ge- 
wöhnlichen Vektorkomponenten des dreidimensionalen Raumes also aus- 
drücklich mit deutschen Buchstaben geschrieben und mit einem Index 
versehen, um sie von den übrigen Bezeichnungen zu unterscheiden. 


In F,, von (10) braucht man jetzt nur noch die gewöhnlichen Ausdrücke 
mit u und X einzusetzen, um die entsprechenden Komponenten von F,, zu 
erkennen. F,, ist gemäß (8) bis auf einen Faktor i/c mit der elektrischen 
Feldstärke €, identisch: 


4A 9A [1 9u ; OA in. di 
Form (5) (ES ) F, ) 


F,, hängt mit B zusammen: 
m, Ar _ 04 _IU OU _ 
um 5, 0 dr, 


2 By. (12) 


Die einzelnen Komponenten lauten ausführlich: 


0A, 84 d R k 
Fa=F,,= öy Fr Io: = ), = Bu VE 
04, 8A, d ' ; 
u 2 ee (am & A =—B,=PB,= Ba (13) 
04, 9A, ö i : 
Fu=F.=% [xt —B,= WB, i2By. 
Zusammenfassend stellt sich also 7, folgendermaßen dar: 
om (fo Ba=B, 
c 
Fr = == n \ Bas == B, (14) 


Fro Fa _— & Ba Bye By: 
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Damit sind sämtliche Komponenten des Tensors bestimmt. Es wurde fest- 
gestellt, daß die rein zeitliche Komponente F, aus Symmetriegründen ver- 
schwindet. Die gemischten Komponenten enthalten das elektrische Feld, 
die räumlichen Komponenten stellen das magnetische Feld dar. 


Als nächstes sind die Bestimmungsgleichungen aufzusuchen, denen dieser 
Tensor genügt. Gebildet wird etwa OF, ,‚/dx;: 
F,.33 = Ar — Arpga = Ara — Are = App = DA,. (15) 
Im ersten Gleichheitszeichen wird die Definitionsgleichung (10) verwendet. 
Das zweite und dritte entsteht, wenn man die Reihenfolge der Differentia- 
tionen vertauscht und die Lorentz-Konvention (9) berücksichtigt. Die 
Potentialgleichung (6) liefert dann schließlich eine der gesuchten Be- 
dingungsgleichungen: 


“ 


Fa >= Hohe: (16) 
Ihre zeitliche Komponente ist infolge (11) 
1 o€ 1 98 0% 
a re a u 2 (17) 


Sie ist mit der Bestimmungsgleichung für ® der MaxweLıschen Theorie 
identisch. Für die räumlichen Komponenten entsteht 


Fap=(- 4 &+i7.x 8) =im(— D+ XD), ihr (18) 

Das Induktionsgesetz wie auch das Gesetz über die Ladungsfreiheit der 
Magnetfelder erhält man durch Bildung von 

ei Fur Farut Furt Find. (19) 

Man braucht nur die Fälle «+A- u zu berücksichtigen, weil sich bei 


gleichen Indizes die einzelnen Glieder gegenseitig wegheben. (19) stellt also 
vier verschiedene Gleichungen dar mit folgenden Indexkombinationen: 


x» !olololı 
a„lels|ls|ıs 


Die drei Gleichungen mit x = 0 liefern das Induktionsgesetz 


P,} . 

„xe=-8, (20) 
die letzte Kombination das Gesetz von der Ladungsfreiheit der Magnet- 
felder 08 

=0. eu 


Damit ist eine relativistisch invariante Darstellung der Maxweruschen 
Theorie im Vakuum gefunden. 
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Übungsaufgaben 


83.1. Ein u-Meson von der Masse m=210 m, (m, = Ruhmasse des Elektrons, 
moc?= 0,5 MeV) hat die Lebensdauer von r= 2,15: 10°°s und wird in 30 km 
Höhe erzeugt. Wie groß muß seine Energie mindestens sein, damit es die Erde 
noch erreichen kann? 


83.2. Eine Lichtquelle sendet Licht mit einer Wellenlänge A, aus. Welche Wellenlänge 
bzw. Frequenz mißt ein Beobachter, der sich mit der Geschwindigkeit v von 
ihr entfernt (bzw. auf sie zu bewegt) bei Berücksichtigung der Relativitäts- 
theorie? Wie unterscheiden sich die Formeln von denen des akustischen Doppler- 
effekts? 


9 Systematische Wellentheorie 


Bei den verschiedensten Wellentheorien zeigten sich immer wieder: 
Relationen, die an grundsätzlich von der Mechanik her bekannte Zusammen- 
hänge erinnerten. So ergab sich für die Schwerpunktsbewegung von Wellen- 
paketen eine Bewegungsgleichung, die an das Newronsche Bewegungs- 
gesetz der Mechanik erinnerte. Diese Analogien werden noch durchsichtiger 
bei der systematischen Behandlung von Wellentheorien, die in diesem Teil 
durchgeführt werden soll. 


Die Erhaltungsgrößen einer Wellentheorie lassen sich unmittelbar an- 
geben, wenn es gelingt, aus den Wellenfunktionen und ihren Ableitungen 
einen symmetrischen, divergenzfreien Tensor, den Energieimpulstensor, 
zu konstruieren, dessen 00-Komponente positiv definit sein muß. Seine 
bloße Existenz hat unmittelbar 10 Erhaltungsgrößen zur Folge, die den 
mechanischen Erhaltungsgrößen Energie, Impuls, Drehimpuls und Anfangs- 
schwerpunkt äquivalent sind. 


Bezieht man die Erzeugung und Absorption von Wellen mit in die Be- 
schreibung ein, so ist der Energieimpulstensor an den Orten, wo Erzeugung 
oder Absorption stattfindet, nicht mehr divergenzfrei. Auch die Erhaltungs- 
sätze gelten hier nicht. Es kann an diesen Orten zum Beispiel mechanische 
Energie in Wellenenergie überführt werden und umgekehrt. Als Erhaltungs- 
größen lassen sich unter diesen Voraussetzungen nur Größen definieren, 
die aus dem mechanischen Anteil und dem Wellenanteil additiv zusammen- 
gesetzt sind, wie zum Beispiel die Summe von mechanischer Energie 
und Wellenenergie. Entsprechend setzt sich der Energieimpulstensor des 
gesamten Systems aus zwei Tensoren zusammen; der eine ist der Wellen- 
theorie und der andere der Kontinuumsmechanik zugeordnet. Jeder Teil 
für sich ist nicht divergenzfrei und hat somit auch keinen Erhaltungssatz 
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zur Folge. Beide zusammen jedoch sind divergenzfrei. Diese Überlegungen 
liefern, wie sich in Kapitel 93 und 94 herausstellen wird, die Gesetze der 
Wechselwirkung zwischen Wellen und Mechanik zwangsläufig und quan- 
titativ. 


Darüber hinaus sind bei dieser systematischen Behandlung der Wellen- 
theorie alle Gleichungen in der vierdimensionalen Schreibweise dargestellt. 
Das hat zur Folge, daß diese Gleichungen automatisch der speziellen 
Relativitätstheorie genügen. 


In Kapitel 91 wird noch einmal eine nunmehr systematische Darstellung 
der vierdimensionalen Vektorrechnung gegeben. In Kapitel 92 wird der 
Energieimpulstensor allgemein eingeführt und mit allen Konsequenzen, 
die sehr weitgehend sind, behandelt. In Kapitel 93 und 94 schließlich er- 
folgt die Anwendung des Energieimpulstensors auf skalare und trans- 
versale Wellen. In Kapitel 95 werden mechanische Koordinaten in die 
Wellentheorie eingeführt. Damit kann auch der Hamıtroxformalismus 
der Mechanik sinngemäß in die Wellentheorie übertragen werden. 


91 Die vierdimensionale Vektorrechnung 


Zusammenfassung: Ein Vektor ist eine mehrkomponentige Größe a,, deren 
Quadrat ei bei Drehungen invariant bleibt. Im Dreidimensionalen unterscheidet 
man polare und axiale Vektoren, die sich durch ihr Verhalten bei Spiegelungen 
unterscheiden. Im vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum gibt es nur polare 
Vektoren, den axialen entsprechen schiefsymmetrische Tensoren. Zu den vierdimen- 
sionalen Drehungen gehört neben den gewöhnlichen Raumdrehungen die LORENTZ- 
transformation. Formuliert man daher alle physikalischen Gesetze als Beziehungen 
zwischen vierdimensionale* Vektoren und Tenscren, so ist ihre relativistische Invarianz 
gesichert. Die skalare und die transversale Wellengleichung sowie die Kontinuitäts- 
gleichung erhalten in dieser Schreibweise eine besonders einfache und symmetrische 
Form. 


911 Sehreibweise 


Wie in der Relativitätstheorie sollen auch hier die Koordinaten t,r 
zusammengefaßt werden in der Form 


= (&p: X; X, %a) = (et, ir, iy, i2) = (eb, ir). (1) 


Bei diesen vierdimensionalen Vektoren vom Typ (1) werden die Kompo- 
nenten mit griechischen Indizes x, A, u, » bezeichnet. Werden nur die 
Komponenten 1 bis 3 betrachtet, so werden lateinische Buchstaben %, 
L,m,n... verwendet. In diesem Sinne werden also die Ortskomponenten 
von &, mit x, bezeichnet. Dabei ist entsprechend (1) der Faktor i mit 
eingeschlossen. 
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Sollen die Raumkomponenten des Ortsvektors im gewöhnlichen Sinne 
betrachtet werden, so werden sie wie gewöhnliche dreidimensionale Vek- 
toren (deutsch) geschrieben und wenn nötig, zusätzlich mit den lateinischen 


Indizes k, l,m,n... versehen. r, bezeichnet also hier die !-te Komponente 
des Ortsvektors r in der Schreibweise 
%= (et, ir) t=(n,19,%)=(t). (2) 


Dabei ist also unter r ohne Index der Vektor selbst zu verstehen. 


Über Indizes, die zweifach in den Gleichungen auftreten, ist stets zu 
summieren; alle Summationszeichen sind fortgelassen. So bedeutet im 
allgemeinen 


3. 3 
a,6; = aba = ad +20 b, 


f a (3) 
ab = ab = Yab)=—ab. 
5 v=i I=1 
Viel benutzt wird das Krowzckessche d-Symbol, definiert durch 
1 
0, für 2.4. (4) 
N) 
Beispielsweise ist [siehe (8)] 
_ 00. > 5 
a u Ink: (5) 


Überall, wo diese ö-Symbole auftauchen, bewirken sie bei Summationen, 
wie hier bei 

6,20, A, (6) 
einen Wechsel der Indizes. 


Der vierdimensionale Differentialoperator hat die Form 


ö {7} {7} 
öx, (ar ö €) m 
Die Schreibweise der Differentiationen läßt sich darüber hinaus noch 
weiter zu j 


öf 


ee. (8) 


vereinfachen, indem man lediglich den Index, der beim Differenzieren 
auftritt, mit einem senkrechten Strich hinter die zu differenzierende 
Funktion setzt. In diesem Sinne bedeutet z.B. 


Im Zha= (2 a (9) 


Die Summationsvorschrift gilt also auch für Indizes, die die Ableitungen 


repräsentieren. 
B y 
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Der Viereckoperator 
ö2 0? 1 > PR 
O= 0, IF € de De 2 
ist eine relativistische Invariante. Somit ist die Wellengleichung für ska- 
lare Wellen 
Du=0 (11) 


bereits eine relativistisch invariante Gleichung, sofern c in (10) die Licht- 
geschwindigkeit bedeutet. Schallwellen, die formal durch (11) beschrieben 
werden, bei denen jedoch c die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Schalls 
bedeutet, sind in dieser Form nicht relativistisch invariant. Da ihre Aus- 
breitungsgeschwindigkeit jedoch klein gegen die Lichtgeschwindigkeit ist, 
wäre es sinnlos, hier relativistische Korrekturen anbringen zu wollen. 


Auch die Lösungen der Wellengleichung (11) können in invarianter 
Schreibweise aufgesucht werden. Eine ebene Welle wird als 


u= Ach a) (12) 


angesetzt mit %k, als der vierkomponentigen Wellenzahl. Setzt man (12) 

in (11) ein, so fordert die Wellengleichung für %k, die Erfüllung der Be 

dingung 
d=0 = ce. (13) 


Die allgemeinste Lösung von (11) kann durch Superposition von Wellen 


des Typs (12) aufgebaut werden, deren Wellenvektoren k, alle der Be-. 
dingung (13) genügen müssen. 


Transversale Wellen werden nach den Ausführungen von Abschnitt 837 
durch 
i DA, = Yosa Ay=0 (14) 

beschrieben, wobei die letzte Gleichung in (14) die Nebenbedingung oder 


Losentz-Konvention darstellt. Die beiden in (14) auftretenden Vierer- 
vektoren des Potentials A, und der Stromdichte j, sind durch 


4=(*,:%) jn= (ec, ö) (15) 

definiert. Genügen Ladungs- und Stromdichte der Kontinuitätsgleichung 
R e öi 

ia 0 +5 =0, (16) 


so gilt bekanntlich der Erhaltungssatz der Ladung. Auch die Kontinuität 
läßt sich offenbar in relativistisch invarianter Form beschreiben. 
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912 Vektoren 


In Abschnitt 911 ist eigentlich nur eine neue Schreibweise eingeführt 
worden. Es stellte sich heraus, daß Wellengleichungen eine offenbar sehr 
einfache und besonders symmetrische Form annehmen, wenn man die 
Zeit- und Ortskomponenten der physikalischen Gleichungen in geschickter 
Weise zusammenfaßt. Dabei wurden im allgemeinen die 4 Größen et und ix 
schematisch zusammengefügt und als Vierervektoren bezeichnet. Wenn 
ein Schema von Zahlen einen Vektor bilden soll, so genügt es dazu aber 
nicht, daß dieses Schema lediglich aus einer gewünschten Zahl von Kompo- 
nenten besteht; denn unter einem Vektor wird ein Zahlenschema von 
spezieller geometrischer Bedeutung verstanden, das sich bei Koordinaten- 
transformationen in ganz bestimmter und vorgegebener Weise transformiert. 
Unter welcher Voraussetzung die in Abschnitt 911 eingeführten Vierer- 
vektoren auch Vektoren in diesem Sinne sind, soll nunmehr untersucht 
werden. 


In der üblichen dreidimensionalen Vektorrechnung bleibt das Längen- 
quadrat 2 des Ortsvektors r invariant bei Drehungen des Raums um den 
Ursprung des jeweils gewählten Koordinatensystems. Eine entsprechende 
Forderung soll hier für die vierdimensionalen Vektoren 


= (X, 21, 29, 25) = (et, ir) = (ci, in) (ı) 


erhoben werden. Wir betrachten daher Koordinatentransformationen 
vom Typ nn Ra. (2) 
Die hier zusammengefaßten Transformationen werden als die Drehungen 
im vierdimensionalen Raum bezeichnet. Ihre analytische Form läßt sich 
aus der Invarianzforderung (2) ableiten. Man sieht (2) unmittelbar an, 
daß die neuen Koordinaten &£, aus den alten x, durch eine homogene lineare 
Transformation hervorgehen müssen, die in den beiden Transformations- 
richtungen in der Form 


I, = Aut 2%, Kun} Rarlıu == Den (3) 


angesetzt werden kann. Dabei sind die Zahlen «,, die Koeffizienten der 
Transformation. Die entsprechenden Koeffizienten &,, beschreiben die 
Umkehrtransformation. Weiter sollen diese Koeffizienten so beschaffen 
sein, daß (2) gilt, weswegen sie der Gleichung 

5 E70 Ay: 
genügen müssen, damit 

En 0: APR FE E- POR DEE; (5) 


erfüllt wird. Bei diesen Transformationen (3) erhält man nach (4) die 
Umkehrtransformationen durch Vertauschung der Indizes. Sie werden als 
Drehungen des vierdimensionalen Raumes bezeichnet. 


25 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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Handelt es sich um infinitesimale Drehungen, bei denen wegen (4) der 
Ansatz 
Aa Önt Eur \rl<l] (6) 
gemacht werden kann, so erhält man beim Einsetzen in (3) 
%= ut Erata ent &ufle- (7) 
Vertauscht man in der zweiten der Gleichungen (7) die Bezeichnung der 
Indizes x und A und berücksichtigt ferner, daß man nur einen Fehler von 
höherer Ordnung in e,, macht, wenn man neben &,, die Komponenten &, 
durch x, ersetzt, so zeigt der Vergleich mit der ersten der Gleichungen (7) 


die Gültigkeit von 
2 Ei 7 FE (8) 


Diese Bedingung tritt also bei der infinitesimalen Transformation (6) an 
die Stelle von (4) zur Beschreibung der Drehungen. 


Die vier Komponenten eines Raumpunkts bilden im Sinne dieser Aus- 
führungen einen Vektor, nämlich den Ortsvektor (1). Darüber hinaus 
wird als Vektor jedes Schema von Zahlen eingeführt, das sich bei den 
durch (2) bis (8) charakterisierten Koordinatentransformationen wie der 
Ortsvektor verhält. Bei der Transformation (3) müssen die alten und neuen 
Komponenten des Vektors a, durch die Gleichungen 


a,= Rd 4,= Kyylx (8) 
miteinander verbunden sein. Insbesondere muß 
“=a} (10) 


gelten, a? also eine Invariante sein. Betrachten wir nunmehr den speziellen, 
durch (1) eingeführten, vierdimensionalen Mınkowskıschen Raum, das 
sogenannte Raum-Zeit-Kontinuum, so bedeutet die Invarianzforderung (2) 


PR -Pedl—r. am) 
Hier sind die -Transformationen (3) in Abschnitt 832 bereits untersucht 
worden. Die in den «,, enthaltenen 6 linear unabhängigen Komponenten 
beschreiben zunächst drei räumliche Drehungen, bei denen i=t bleibt 
und somit neben (11) noch 


R=? ar (12) 


gilt. Bei diesen Drehungen werden also nur die Raumkomponenten in- 
einander transformiert. 


Die in (3) noch enthaltenen 3 Drehungen stellen, wie ebenfalls in Ab- 
schnitt 832 gezeigt werden konnte, LoRENnTztransformationen in der z-. 
y- oder 2-Richtung dar. Die bei diesen Transformationen erfüllte Invarianz- 
forderung (11) bedeutet, daß in jedem der durch (3) zugelassenen Koordi- 
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natensysteme eine Kugelwelle, bei der (11) verschwindet, stets wieder 
in eine Kugelwelle transformiert wird, in anderen Worten, in jedem 
Koordinatensystem besitzt eine durch 

Äi=0 R=0 (13) 


beschriebene Kugelwelle die gleiche Form und breitet sich nach allen 
Richtungen mit gleicher Geschwindigkeit c aus. . 


Beim Integrieren im vierdimensionalen Raum muß bei bewegten Ko- 
ordinaten berücksichtigt werden, daß 


FrpEEN dt en ri 2 
er: dz=d:xY1-— (ve) (14) 


gilt. Die letzte Gleichung in (14) gilt jedoch nur, wenn x mit der Bewegungs- 
richtung identisch ist. Für die Volumsnelemente des drei- und vierdimensio- 
nalen Raumes 


do=dxdydz d2=cdtdxdydz (15) 
folgt daher im bewegten System 
ds=do Y1— (vjc)? AR=dLQ. (16) 


Das vierdimensionale Volumenelement 42 ist also eine Invariante gegen- 
über den Drehungen (LoREnTztransformationen) von (3). 


Der Flächeninhalt eines durch zwei Vektoren a und b im dreidimensio- 
nalen Raum aufgespannten Parallelogramms ist bekanntlich 


F=ja|-|b|sin (a, b). (17) 
Liegen die beiden Vektoren in der xy-Ebene, so soll der zugehörige Flächen- 
inhalt als F,, bezeichnet werden. Dieser ist 


4,0, 
b,b, 


Die Verallgemeinerung von (18) für eine beliebige zweidimensionale Ebene, 
die 2,%;-Ebene oder einfach kl-Ebene, lautet danach 5 


Fu= ub— ab; (19) 


Die in (19) eingeführten und jeder einzelnen Ebene zugeordneten Kompo- 
nenten bilden einen antisymmetrischen Tensor 


F,, = = a,b,— aybz:" (18) 


0 F,y Fa: 
Fua=—Fır= Fu. 0 Fyz . (20) 
Fa Pe 


Von den in (20) enthaltenen 6 verschiedenen Ebenen (kl) sind in Wirk- 
lichkeit nur 3 voneinander verschieden, so die Ebenen xy, yz und zz. 
Die ihnen zuzuordnenden Flächenelemente können zu einem Vektor zu- 


25% 
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sammengefaßt werden, wenn man das zu jeder der 3 Ebenen gehörige 
Flächenstück als Vektorkomponente in der zugehörigen Normalenrichtung z, 
x oder y wählt. Diese Zuordnung enthält ein willkürliches Vorzeichen, 
über das hier im Sinne rechtshändiger Koordinatensysteme verfügt wurde. 
Trifft man diese Zuordnung, so lauten die Komponenten des Flächen- 
tensors 

Fe=- Fa Fr: Fa=-Fa=Fr: Fya=-Fa=F:- (21) 


Für das Flächenquadrat gilt 
P-PR+N+M=,Fı= 2 (4b ab?=(ax 6). (22) 


Man beachte in (22) die Faktoren 1/2, die deswegen auftreten, weil bei 
der Quadratsumme der in (20) aufgeführten Koeffizienten jede Kompo- 
nente doppelt auftritt. Zu den Größen, die im Sinne von (21) als Vektoren 
eingeführt werden, gehören alle Vektoren, die durch ein Vektorprodukt 
darstellbar sind. Sie werden aus Gründen, die anschließend untersucht 
werden, als axiale Vektoren bezeichnet. 


Es soll nun das Verhalten von Vektoren gegenüber Spiegelungen am 
Koordinatenursprung, definiert durch 


(8, y 2) — (2, — 9, —2), 23) 


untersuckt werden, bei denen jede Komponente einzeln ihr Vorzeichen 
ändert. Ein gewöhnlicher Vektor a oder b muß dabei sein Vorzeichen 
umkehren und sich gegenüber der Transformation (23) wie der geometri- 
sche Pfeil der Abb. 912a) verhalten. Dieser Sachverhalt liefert die eigent- 
liche axiomatische Rechtfertigung dafür, Vektoren durch Pfeile zu charak- 
terisieren. Da man beim Pfeil Spitze 
a) b) und Ende durch + und — unter- 
ö scheiden kann, werden die Vektoren 
als polar bezeichnet und es gilt bei 

Spiegelung 
a——4. (24) 


POIBF axial Ein Vektorprodukt dagegen wech- 


Abb. 912. lt 2 r : h . ht t 
Verhalten von Vektoren bei Spiegelung helk nein. Worzeieben, DEN, Be .ie 
axb—axb, (25) 


da die beiden in (25) auftretenden Vektoren ihr Vorzeichen gewechselt 
haben. Wie Abb. 912b) zeigt, ist eine mit einem Drehsinn behaftete Achse 
gerade das geometrische Gebilde, welches durch 3 Komponenten darstellbar 
ist und bei Spiegelung am Koordinatenursprung ungeändert bleibt. Vekto- 
ren vom Typ (21), die durch Vektorprodukte dargestellt werden können, 
lassen sich also durch mit Drehsinn behaftete Achsen veranschaulichen 
und werden daher als axial bezeichnet. 


“ 


- 
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Die bislang angestellten Überlegungen betrafen nur den dreidimensio- 
‚nalen Raum. Im vierdimensionalen Raum gibt es zwar polare, aber keine 
axialen Vektoren. Zweidimensionale Flächenelemente des vierdimensionalen 
Raums können daher nur im Sinn von (20) als schiefsymmetrische Ten- 
soren eingeführt werden. Man erhält dabei ein Schema von 16 Kompo- 
nenten, von denen 6 linear unabhängig sind: 


ad — du: (26) 


Eine Darstellung der 6 linear unabhängigen Komponenten durch ent- 
sprechende axiale Vektoren ist nicht möglich. Gelegentlich jedoch werden 
sie durch zwei dreidimensionale Vektoren veranschaulicht. Diese Über- 
legungen gelten auch für allgemeinere Begriffsbildungen. So kann die 
‚Rotation eines Vektors 


I ya n 4A . 


dr dx, ” dx, A,=Fu= —Fr (27) 


nur durch einen schiefsymmetrischen Tensor, den Feidtensor F,, be- 
schrieben werden. 


913 Erhaltung der Ladung 


In diesem Abschnitt soll die Kontinwitätsgleichung der Ladung zusammen 
mit den aus ihr zu ziehenden Folgerungen noch etwas genauer diskutiert 
werden. In der nichtrelativistischen Schreibweise hat diese Gleichung 

: 0 ‘ 
+5, —0 6 
zur Folge, daß sich eine Größe 
66: % 
Q= [doe (2) 


bilden läßt, deren zeitliche Ableitung verschwindet, sofern in (2) über das 
gesamte unendliche Volumen integriert wird: 


oo 
d R 9 i 
Dabei wird der Gavsssche Satz benutzt. 


Die in (1) bis (3) durchgeführte Überlegung soll nunmehr in relativistisch 
invarianter Form wiederholt werden. Zunächst würde man an Stelle von (1) 
und (2) schreiben 


iO a=—[dcio. “ 
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Aber auch die Größe Q in (4) und die Aussage (3) über ihre Zeitunabhängig- 
keit lassen sich relativistisch invariant darstellen. Hierzu wird in Abb. 913.1 
ein Ausschnitt eines vierdimensionalen Volumens, nämlich die (x, ct)-Ebene 
betrachtet. j 


In dieser Darstellung wird z. B. die Bewegung eines Massenpunkts im 
Zeitablauf durch seine Bahnkurve wiedergegeben. Diese Bahnkurve läßt 
sich unter Einführung eines beliebigen Parameters « in der Form 


= 2;,(0) i (5) 


invariant darstellen, wobei also jede der Komponenten x, von diesem 
Parameter abhängt. Da der Massenpunkt sich nicht mit Überlichtge- 
schwindigkeit bewegen kann, muß die Bahnkurve in Abb. 913.1 stets 
steiler als mit 45° verlaufen. Solche Kurven nennt man zeitartig, weil 
sich zu ihnen immer Transformationen angeben lassen, die diese Kurven 
in die vertikale Zeitachse der Abb. 913.1 transformieren. Man braucht 
zu diesem Zweck den neuen 
Koordinatenursprung lediglich 
in den Massenpunkt selbst zu 
legen. 


Als raumartig verbunden be- 
zeichnet man dagegen solche 
Bahnpunkte, deren: Verbin- 
dungslinie einen Winkel von 
mehr als 45° mit der t-Achse 
bildet, deren vierdimensionales 
Abstandsquadrat also 


z x (cP «PP? (6) 

Abb. 913.1. in vierdi ionaler 2)12 
ee 
1-3 raumartig verbunden) wird. Eine Fläche wird alsraum- 
artig bezeichnet, wenn alle ihre 
Punkte im Sinne von (6) raumartig miteinander verbunden sind. Eine 
solche Fläche läßt sich stets durch gewisse Transformationen, die den 
Postulaten der Relativitätstheorie (Verbot von Überlichtgeschwindigkeiten) 
genügen, in eine zur t-Achse senkrechte Ebene überführen. Die durch t = 0 
laufende dreidimensionale Ebene bedeutet den gewöhnlichen Ortsraum 

zur Zeitt=(0. 


In Abb. 913.1 wird ein. vierdimensionales Volumen 
2= [d0= [cdtdo (7) 


betrachtet, das durch zwei raumartige Flächen t, (t) und t,(t) sowie rechts 
und links durch zeitartige Flächenstücke begrenzt wird. Für ein derartiges 
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Volumen läßt sich mit beliebigen Funktionen j, der Gausssche Satz in 
die vierdimensionale Form übertragen: 


R 


wobei das Flächenelement des Randes durch 


da 


da=g,, = (do, edtdydz, +odtdadz, +edtdzdy) (9) 


gegeben ist. 


Der Beweis von (8) ist für den dreidimen- 
sionalen Raum allgemein bekannt. Er soll hier 
in einer Form wiederholt werden, die unabhän- 
gig von der Dimension des Raums und damit de 
im hier speziell interessierenden vierdimensiona- %-5° % tr 
len Raum ohne weiteres gültig ist. Es.wird zu Abb. 913.2. Zur Ableitung 
diesem Zweck ein n-dimensionaler Kubus be- des Gaussschen Satzes 
trachtet. In seinem (n — 1)-dimensionalen Rand- 
integral fassen wir lediglich zwei sich gegenüberstehende, (n — 1)-dimen- 
sionale Flächenelemente an den Orten x, + dx,/2 und &, — dx,/2 ins Auge, 
wie das in Abb. 913.2 dargestellt ist. Wird der Kubus als infinitesimal 
klein angesehen, so läßt sich das Randintegral durch 


dan =dldnnitdajit] 
= 6 [dooliolzo+ del?) ol dr +A +} (10) 
C}} 05 
darstellen. Die Rechnung braucht nur für die 0-Komponente durchgeführt 


zu werden, da sie bei allen anderen Komponenten ganz analog verläuft. 
Wegen (9) aber gilt 


doody=doda =. =dQ, (11) 
und somit ist Gleichung (8) jedenfalls für den infinitesimalen Kubus be- 
wiesen. 


Ein endliches vierdimensionales Volumen wird in Elementarkuben vom 
betrachteten Typ aufgeteilt, für deren jeden eine Gleichung vom Typ (8) 
gilt. Addiert man diese Gleichungen, so erhält man auf der linken Seite 
von (8) die Summe der Raumintegrale über alle Kuben, die natürlich 
gleich dem Integral über das betrachtete Gesamtvolumen ist. Auf der 
rechten Seite von (8) erhält man die Summe über die Oberflächenintegrale 
aller Kuben, bestehend aus äußeren Randflächen und inneren, die sich 
paarweise gegenüberstehen. Diese letzteren aber haben entsprechend 
Abb. 913.2 entgegengesetzte Vorzeichen und tragen zur Summation nichts 
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bei. Es bleibt daher lediglich der Beitrag des äußeren Randgebietes in (8). 
Somit gilt (8) auch für endliche und beliebig geformte Volumina. 


Nunmehr läßt sich aus der Kontinuitätsgleichung 
u) al) 
in koordinatenunabhängiger Form ein Zrhaltungssatz direkt formulieren. 
Gleichung (11) wird über ein Volumen vom Typ der Abb. 913.1 integriert. 
Man erhält nach (8) also 


Sdaj;=0. (12) 


Die Randfläche R in (12) besteht nach Abb. 913.1 aus zeitartigen Anteilen 
rechts und links, die räumlich von den durch j, beschriebenen Ereignissen 
sehr weit entfernt liegen sollen und daher im Sinne von (3) nichts zu dem 
Oberflächenintegral (12) beitragen. Es bleiben in (12) also nur die Beiträge 
der beiden raumartigen Flächen. do, bedeutet in (12) zunächst das Flächen- 
element mit nach außen gerichteter Normalen. Legt man in beiden raum- 
artigen Flächen die Normalenrichtung in die Richtung der positiven Zeit- 
achse, so erhält (12) die Form 

te) 12) 

fasn- [aon=0. - (13) 
Diese Gleichung zeigt, daß das Flächenintegral über t, für eine beliebige 
raumartige Fläche t,(r) den gleichen Wert wie über t,(t) ergibt. Da 
beide Flächen aber beliebig gewählt werden können, muß dieses Integral 
offenbar unabhängig von der jeweiligen raumartigen Integrationsfläche in 
Abb. 913.1 sein. Es ist daher 


t(k) 
| 0=— [dan | . 


eine Größe, die unabhängig von der betrachteten raumartigen Fläche i(t) 
ist. Dies ist die verallgemeinerte Ableitung und Formulierung einer Er- 
haltungsgröße. 


Wählt man als spezielle raumartige Fläche die Ebene t—=0, so trägt 
von den Flächenelementen (9) nur die 0-Komponente zu (14) bei, und es 
wird j 1 

= [asj0=[d0g, (15) 


wie früher in (2). Die Flächenunabhängigkeit der in (14) definierten Größe & 
bedeutet: hier die verallgemeinerte, koordinatenunabhängige Formulierung 
der Zeitunabhängigkeit, die bei speziellen Koordinaten die Form (15) erhält. 
Die Formulierung des Erhaltungssatzes in den Gleichungen (11) und (14) 
wird sich in ähnlicher Weise auch bei allen übrigen Erhaltungsgrößen 
wiederholen und ist deshalb von fundamentaler Bedeutung. 


. 
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Übungsaufgaben 
91.1. Gegeben ist die Transformation (vierdimensionale Drehung) 
%,= Kurt ur, Ku ur 
Wie transformieren sich 


a) ein Vektor a,, c) das innere Produkt a,b,, 
b) ein Tensor T,,=a,b,, d) die Divergenz T,;4?- 


91.2. Wie lauten Viererstromdichte, Viererpotential und Feldstärkentensor für den 
Fall einer im Koordinatensystem & ruhenden Punktladung? Wie ändern sich 
diese Größen beim Übergang zu einem gleichförmig geradlinig bewegten Bezugs- 


system 3 
91.3. Man beweise, daß u=ö(zi) eine Lösung der Gleichung 
Du=4nöfs,) mit ö6(&,)=ölct)öft) 


ist, unter Benutzung der Fourtzedarstellung der ö-Funktion, ohne die vier- 
dimensionale Schreibweise zu verlassen. 
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Zusammenfassung: In den meisten Wellentheorien treten 10 Erhaltungsgrößen 
auf, die denjenigen eines abgeschlossenen mechanischen Systems genau entsprechen: 
Energie E und je 3 Komponenten von Impuls ®, Drehimpuls % und Anfangsschwer- 
punkt 3°. Zur einheitlichen Untersuchung und Behandlung dieser Größen in Wellen- 
theorien läßt sich ein Energieimpulstensor einführen. Dieser wird aus den Wellen- 
funktionen und ihren Ableitungen gebildet und muß 3 Forderungen erfüllen: 
Typ konst., verschwindende Divergenz, Symmetrie. Aus der verschwindenden Diver- 
genz T,,]2=0 folgen Energie und Impuls als Erhaltungsgrößen. Sie bilden zusammen 
einen Vierervektor P,=(E/c, i®), durch dessen Quadrat P}= (Mc)? die Ruhmasse M 
definiert wird. Auf Grund der Symmetrie von 7',, läßt sich ein schiefsymmetrischer 
Tensor M,,, konstruieren, dessen Divergenz wiederum verschwindet und dessen zu- 
gehörige Erhaltungsgrößen den Drehimpuls 3 und den Anfangsschwerpunkt 3° 
definieren. Dabei ist Schwerpunkt = Energieschwerpunkt. Zwischen den Größen E, 
M, ® und $ bestehen die gleichen Beziehungen wie in der relativistischen Mechanik. 
Die Wirkung äußerer Kräfte hat eine nicht verschwindende Divergenz des Energie- 
impulstensors zur Folge. 


921 Energie und Impuls 


Ein abgeschlossenes mechanisches System weist bekanntlich 10 Er- 
haltungsgrößen. (einschließlich deren Komponenten) auf, nämlich: 


Energie E Skalar 
Impuls ® polarer Vektor 
Drehimpuls % axialer Vektor (1) 


Anfangsschwerpunkt 3° polarer Vektor. 
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Hat man bei einem solchen mechanischen System irgendeine Erhaltungs- 
größe gefunden, so kann man allein auf Grund ihrer allgemeinen Eigen- . 
schaften bereits unterscheiden, um welche der in (1) genannten Erhaltungs- 
größen es sich handeln muß. Die Energie E ist die einzige skalare Größe 
unter ihnen (skalar im Sinne der dreidimensionalen Vektorrechnung, nicht 
im Sinne der vierdimensionalen Vektorschreibweise!). 


Die drei Komponenten des Impulses ® dagegen verhalten sich Koordi- 
natentransformationen gegenüber wie ein polarer Vektor im üblichen Sinne, 
der geometrisch durch einen Pfeil veranschaulicht werden kann. Die Dreh- 
impulskomponenten % aber bilden einen axialen Vektor, der z. B. als 
Vektorprodukt zweier polarer Vektoren gebildet sein kann und durch eine 
Achse mit bestimmtem Drehsinn veranschaulicht wird. Die Komponenten 
des Anfangsschwerpunkts 8° bilden zwar ebenfalls einen polaren Vektor 
wie der Impuls ®, sind aber stets an ihrer spezifisch kinematischen Be- 
deutung zu erkennen. 8° tritt in der Gleichung 


$(t) =5+ d,t 3=h, (2) 


4 
auf, in der 3(t) den Schwerpunkt, v, die Schwerpunktsgeschwindigkeit und 
t die Zeit bedeuten. Gleichung (2) hat nur dann die Bedeutung des Schwer- 
punktsatzes, wonach der Schwerpunkt 3(t) eines abgeschlossenen Systems 
sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, wenn der in (2) auftauchende 
Vektor 3° zeitunabhängig ist, also wirklich im Sinne von (2) den Anfangs- 
schwerpunkt und somit eine Erhaltungsgröße darstellt. 

Bei den meisten Wellentheorien läßt sich zeigen, daß man unter gewissen 
Voraussetzungen ebenfalls 10 Erhaltungsgrößen bekommt, die in ihrer 
Bedeutung den in (1) dargestellten mechanischen Größen völlig äquivalent 
sind. Die formalen Voraussetzungen hierzu lassen sich allgemein angeben: 
Aus den Wellenfunktionen — allgemein durch p symbolisiert — sowie aus 
ihren ersten und evtl. auch höheren Ableitungen muß sich ein Tensor 


Ta=Tal®: pa) (3) 
bilden lassen, der folgende 3 Bedingungen erfüllt: 


T 90 2 konst. Ta 0 Ta=Tır: (4) 


Die erste dieser Bedingungen fordert, daß für die möglichen Werte von T,, 
eine untere Schranke existiert, daß 7',, im einfachsten Falle also positiv 
definit ist. Den beiden übrigen Bedingungen zufolge muß 7, divergenzfrei 
und symmetrisch sein. Ein solcher Tensor wird als Energieimpulstensor 
bezeichnet. Man sieht sofort, daß zusammen mit T7,, auch 


T,a>eT,ı+Bß &, ß = konst. x>0 (5) 
die Bedingungen (4) erfüllt. 
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. Die Gültigkeit der Divergenzrelation in (4) hat nach den Ausführungen 
von Abschnitt 913 sofort die Existenz von vier Erhaltungsgrößen zur Folge, 
nämlich 

1203) t= konst. 


P,=— [data =— [ doT.. (6) 


Der erste Ausdruck in (6) gilt für eine beliebige raumartige dreidimensionale 
Fläche, der zweite für eine spezielle Ebene‘ t—= konst. Von den in (6) 
enthaltenen vier Erhaltungsgrößen P, mit «=0,1, 2,3 ist die erste ein 
Skalar; sie soll deswegen hier formal im Sinne von (1) und bis auf Trans- 
formationen vom Typ (5) als Energie E bezeichnet werden. Die übrigen drei 
bilden einen gewöhnlichen (also polaren) Vektor, weil sie im Hinblick auf 
den Index A die Ortskomponenten eines Vierervektors darstellen. Sie werden 
dementsprechend in 


P,= (1%) | 7) 


als die Komponenten des Impulses ® aufgefaßt. Diese in (6) und (7) ein- 
geführten Größen dürfen nach (5) noch willkürliche Faktoren enthalten. 
Die Faktoren c und i sind damit gerechtfertigt. Im übrigen sind sie so 
gewählt, daß Z und ® sich dimensionsgemäß wie in der Mechanik unter- 
scheiden. 


Bildet man die Quadratsumme des Vektors (7), so erhält man 
R=(Z)- P= (Mo), 8) 
wobei mit M eine vom speziellen Koordinatensystem unabhängige Kon- 


stante definiert ist, die sogenannte Ruhmasse des Systems. Nach EZ auf- 
gelöst lautet (8) 


E=cYV(Mc)?+ $%. 9 
Die Energie ist somit eine einfache Funktion des Impulses. 


Der Energieschwerpunkt ist 
f dont 


[den 


mit als der später in (922.1) näher untersuchten Energiedichte des Systems. 
Dieser Schwerpunkt 3 wie auch die zugehörige Schwerpunktsgeschwindig- 
keit 8 sind Größen, die vom speziellen Koordinatensystem abhängen und 
ihren Wert beim Übergang zu neuen Koordinatensystemen durch LORENTZ- 
transformation ändern. Die in (8) eingeführte Ruhmasse M dagegen ist 
vom speziellen Koordinatensystem unabhängig und hat in allen Systemen, 
die sich durch LoRENTztransformationen voneinander unterscheiden, den 


3()= 


1 
= z [dor (10) 
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gleichen Wert. Aus diesem Grunde muß M von 3 und s unabhängig sein. 
Die endgültige Berechnung der Größen E und P in Abhängigkeit von der 
Schwerpunktsgeschwindigkeit 5 wird am Schluß von Abschnitt 922 durch- 
geführt. 


922 Komponenten des Energieimpulstensors 


Mit den in (921.7) eingeführten Begriffen der Energie # und des Impulses 
® erhalten in 


E= [don B= [dos a) 


die Größen n und 7 die Bedeutung von Energiedichte und Impulsdichte. 
Die Energie E eines Systems aber muß grundsätzlich eine nach unten 
begrenzte, also im allgemeinen positiv definite Größe sein, wie das z. B. bei 
der kinetischen Energie eines Massenpunkts der Fall ist. Wäre diese For- 
derung bei irgendeinem physikalischen System nicht erfüllt, und besäße 
es Zustände, in denen Z —> — oo werden kann, so ließe sich diese Eigen- 
schaft zur Konstruktion einer Maschine benutzen, die ständig Arbeit leistet, 
ohne daß sich ihr Energieinhalt dabei erschöpfen kann. Die Energie dieses 
Systems würde dabei zwar immer negativer werden, aber das System bliebe 


trotzdem in der Lage, weiter beliebig viel Arbeit zu leisten. Man hätte damit 


etwas konstruiert, das sich als Perpetuum mobile dritter Art bezeichnen 
ließe. (Aus dem gleichen Grund kann es übrigens auch keine physika- 
lischen Systeme mit positiv unendlich hohem Energieinhalt #= © geben. 
Hier könnte man prinzipiell ebenfalls dem System ständig endliche Mengen 
von Energie entziehen, ohne daß sich dabei sein Energievorrat erschöpfen 
würde.) 


Wie der Vergleich von (921.6), (921.7) und (1) zeigt, muß also 
To=n>zkonst. bzw. 720 (2): 
sein. Diese Größe muß also der Forderung in (921.4) entsprechend negativ 
begrenzt bzw. positiv definit sein, damit der Skalar unter den Erhaltungs- 


größen (921.1) wenigstens eine Bedeutung bekommt, die derjenigen der 
Energie nicht widerspricht. 


Die Bedeutung der Komponente T',, ist aus (2) ersichtlich. Die Bedeutung 
der Komponenten T', , folgt ebenfalls aus dem Vergleich von (921.6), (921.7) 
und (1) als : 

Tyo=ionr. (3) 


Diese Komponenten des Energieimpulstensors stellen die /mpulsdichte n 
des Systems dar. 
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Die Bedeutung der übrigen Komponenten von T',, ergibt sich aus der 
Divergenzfreiheit nach (921.4). Nach (2) enthält (921.4) den Energiesatz 
in der Form 


Toaı == T got Torı 


5 fe, 38 (e 
nr or, Rn + Ze 
und somit gilt 
Ta=7 ©. (8) 


Da der Energieimpulstensor nach (921.4) symmetrisch sein soll, muß zwi- 
schen dem Porxtıng-Vektor & der Energiestromdichte und der Impuls- 
dichte x der Zusammenhang 


S=-n.«& (6) 
bestehen, der speziell für skalare Wellen bereits in (434.6) aufgefunden 
. wurde. : 


Schließlich gilt noch für die Raumkomponente der Divergenzrelation 
aus (921.4) die Gleichung 
OTzı 


u He 
Tan =0=Troot Tan te rt en (7) 


Nach der Einführung von 
Tu=P Lu (8) 
gilt für die Impulserhaltung 


> OT, 
+ 7 =. (9 


Die Größen T,, haben also die Bedeutung von Spannungskomponenten, 
wie sie in der Kontinaumsmechanik bei flächenartigen Kräften eine wich- 
tige Rolle spielen. Im endlichen Volumen wird nämlich die Impulsänderung 


Bı- [an Parka (10) 


Da EV der Kraftwirkung gleich ist, zeigt (10) direkt die Bedeutung der 7, 
als Flächenkräfte. 


Zusammenfassend besitzen also die Komponenten des Energieimpuls- 
tensors die Bedeutung: 


Too Toı T oa T og 


PT, To T,ı Tja Ts (ul) 


To Tzı Tag Ts 
T;0 Tzı Ty2 Tz3 
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T,,, stellt offenbar eine Zusammenfassung von Energiedichte n, Energie- 


stromdichte &, Impulsdichte 7 und den Spannungskomponenten Z;, dar. 


Mit den Gleichungen (4) und (6) ist es nunmehr möglich, die in (921.10) 
eingeführte Schwerpunktsgeschwindigkeit als Funktion der übrigen Er- 
haltungsgrößen zu berechnen. Man erhält zunächst mit (4) für die x-Kom- 
ponente 


Ko 1 . 1 06 
= [doine=—z [d0 ex (12) 
und nach partieller Integration und Berücksichtigung von (6) 
P 0 1 Wen 
= [de SE z 408,-| don.d, (13) 


was wege:; (l) gerade 


ER Rec? 
= (14) 
ergibt. 


Diese Beziehung zwischen Schwerpunktsgeschwindigkeit $, Energie E 
und Impuls ® kann benutzt werden, um in der Gleichung (921.8) den 
Impuls ® zu eliminieren 

2_[E\ =. 
ur), (15) 
und somit die Beziehung 
Me 
E = — 
Yı (0% (16) 


zwischen Energie EZ und Schwerpunktsgeschwindigkeit $ allein zu erhalten. 
Bei der Wurzelbildung ist nur das positive Vorzeichen berücksichtigt, da 
die Energie ihrer Definition nach eine positiv definite Größe ist. Aus (14) 
und (16) erhält man in 


_SE M3 
®  Yı-(zfe) 


® am 


einen entsprechenden Ausdruck für die Schwerpunktsabhängigkeit des 
Impulses %. 


Die Ruhmasse M in (16) und (17) ist, wie in Abschnitt 921 besprochen 
wurde, unabhängig von 3. Bei kleinen Schwerpunktsgeschwindigkeiten gilt 
für (16) und (17) die Entwicklung 


löl<c: ErMe+S 84... BeMite.. (18) 
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Im übrigen ist es ganz interessant festzustellen, daß hier offenbar die Be- 
ziehungen oE . i öE i 

>? a 119) 
gelten. Dies sind die klassischen Bewegungsgleichungen der Mechanik in 
der Hamıtronschen Form, wenn man die Energie EZ mit der HAMILTON- 
Funktion identifiziert und Impuls ® und Schwerpunkt $ als zueinander 
kanonisch konjugierte Variable auffaßt. (Die zweite der Gleichungen (19) 
gilt hier trivial, weil beide Seiten einzeln verschwinden.) 


Von den in (921.1) erwähnten Erhaltungsgrößen E, ®, 3 und 5° haben 
sich Z und ® unmittelbar aus der Definition (921.3) unter den beiden 
ersten Voraussetzungen von (921.4) ergeben, während 3, unabhängig her- 
geleitet war, aber ® zur Voraussetzung hatte. In Abschnitt 923 kann ge- 
zeigt werden, daß auf Grund der Symmetrievoraussetzung in (921.4) die 
Erhaltungsgrößen % und 3° konstruiert werden können. 


923 Drehimpuls und Schwerpunkt 


Der in (921.3) und (921.4) eingeführte Energieimpulstensor 7',, enthält 
wegen seiner Divergenzfreiheit zunächst die vier zugehörigen Erhaltungs- 
sätze für die Energie E und die drei Komponenten des Impulses ®. Will 
man weitere Erhaltungssätze finden, so muß man zunächst weitere Diver- 
genzrelationen vom Typ der zweiten Gleichung in (921.4) aufsuchen. 


Zu diesem Zweck wird die in x und A schiefsymmetrische Größe 


Murau Tau % Tau (ı) 


definiert, deren Divergenz, bezogen auf w, verschwindet. Es ist nämlich 
M,„;, ulu Tun Su Tu + Kolı Fey 2 Le DR. (2) 


Die ersten beiden Ausdrücke verschwinden wegen (921.4), die übrigen beiden 

heben sich gegenseitig auf, wie man bei Verwendung von (911.5) und 

(911.6) sieht. Dabei wird 
M. 


Aula Te Tai =0 (3) 
und die weiteren Divergenzrelationen sind gefunden. Es ist wichtig, darauf 
hinzuweisen, daß die Symmetrie des Energieimpulstensors (921.3) hier die 
notwendige Voraussetzung für die Gültigkeit von (3) liefert. In (3) sind 
wegen der Schiefsymmetrie nicht 16, sondern nur 6 unabhängige Glei- 
chungen enthalten, nämlich für «4 = 01, 02, 03, 12, 13, 23. 


Die zugehörigen Erhaltungsgrößen G,,, werden entsprechend (913.14) und 
(921.6) gebildet: 


1 -l 
G.= [d0, Mau [doM,..- . (4) 
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Auch der in (4) eingeführte Tensor @,, ist entsprechend der Definition (1) 
schiefsymmetrisch. Seine unabhängigen Komponenten sollen in 


0 J-ig — 
a re (5) 


E 
. 0 07 
I Ser 


durch zwei Vektoren $° und % beschrieben werden. Diese beiden Größen 
hängen so über (5), (4} und (1) mit den Komponenten von T',, zusammen. 
E in (5) bedeutet die in (921.7) definierte Energie. 

Die in (5) eingeführten Größen %,, bilden im dreidimensionalen Raum 
einen antisymmetrischen Tensor, der durch die Zuordnung 


Say Ira I2 (6) 
und entsprechende zyklische Vertauschungen einen dreikomponentigen 
axialen Vektor definiert, den Drehimpuls &. Die Darstellung des Dreh- 
impulses durch 7',, folgt aus den Raumkomponenten von (4) 


; 7 , ; = - 
Gau du- = do (To — Tr) =? (dot, u). (7) 


In der üblichen dreidimensionalen Vektorschreibweise bedeutet das also 
3=[dsıxa. (8) 


Wenn das betrachtete System eine Wellenausbreitung beschreibt, die in 
der Umgebung eines Raumpunkts $ konzentriert ist, der aber weit vom 
Koordinatenursprung entfernt ist, so wird die Integration in (8) nur für 
rt = & wesentliche Beiträge liefern und man erhält in diesem Falle 


r=8: JZESxE, (9) 
also den gleichen Zusammenhang zwischen Impuls und Drehimpuls, den 
man in der klassischen Punktmechanik im Falle eines einzelnen Massen- 
punkts erhält. 


Es bleiben noch die zeitlich-räumlich gemischten Komponenten von (4) 
zu untersuchen, deren Auswertung 


un £ 1 
Go = a = [do (To — &ıT 90) 
k ey (10) 
-- [dolte un] = LER SB] 


ergibt. Dabei ist $ im letzten Gleichheitszeichen von (10) wie in (921.10) 
als der Energieschwerpunkt der Wellenausbreitung durch 


= [dont 4 
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definiert. Die Auflösung von (10, nach 3(t) zeigt die Gültigkeit von 


3()=3°+ I t. (12) 


Der Faktor vor t in (12) hat die Bedeutung der Schwerpunktsgeschwindig- 
keit (922.14). Bei der Auswertung der @,, also erhält man den Schwer- 
punktsatz, dessen Ableitung grundsätzlich bereits in den Ausführungen von 
Abschnitt 922 enthalten war. 


924 Äußere Kräfte 


Existiert in einer Wellentheorie ein Energieimpulstensor, dessen Di- 
vergenz unter ganz bestimmten Voraussetzungen ausnahmsweise nicht 
verschwindet, so bleibt zu untersuchen, was die Nichterfüllung der Di- 
vergenzrelation in (921.4) zu bedeuten hat. Zunächst wird für die nicht ver- 
schwindenden Ausdrücke eine Bezeichnung eingeführt, nämlich 


(1) 


k,in (1) ist ein Vierervektor, und wird als Viererkraftdichte bezeichnet. Die 
Bedeutung seiner Komponenten » und f bleibt zu untersuchen. Wir betrach- 
ten den Viererimpuls des Systems zu einem bestimmten Zeitpunkt t in 
einem speziellen System 


{=konst. t 
P,=-+ f da, T,—, [doT.. (2) 

Für die Änderung des Impulses erhalten wir mit (1) 
P,= [doT,oo= [do(—-Tunı+ k,). (3) 
Berücksichtigung von 7, =0T,jiör, und vom Gaussschen Satz liefert 
P,=ißPatT.+J[dok,. (4) 


Bedeutet P, in (2) den Viererimpuls des Gesamtsystems, so beziehen sich 
die Integrationen auf den gesamten unendlich ausgedehnten Raum, und 
das Flächenintegral in (4) verschwindet. Im Falle k,—=0 gilt dann wie 
früher die Erhaltung des Gesamtviererimpulses. 


Nunmehr führen wir für die in (4) auftretenden Volumenintegrale die 
Bezeichnung 

faok.= (SZ, iR) = K- (5) 

ein. Das Zeichen ” in (5) über x soll darauf hinweisen, daß X; kein echter 

Vierervektor ist, weil bei LoRENTztransformationen auch die Änderung 


26 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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(912.16) von do = dx dy dz mit berücksichtigt werden muß. Nach (1), (5) 
und (922.11) zerfällt das Gleichungssystem (4) in die Gleichungen 


N=[aor- + ffare 
[dh 7, 4 + anzu. 


Verschwindet die Divergenz des Energieimpulstensors, so wird die linke 
Seite von (6) Null, und für das betrachtete Volumen gelten die Erhaltungs- 
sätze von Energie und Impuls. Ist nach (6) der Energieimpulstensor in 
einem Volumen nıcht divergenzfrei, besitzt er also „Quellen“, so sind N 
und & von Null verschieden. N bedeutet die in das betrachtete Volumen 
zugeführte Energie pro Zeiteinheit und 8 die auf das System ausgeübte 
„Kraft“, also die Größe, die den Gesamtimpuls ändert. Aus (6) folgt dem- 
nach unmittelbar die Bedeutung der Komponenten der Viererkraftdichte 
(l). » ist die Leistungsdichte der zugeführten Energie und f die Dichte- 
verteilung der auf das oo wirkenden äußeren Kraft. 


(6) 


Werden unter E und ® in (6) Gesamtenergie und Impuls des Systems 
verstanden, so verschwinden An Randintegrale. Stellt man E und ® ent- 
sprechend (922.16) und (922.17) als Funktionen der Ruhmasse M und der 
Schwerpunktsgeschwindigkeit 5 dar, so gilt 


d Ms = d Me 

[2 Yı-@e® (3/e)? dt Nor 
Die äußere Kraft und äußere Energiezufuhr können sich daher in einer 
Beschleunigung des Schwerpunkts bemerkbar machen. i 


Allerdings ist in (7) zu berücksichtigen, daß die Zeitabhängigkeit von M 
nicht bekannt ist. Nach (921.8) gilt 


mM 


4 (Me®= 2, PR=2P, 2 =2P,R;. (8) 


M ist also im kräftefreien System immer zeitunabhängig, im beliebigen 
System dagegen nur unter bestimmten Voraussetzungen. Gleichung (8) 
erinnert übrigens an die dreidimensionale Beziehung (633.4) 


dE 
rm (9 


wobei M und Z, v und P, sowie £ und K; zu vergleichen sind. 


Übungsaufgaben 


92.1. Man diskutiere die Ausbreitungseigenschaften einer Welle, bei der M = 0 ist. 


92.2. Wie muß G,, in (923.4) definiert werden, damit sich der zugehörige Dreh- 
impuls auf den Punkt r, als Bezugspunkt bezieht? 
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93  Skalare Wellen und Mechanik 


Zusammenfassung: Durch Anwendung der allgemeinen Untersuchungen auf 
die durch Dw=0 beschriebene skalare Theorie lassen sich alle früheren Aussagen 
von Teil4 über die Erhaltungsgrößen im Zusammenhang ableiten. Skalare Wellen 
haben keinen Spin (s= 0). So wie die mechanischen Bewegungsgleichungen lassen 
sich auch. Wellengleichungen mit Hilfe der LAGrAanGE-Dichte 2 als EvLersche Glei- 
chungen eines Variationsprinzips darstellen. 

Die Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik folgen aus einem Energieimpuls- 
tensor T,, in der Form T,,,, = k,. Formuliert man T',, relativistisch invariant, so 
ergeben sich im kräftefreien Fall (k, 0) Erhaltungsgrößen, die beim Übergang zur 
Punktmechanik exakt mit den relativistischen Ausdrücken für Energie und Impuls 
eines Massenpunktes übereinstimmen. 

Steht ein Wellensystem in Wechselwirkung mit einem mechanischen System, so 


muß die Divergenz des Gesamttensors T,,= T%a+ TYı verschwinden. Diese 
Forderung enthält den Grundsatz actio = reactio in seiner allgemeinsten Fassung. 
Schreibt man die Art der Wellenerzeugfing willkürlich vor, so folgt umgekehrt die Aus- 
lösung mechanischer Kräfte durch Wellen zwangsläufig. 


931 Skalare. Wellen 


In den Abschnitten 921 bis 923 konnte gezeigt werden, daß sich in jeder 
Wellentheorie, die einen Energieimpulstensor besitzt, 10 Erhaltungssätze 
finden lassen, die in ihren allgemeinen Eigenschaften (921.1) wie auch in 
ihren Relationen untereinander, wie etwa (921.9), (922.14), (923.8) und 
(923. 12) weitgehend mit denen der mechanischen Erhaltungsgrößen über- 
einstimmen. Von diesem sehr allgemeinen Standpunkt aus erscheint die 
Einführung eines solchen Energieimpulstensors eigentlich etwas formal. 
Er soll deswegen am einfachsten Beispiel, der skalaren Wellentheorie, explizit 
behandelt werden. In Abschnitt 934 kann gezeigt werden, daß für die 
Gleichungen der Kontinuumsmechanik ebenfalls ein solcher Tensor existiert, 
dessen Erhaltungsgrößen mit denen der Mechanik identisch sind. Befindet 
sich eine Wellentheorie mit der Mechanik in Wechselwirkung, wie das z. B. 
bei der Elektrodynamik über die Stromdichte j, der Fall ist, so existiert 
unter Berücksichtigung dieser Wechselwirkung überhaupt nur ein einziger 
gemeinsamer Tensor, dessen Divergenz verschwindet. Diese Frage wird 
jedoch erst am Schluß untersucht werden. 


Nunmehr wird die Wellengleichung j 
gu=0 (1) 


der skalaren Wellentheorie ins Auge gefaßt. Aus u und seinen Ableitungen 
ist ein Tensor T',, zu konstruieren, der die Eigenschaften (921.4) aufweist. 
Damit 7, positiv definit ist, muß der Ausdruck in u, u,,, ... von gerader 
Ordnung, also mindestens quadratisch sein. Die Abhängigkeit von den 
Indizes x, A,... kann nur durch Anwendung des Operators (911.7) 0/0x; 


26* 
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entstehen; anderenfalls müßte man nämlich irgendwelche Vektoren a, 
einführen, durch die bereits in der allgemeinen Theorie willkürlich gewisse 
Richtungen — nämlich die durch die Vektoren a, gekennzeichneten Rich- 
tungen — ausgezeichnet würden, was den Voraussetzungen einer allgemeinen 
“ Theorie widerspricht. Denn in der Wellengleichung (1) ist ebenfalls 
keine Richtung und kein Punkt ausgezeichnet. 


Man wäre damit zunächst versucht, für T',, den Ansatz u,,u), zu machen. 
Dieser Ansatz ist symmetrisch im Sinne von (921.4), auch ist 7,2 0. Die 
Divergenzrelation von (921.4) wird jedoch nur erfüllt, wenn man ihn noch 
um ein Glied erweitert, nämlich 


1 
Ta wu zZ du Uun- (2) 
Die Divergenz dieses Ausdrucks liefert bgi Gültigkeit der Wellengleichung (1) 
T 12 4 ala + Ulla a2 — Orr un lula 


=U,DULt WU — Un Unia (3) 


=u,0u=0, 


wenn man beim dritten Gleichheitszeichen den Summationsindex u durch A 
ersetzt und %|,],= j,]„ beachtet. Mit dem Ansatz (2) (und übrigens nur mit 
diesem Ansatz) sind somit die Forderungen von (921.4) vollständig erfüllt. 


Alle physikalisch wichtigen Größen sind in diesem Energieimpulstensor (3) 
enthalten und können an Hand der Ausführungen von Abschnitt 921 
bis 923 berechnet werden. Zunächst folgen aus (922.11) die zugehörigen 
Dichten. Die Energiedichte n wird 

1. 11. 9u\? Be er u \2 
te 


c c? 


und ist wie erforderlich positiv definit. Für die Energiestromdichte entsteht 
der bekannte Ausdruck 


e € . ou 
a ara Ta 13 (5) 
und als /mpulsdichte entsprechend 
2 S 1 . ou: 
a ei 


Diese Größen sind uns bereits in Abschnitt 425 begegnet. Sie unterscheiden 
sich dort von den hier eingeführten nur um einen gemeinsamen Dimensions- 
faktor. Das ist verständlich, denn bei der hier durchgeführten Methode 
der Bestimmung von Erhaltungsgrößen wird nach (921.5) neben irgendeiner 
Erhaltungsgröße E auch «EX gleichberechtigt auftreten mit beliebigem, 
aber positivem Faktor «. Besitzt also w bereits irgendeine physikalische 
Bedeutung und damit auch eine ganz bestimmte physikalische Dimension, 
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so müssen auch die Gleichungen (2) bis (6) auf der rechten Seite einen 
dimensionsbehafteten gemeinsamen Faktor & tragen. Nach (4) gilt für die 
Dimension von x: 


» I __[2l 
Te Mm 


a wird bei diesen allgemeinen Überlegungen zunächst weggelassen, ist aber 
bei der Behandlung spezieller Probleme zu berücksichtigen. 


932 Die Erhaltungsgrößen skalarer Wellen 


Die Erhaltungsgrößen E und ® folgen nunmehr nach (922.1) in genau 

der gleichen Form wie früher in Abschnitt 425 als 
2 k 

4 fa 4 #+ (5) | 8--4[du. () 
Auch die in (921.8) definierte ‚„„Masse‘‘ M taucht in dieser Theorie auf. 
Man mag sich zunächst über das Auftreten von M wundern, weil die Wellen- 
gleichung (931.1) lediglich konstante Ausbreitungsgeschwindigkeiten c zu- . 
läßt und im Falle M +0 nach (922.15) Schwerpunktsgeschwindigkeiten auf- 
treten müssen, die kleiner als c sind. Bei dieser Tatsache muß man jedoch 
beachten, daß Gleichung (931.1) auch solche Lösungen enthält, bei denen 
„wei Wellenzüge sich in verschiedener Richtung bewegen, wobei sich deren 
gemeinsamer Schwerpunkt also durchaus mit einer Geschwindigkeit 
|8]<c bewegen kann. Laufen zwei gleichartige Wellenzüge in entgegen- 
gesetzter Richtung, so wird sogar 5 = 0. 


Wenn sich die Erhaltungsgrößen lediglich auf einen Wellenzug mit ein- 
heitlicher Ausbreitungsrichtung, also auf eine ebene Welle mit den Eigen- 


schaften 
[) e 9 e 
u=u(t-) re; 2) 


beziehen, erhält man etwas einfachere Resultate. In diesem Falle nämlich 
werden Energiedichte und Energiestromdichte 


2 
n=— S-—u- „ce. (3) 


ec 
Impulsdichte und Impuls werden wegen (931.6) und (1): 


u a 
n=e P%- ze. (4) 


Für den Betrag P des Impulses gilt daher 
E=Pe, (5) 
und es ist wegen (921.8) 
P=(Mc?=0 M=0. (6) 
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Eine ebene Welle mit einheitlicher Ausbreitungsgeschwindigkeit, die der 
Wellengleichung (931.1) genügt, besitzt also keine ‚Ruhmasse“ im Sinne 
von (6). 


Schließlich wird der Drehimpuls $ einer Wellenausbreitung nach (923.8) 
3= [doıxa-——Z [dorx ut. (7) 


Man pflegt (7) auch den Bahndrehimpuls zu nennen, zum Unterschied von 
einer Drehimpulsgröße, die noch weiter unten auftauchen wird, dem Eigen- 
drehimpuls einer Welle. Hierunter ist die Drehimpulskomponente in der 
Ausbreitungsrichtung e zu verstehen, die beim Ausdruck (7) verschwindet, 
weil zz mit e die gleiche Richtung hat. Bei periodischen Wellen einheitlicher 
Ausbreitungsrichtung e pflegt man das Verhältnis vom Eigendrehimpuls 
zur Größe Z/w als den Spin der Welle 


_.’e 


= Da (8) 


zu bezeichnen. E’w hat die Dimension [Energie x Zeit] = [Impuls x Länge] 
= [Drehimpuls]. Der Spin s ist daher eine dimensionslose Größe. Bei 
skalaren Wellen ist stets 

s=0. (9) 
Sie besitzen keinen Spin. 

Die Überlegungen dieses Abschnitts sind richtig, falls die in (931.1) 
enthaltene Geschwindigkeit c mit der Lichtgeschwindigkeit übereinstimmt. 
Sie entsprechen in diesem Fall außerdem den Forderungen der Relativitäts- 
theorie. Aber auch wenn durch (931.1) Schallwellen beschrieben werden, 
bleiben alle Überlegungen dieses Abschnitts richtig, da sich bei der ge- 
samten in den Abschnitten 921 bis 931 entwickelten Theorie formal nichts 
ändert. Es gelten also auch die zwischen den Erhaltungsgrößen vorhandenen 
“ Beziehungen wie (921.9), (922.14), (923.8) und (923.12). Nur ist c hier die 
Ausbreitungsgeschwindigkeit des Schalls. Derlei Zusammenhänge wurden 
bereits früher in Teil 2 bei der Untersuchung der Ausbreitung mechanischer 
Wellen beobachtet (vgl. Abschnitt 236) und dürften daher hier nicht mehr 
überraschen. 


933  Variationsprinzip der Wellentheorie 


In der Mechanik lassen sich pekanntlich die Bewegungsgleichungen 


oV(3 
m () 


eines Systems von Massenpunkten unter Einführung einer LAGRANGE- 


Funktion m; 
1=- SE vo) 2) 
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in der systematischen Form 


nn (3) 


als sogenannte LaGRangesche Gleichungen schreiben, die den Vorteil der 
Invarianz bei einer großen Anzahl von Koordinatentransformationen auf- 
weisen und im übrigen ihrerseits durch ein Variationsprinzip ersetzt werden 
können, auf das hier nicht näher eingegangen werden soll. 


In analoger Weise lassen sich die meisten Wellengleichungen im Sinn 
von (1) bis (3) als LAsrangesche Gleichungen in erweiterter Form schrei- 
ben, was bei der Behandlung von allen Wellentheorien gemeinsamen Fragen 
oft von Vorteil ist. An Stelle der LaGrangr-Funktion Z wird hier eine 
La@rAngeEsche Dichte 2 eingeführt, die bei der einfachen skalaren Wellen- 
theorie die Form 


1 
P=zuh mit L [do e (4) 


hat. Die Rolle der Ortskoordinaten in der Mechanik wird hier durch die 
Wellenfunktion 


3) —ult, r) (5) 
übernommen. Die partiellen Ableitungen von £ sind 
2 2 
En ==0- a; = un. (6) 


Ersetzt man sinngemäß (2) durch (4) und erweitert (3) in relativistisch 
invarianter Form um die entsprechenden Ortsvariablen, so entsteht als 
LAGRANGE-Gleichung 


de‘ 92 _ 
(au a 
die im Falle der skalaren Theorie infolge (6) zu der Gleichung 
82 92 _ Ze 


also direkt zur skalaren Wellengleichung führt. 


Die inkomogene Wellengleichung mit u als Quellverteilung wird durch 
die LAGRANGE-Dichte 


P=zubtnu (9) 


beschrieben. Die zugehörige Eutersche Gleichung ist nach (7) 


() BL. u—u=0, (10) 


ergibt also genau die geforderte Wellengleichung. 
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Schließlich soll an dieser Stelle noch die Wellengleichung für Materie- 
wellen, die sogenannte KLEIn-Gorponsche Gleichung 


(O++)u=0 (11) 


behandelt werden, die uns in dieser Darstellung der Wellentheorie nur im 
eindimensionalen Fall bei der Untersuchung von Oszillatorketten begegnet 
ist. Die ihr zugehörige LAGRANGE-Dichte ist 


P= u uw), (12) 


wovon man sich durch Bildung der Lagrangzschen Gleichung (7) wieder 
leicht überzeugt. Der Energieimpulstensor für die Materiewellen ( 11) unter- 
scheidet sich von demjenigen für skalare Wellen um ein x-abhängiges Glied, 

Ta u 6, [u — r% 242], (13) 
welches notwendig ist, um T,, bei Gültigkeit der Wellengleichung (11) 


divergenzfrei zu machen. Es gilt 
T 212 > Una mat Up ua — Öya Wu Wlulat U Ur” (14 
= u. D+)u=0 } 


Der in (13) konstruierte Impulstensor T',, ist also in der Tat divergenzfrei. 


Schließlich läßt sich zeigen, daß die Lagrangzsche Gleichung (7) einem 
Variationsprinzip äquivalent ist: Variiert man das Integral 


W=c[dtL=[d2L (u,uy,2;) (15) 
wie in der Mechanik, nur daß man hier statt 3, die Wellenfunktion « durch 
ur) — ulz) + 6ulz,) (16) 


ersetzt, so soll W gegenüber solchen Variationen invariant sein, falls 64 am 
Rande des im übrigen beliebig angenommenen vierdimensionalen Volumens 
verschwindet. Diese Variation ergibt: 


5W = a. ae (w, %a)] 
= f do 5. (6 u] (17) 


fa a + zu n 


Da die Funktion u am Rande nicht variiert werden soll, verschwindet der 
letzte Term. 


Soll W daher von der Variation (16) unabhängig sein, so muß wegen der 
willkürlichen Wahl von öu in der letzten Zeile von (17) die Klammer 
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im Integranden des ersten Terms verschwinden. Die Forderungen 


ee 02 9e\ _ 
5W=0 = Ge (18) 
sind also äquivalent; womit bewiesen ist, daß Gleichung (7) die LAGRANGE- 
sche Gleichung eines vierdimensionalen Variationsproblems darstellt. 


934 Kontinuumsmechanik 
* 


Auch für die Gleichungen der Kontinuumsmechanik, die in der Form 
des Massenerhaltungssatzes 


ou , Oun 
Frau Ta m 
und des Impulssatzes 
[7 (7) 
+, ur) (2) 


von Abschnitt 412 her geläufig sind, läßt sich unter gewissen Vorausset- 
zungen ein Energieimpulstensor angeben. In (1) und (2) bedeutet «(r, £) 
die Massendichte, v(r, t) die Geschwindigkeitsverteilung und fdo die auf die 
Masse udo wirkende Kraft. Die beiden Gleichungen weisen bereits eine 
Form auf, die den üblichen Divergenzrelationen sehr ähnelt. Sie lassen 
sich unmittelbar mit dem Tensor 


2 . \ 
. uc Tuch, 
Ta=Ta.=|- RRETTE 3 
. x en a (8 
in der Form 
T,2>= k,= (0, if) (4) 


zusammenfassen. Im kräftefreien Fall {= 0 besitzt (3) bereits alle Eigen- 
schaften (921.4). (3) kann also mit einer noch anzubringenden Korrektur 
als der Energieimpulstensor der Kontinuumsmechanik angesehen werden. 


In der Form (3) ist der Energieimpulstensor noch nicht relativistisch in- 
variant definiert. Zu seiner einwandfreien Definition muß die in 836 ein- 
geführte Vierergeschwindigkeit bei der Darstellung von T,, verwandt 
werden: j 


ve . 
= mn = > v . 5 
2 vi = (6, iv) (8) 
Bei Verwendung dieser Größen entsteht an Stelle von (3) 
uvzu; 
Tau = ion: (6) 


Die Energiedichte 7 wird hier: 
En On (7) 
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Sie ist positiv definit, weil auch die mechanische Masse eine positive Größe 
ist. Die zur Definition (6) statt (3) gehörenden Bewegungsgleichungen (4) 
unterscheiden sich von (1) und (2) bei höheren Geschwindigkeiten. Während 
(1) die Massenerhaltung darstellt, wird in der entsprechenden, aus (6) fol- 
genden Gleichung die Energiehaltung beschrieben, deren nullte Näherung 
also der Massenerhaltungssatz (1) ist. Als nächstes Glied einer Entwick- 
lung würde sich dann der Erhaltungssatz der kinetischen Energie ergeben. 


Im kräftefreien Fall geht (4) in 


T,p=0 (8) 
über. Die Größen 


1 1 2 
P,— [ao,r,=2[ao \1-(2) Too (9) 


pn "dou(e,iv) 

| Yı- (pfe® 

sind danu Erhaltungsgrößen. In (9) mußte gegenüber der bisherigen Dar- 
stellung etwas genauer im Sinne der Relativitätstheorie vorgegangen werden, 
um die exakten, relativistisch einwandfreien Ausdrücke zu erhalten. Zu 
diesem Zweck ist in (9) beim Volumenelement noch der Faktor Yl— (v/c)? 
hinzugefügt, der die Längenkontraktion von do im Falle p +0 berück- 
sichtigt. 


Für den einzelnen Massenpunkt mit der Ruhmassendichte 


ult,t)=mö(t—$(t)) (10) 
ergeben sich die Erhaltungsgrößen (9) somit. zu 
m(c, i8) DE. ua ° 
„——m——-=(—, 18. a) 
Yı-(3/e) \ ö ) 


Im einzelnen wird also 

Nı- (fe) N1-(5ie)? 
Es entstehen die üblichen, von der Relativitätstheorie her bekannten Aus- 
drücke für die Energie und den Impuls des Massenpunkts. Damit ist 
gezeigt, daß im Falle der Kontinuumsmechanik die von Energieimpuls- 
tensor gelieferten Erhaltungsgrößen (921.1) mit denen der Punktmechanik 
exakt übereinstimmen. Die Diskussion der übrigen Erhaltungsgrößen 
erübrigt sich, weil sie zu den Ausführungen vom Abschnitt 921 his 923 
völlig analog verläuft. 


935 Wechselwirkung 

Überall dort, wo Wellen erzeugt oder vernichtet werden, können ihre 
Erhaltungsgrößen nicht zeitlich konstant bleiben. Die Wellen stehen in 
Wechselwirkung mit Phänomenen aus anderen Gebieten der Physik. 
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Werden sie mechanisch erzeugt, so erhält man erst ein abgeschlossenes 
System, wenn man die mechanische Vorrichtung zur Erzeugung der Wellen 
mit in das Gesamtsystem einbezieht. Der Vektor P, von Energie und 
Impuls wird in diesem Falle weder für den mechanischen Anteil PX noch für 
den Wellenanteil PW einzeln zeitunabhängig sein. Der aus beiden Kom- 
ponenten additiv zusammengesetzte Vektor jedoch wird wiederum eine 
Erhaltungsgröße im Sinne der Gleichung 


P£#0  P/+0 
sein, da nur er sich auf ein abgeschlossenes System bezieht. 
Unter den Voraussetzungen (1) ist die von der Welle auf das mechanische 
System ausgeübte Viererkraft 
K;=PF-—P}. (2) 
Im zweiten Gleichheitszeichen von (2) kommt der Gruudsatz ‚„actio 


_ =reactio‘‘ zum Ausdruck; denn hier ist offenbar — X; die vom mechani- 
schen System auf die Welle ausgeübte Viererkraft. 


Die in (1) und (2) ausgedrückte Situation, die bei Wechselwirkung zweier 
Systeme „W“ und „MM“ entsteht, kann sich quantitativ nur dann ergeben, 
wenn der Energieimpulstensor des Gesamtsystems sich in der Form 


Ta=Ta+Ta Ta =0 (3) 
additiv aus den Komponenten TM und TW, zusammensetzt. Die Größe 
k,= Tar=—T (4) 


stellt dann die Viererkraftdichte dar, welche von der Welle auf den mecha- 
nischen Teil des Systems wirkt. 


Kennt man die Energieimpulstensoren zweier ungestörter Systeme und 
bringt diese Systeme miteinander in Wechselwirkung, so läßt sich an Hand 
der Gleichungen (1) bis (4) die spezielle Form der Wechselwirkung bis auf 
bloße Zahlenkonstanten quantitativ bestimmen. Das soll für den Fall der 
skalaren Theorie anschließend und für die Wechselwirkung elektromagne- 
tischer Wellen mit Materie weiter unten in Abschnitt 946 gezeigt werden. 


Als Wellensystem wird die in Abschnitt 931 behandelte skalare Wellen- 
theorie gewählt und mit der Mechanik von Abschnitt 934 in Wechselwirkung 
gebracht. Wenn die Wellen von Abschnitt 931 in der Lage sind, irgend- 
welche mechanischen Teilchenkräfte im Sinne der Gleichung (4) auszuüben, 
so werden diese Kräfte wegen (4) und (931.3) durch 


= — Tin=—u.Du (5) 
beschrieben. Gilt die homogene Wellengleichung (931.1), so können also 


überhaupt keine Kräfte auf mechanische Teilchen ausgeübt werden, weil 
(931.1) offenbar die Wellengleichung eines in sich abgeschlossenen Systems 
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darstellt. Können diese Wellen jedoch durch die mechanische Massendichte 
«in der Form Du=u (6) 
erzeugt werden, wobei u die Quellen darstellt und somit in der Wellen- 
gleichung als inhomogener Anteil auftreten muß, so folgt hieraus für die 
umgekehrte Wirkung der Wellen auf die Materieverteilung u die Kraftdichte 
k, nach (5) und (6) als 


k„=—Uyf. (7) 
Für die drei Raumkomponenten würde das also bedeuten 
ou 
© f 2 u dr ’ (8) 
und für einen Massenpunkt der Masse m 
ou 


Vom soeben dargestellten Typus erweisen sich — bis auf die fortgelassene 
Konstante « — zum Beispiel die Kräfte der Newronschen Gravitations- 
theorie. 


Übungsaufgaben 


93.1. Für jede Wellentheorie, die der Wellengleichung (933.7) genügt und bei der L? 
nicht explizit von x, abhängt, läßt sich ein (nicht notwendig symmetrischer) 
Tensor konstruieren, der kanonische Tensor 


Je Far 
mr mit L=L(pPou)- 


Dabei bezeichnet 9, die mehrkomponentige Wellenfunktion. Auch in (933.7) 
ist im allgemeinen Fall u durch p, zu ersetzen. Man zeige, daß©,, divergenzfrei ist. 


9,,= Polx 


93.2. Man berechne Energie- und Impulsdichte einer Wellenausbreitung, die durch 
Überlagerung zweier ebener (nicht unbedingt periodischer) Wellen entsteht, 
deren Ausbreitungsrichtungen den Winkel « einschließen. Wann überlagern sich 
die Dichten der ebenen Wellen additiv? 


93.3. Zwei Massenpunkte sind in der Lage, skalare Materiewellen zu erzeugen. Die 
Materiewellen genügen der Wellengleichung (O+ x?)u = o mit o als der Quellen- 
dichte. Welche statischen Kräfte üben zwei Massenpunkte aufeinander aus? 
Herrscht Anziehung oder Abstoßung? Man untersuche das Kraftgesetz in der 
Grenze «—0 und deute das Ergebnis. 


94  Transversale Wellen 


Zusammenfassung: Allgemeine vektorielle Wellen, d.h. allgemeine Lösungen 
der Wellengleichung DA; = wj, sind physikalisch sinnlos, da ihre Energiedichte 
indefinit ist. Erst die Nebenbedingung A;,; = 0, die in Verbindung mit der Wellen- 
gleichung auch die Ladungserhaltung sichert, führt zu einer positiv definiten Energie- 
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dichte, die nur durch rein transversale Wellen erzeugt wird. Obige Wellengleichung 
zusammen mit ihrer Nebenbedingung ist der Wellengleichung für transversale Wellen 
äquivalent. 

Der Spin vektorieller Wellen wird aus einem antisymmetrischen Tensor bestimmt. 
Longitudinale Wellen besitzen keinen Spin, transversale Wellen besitzen je nach ihrer 
Polarisation einen Spin zwischen +1 und —1. 

Eine relativistisch invariante Wellengleichung für transversale Wellen, also elektro- 
magnetische Wellen, ist (Aya — Ara = Far = Moiy. Eine Wechselwirkung mit 
Materie kann nur eintreten, wenn das Feld Quellen j„#0 enthält. Die Ladungen 
sind die Quellen des Feldes und bewirken gleichzeitig die Kraftübertragung von 
Wellen auf Materie. 


941  Wellengleichungen 
Zunächst wird die Wellengleichung 


DA; = Hoi ı) 
betrachtet. In dieser Gleichung stellen die A, die retardierten Potentiale 


der Elektrodynamik dar, wenn die in (1) auftretenden Vierervektoren die 
Bedeutung 


= 9) jn= (ee, iv) (2) 
haben. Beschreibt j, die elektrische Ladungs- und Stromdichte, so läßt sich 
nach (911.16) die Kontinuitätsgleichung und damit die Erhaltung der 
Ladung in der einfachen Form 

= 0 (3) 
ausdrücken. 


Aus einer beiiebigen Lösung A, der Gleichung (1) wird zunächst die 
Größe 


Ay=/A(x,) (4) 
gebildet. Es gilt die Ladungserhaltung (3). A genügt daher der Gleichung 
Di=0, (5) 


wie ınan sich durch Ableitung von (1) nach x, leicht überzeugt. Ohne (3) 
folgt auch (5) nicht. 


Es wird sich in Abschnitt 942 noch herausstellen, daß die allgemeinen 
Lösungen von (1) physikalisch sinnlos sind, weil sich ihnen keine Erhaltungs- 
größe von der Bedeutung einer Energie widerspruchsfrei zuordnen läßt. 
Lediglich diejenigen Lösungen A,, die neben (1) noch die Nebenbedingung 


A=Ayı=0 (6) 


erfüllen, sind physikalisch sinnvoll. Wie bereits in Abschnitt 636 gezeigt 
wurde, sind die Lösungen von (1) und (6) denen der transversalen Wellen- 
gleichung (636.1) äquivalent. 
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Bildet man durch Ableitung von A, den schiefsymmetrischen Feldstärken- 
tensor 


F.= Ay Ay = — Fans (7). 
was nach (2) in Komponenten bedeutet 
RS BER 
a en m “ 
or, Or 
Bya=B=—Byor Ba=Be= Buy: Bıaa=By=— Ba; 
so gilt wegen (1) und (6) 
F,33— Hola: (9) 
Außerdem hat die Definition (7) unmittelbar die Gültigkeit der Gleichungen 
Pat Frau t+ Fur 0 za+iAtUu (10) 


zur Folge, wie noch in (12) gezeigt wird. (7) stellt die vierdimensionale Er- 
weiterung der Rotationsbildung dar. 


An Stelle von (1) und (6) kann man auch die Gleichungen (9) und (10) 
als Grundgleichungen der Elektrodynamik .auffassen. Sie sollen einen anti- 
symmetrischen Tensor F', bestimmen. Die Ladungserhaltung für j, ist 
bei allen Lösungen dieser Gleichung gesichert. Denn es ist 


Fu ae = — Fast = — Frra = — Fra 0: (11) 


Im ersten Gleichheitszeichen ist von der Antisymmetrie Gebrauch gemacht, 
im zweiten ist die Reihenfolge der Differentiationen und im dritten die 
Bezeichnungsweise der Indizes vertauscht. Die in (11) beschriebene Größe 
ist ihrem Negativen gleich und daher Null. Mit (9) folgt also die Ladungs- 
erhaifung direkt aus der Antisymmetrie von F,,. 


Einen antisymmetrischen Potentialansatz für F,, zur Lösung von (9) 
und (10) stellt Gleichung (7) dar. Dieser Ansatz befriedigt (10) automatisch, . 
denn beim Einsetzen von (7) in (10) entstehen 6 Glieder als zweite Ab- 
leitungen von A,, die sich paarweise fortheben: 


(As — Are)iu + (Ar Audit (Ay va Aryn)ia =. (12) 
4 4 4 


Gleichung (9) erhält die Form 
DA,— Ay = Uolas (13) 


bei der im Gegensatz zu (1) die Ladungserhaltung für alle Lösungen 4, 
gewährleistet ist. Unter der zusätzlichen Voraussetzung (6) geht (13) in (1) 
über. Diese Voraussetzung wird zwar im allgemeinen gemacht, bedeutet 
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hier jedoch lediglich einen Rechentrick zur Vereinfachung der Bestimmung 
von A, aber keine physikalische Notwendigkeit. Denn in diesem Glei- 
chungssystem wird nur die Rotation (7) von A, zu physikalischen Aussagen, 
nämlich über die physikalisch meßbaren Felder F,, herangezogen. Da man 
auch hier neben den Wirbeln (7) eines Vektorfeldes die Quellen noch 
beliebig vorgeben kann, läßt sich über die Divergenz von A, noch beliebig 
verfügen, und zwar sowohl in der Form (4) mit beliebigem 2, als auch in 
der spezielleren Form (6). Im allgemeinen wird man Lösungen von (7) 
und (9) bzw. von (13) aufsuchen, die der Bedingung (6) genügen, aber, wie 
bereits erwähnt, nur aus Gründen der rechnerischen Bequemlichkeit. 


Die Bevorzugung von (9) und (10) als Grundgleichungen der Elektro- 
dynamik hat gewisse Vorteile, die sich noch bei der Diskussion der mit 
diesen Gleichungen verbundenen Erhaltungsgrößen herausstellen werden. 


s 
942  Vektorielle Theorie 


Die Eigenschaften der vektoriellen Wellengleichung 


D4,= 109} () 


sollen untersucht werden. (1) besteht aus vier voneinander unabhängigen 
Gleichungen für die Komponenten A,. Die Bedeutung von A, und j, geht 
aus (941.2) hervor. Von den vier Komponenten von 4, beschreibt A, bzw. u 
- eine skalare Welle (skalar im Sinne der dreidimensionalen Vektorrechnung!). 
Die drei räumlichen Komponenten beschreiben eine vektorielle Welle. Bei 
den als ebene Wellen bezeichneten Lösungen 


er e < 
4=4,(t-7) 7 2 


läßt sich die vektorielle Welle in eine longitudinale und eine transversale 
Komponente 


A=-WEHA" (3) 


aufspalten, derart, daß We die Komponente von X in Ausbreitungsrich- 
tung e darstellt und X" daher senkrecht zur Ausbreitungsrichtung e ge- 
richtet ist: 

We e(el) Are=0. (4) 
Unter den Lösungen von (1) sind also skalare, longitudinale und trans- 
versale Wellen zu unterscheiden. 


Für die Lösungen von (1), die der Nebenbedingung (941.6) 
A,=0 zur —— (5) 
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genügen, besteht zwischen diesen verschiedenen Komponenten eine Be- 
ziehung, die unter Berücksichtigung von (2) bei ebenen Wellen die Form 

—=eA=| dr] (6) 
erhält. Bei ebenen Wellen, die der Nebenbedingung gehorchen, ist der 
Betrag der longitudinalen Komponente also gleich dem der skalaren 
Komponente u/c. 


Jede der Komponenten von 4, genügt in (l) einer Wellengleichung, die 
der skalaren, inhomogenen Gleichung (935.7) äquivalent ist. Die LAGRANGE- 
dichte 2 von (1) kann daher additiv aus den Dichten (933.9) aufgebaut 
werden und erhält im Vergleich zu (935.7) die Form 


1 r # 
—ß = AnrAgt ide (7) 
P besteht Ber aus 4 Anteilen für <=0, 1. 2. 3 bzw. für u und W. Das 
Vorzeichen von £ ist hier so gewählt, daß es für die Komponenten X, 
mit der Darstellung (935.7) übereinstimmt. Die Wahl des Vorzeichens 
spielt jedoch für die hier benutzten Anwendungen von /? keine Rolle. 
Der Faktor 1/2 u, ist hier so gewählt, daß [? die Dimension einer Energie- 
dichte hat. Die EuLersche Gleichung 
ee\ ‚de _ı PR 
aa. ut mit “) 


liefert wieder die Wellengleichung (1). 


Auch der Energieimpulstensor läßt sich wie in der skalaren Theorie 
(931.2) konstruieren, indem man ihn für jede Komponente von A, 
einzeln wie in der skalaren Theorie bestimmt und dann additiv durch 
Summation über 4 zusammensetzt: 


1 : ; 
— MT, = Ay Au — 5 dr Arte: (9) 


Damit T',, eine relativistisch invariante Größe ist, muß die Summation 
über ss genau wie vorher in (7) im Sinne der skalaren Produktbildung 
vierdimensionaler Vektoren durchgeführt werden, was zur Folge hat, 
daß die Zeit- und Raumkomponenten von A, mit entgegengesetzten 
Vorzeichen zu T',, beitragen. Die in T,, noch enthaltenen willkürlichen 
Faktoren sind nach (931.7) wiederum so gewählt, daß 7’, die Dimension 
einer Energiedichte hat und daß die vektoriellen Wellen in 7',, mit dem 
gleichen Vorzeichen auftreten wie früher in (931.2) die skalaren Wellen. 
Der Grund für diese Wahl der Vorzeichen wird sofort ersichtlich werden. 


Die Energiedichte dieses Energieimpulstensors ist 


i ’ ı Vf , (oa,\” ı [iz . fau\? 
7= Top = +] &+(&)]=o (10) 


; Fe 
20 =; 21€ 
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und ihrem Vorzeichen nach offenbar indefinit. Sie widerspricht also der 
ersten der Forderungen (921.4), da n mit wachsendem u beliebig große, 
negative Werte annehmen kann. Die transversalen und longitudinalen 
Wellen weisen nach (10) eine positive Energiedichte auf, während die 
Energiedichte der skalaren Wellen negativ definit ist. Da A" und We 
zueinander senkrecht sind und beide ihre Richtung weder zeitlich noch 
räumlich ändern, läßt sich 7 in der Form 

Knlarseı tr,ig\ 2 
l E on \] 


3 B7 
Ko um € or 
1 u: ou\? 
rt er | 
PO 


Die Wellengleichung (1) kann demnach keine physikalischen Phänomene 
beschreiben, weil die Energiedichte des ihr zugeordneten Energieimpuls- 
tensors keine untere Schranke besitzt. Betrachtet man jedoch unter den 
Lösungen von (1) nur diejenigen, die der Nebenbedingung \5) genügen, 
so läßt sich für diese Nebenbedingung wegen (6) beim Vergleich von ng 
und 77, aus (11) zeigen, daß 


NN t Ne + NK Ntr,ig = 
(11) 


darstellen. 


Ngt N = 0 (12) 
gilt, und somit auch & 
1 Hr, (ow\ 
1-2, Ken (te) . (13) 
Mm 


Bei ebenen Wellen, die der Nebenbedingung (5) gehorchen, sind also die 
Energiedichten der skalaren und longitudinalen Komponente ihrem Be- 
trage nach gleich groß. Sie löschen sich daher gegenseitig aus, und die 
gesamte Energiedichte n7 wird gleich derjenigen der transversalen Kom- 
ponenten allein. Sie ist wie gefordert positiv definit. 


Die Lösungen von (1), die der Nebenbedingung (5) genügen, können 
also physikalische Phänomene darstellen, weil die ihnen zugeordnete 
Energiedichte positiv definit ist. Unbefriedigend in dieser Theorie ist 
jedoch der Umstand, daß man zunächst eine Wellengleichung (1) als 
Grundgleichung benutzt, deren gesamte Lösungsschar aus physikalisch 
vernünftigen und unvernünftigen Lösungen besteht, von denen die un- 
vernünftigen durch eine weitere Bedingung (5) ausgeschlossen werden. 
Man wird sich daher fragen, ob es möglich ist, die Grundgleichung von 
vornherein so einzurichten, daß sie nur die vernünftigen Lösungen enthält, 
daß also die physikalisch sinnlosen von vornherein ausgeschlossen sind. 
Stiche Beschreibungen existieren, wie bereits in Abschnitt 941 gezeigt 
werden konnte, einmal in Form der transversalen Wellengleichung (944.7) 
und zum anderen in Form der Maxwrıschen Gleichungen (Abschnitt 945). 


27 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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943 Spin vektorieller Wellen 


Für die soeben behandelte vektorielle Theorie läßt sich außerhalb der 
Quellen an Orten, an denen somit die Gleichung 


04,=0 () 


gilt, eine weitere Erhaltungsgröße finden, die die charakteristischen Eigen- 
schaften eines Drehimpulses aufweist, der sogenannte Spindrehimpuls X 
der Welle. Von der Größe 


i 1 5 
MR} ,= 7 AA Ar As] (2) 


läßt sich nämlich zeigen, daß ihre Divergenz hinsichtlich des Index z 
verschwindet. Es ist 


MM = A, A—A,DA,—0. (3) 
Eine solche Relation läßt sich offenbar nur finden, wenn die betreffende 
Wellenfunktion aus mehreren Komponenten besteht. 
Wie früher in (923.4) wird ein antisymmetrischer Tensor eingeführt, 
dessen räumliche Komponenten 
e 1 1/5 r 5 
a 23 -— [ao ui == Jar, — 4,4,) 


== mE [ara u) 


in der bekannten Form 


(4) 


() __ @ __ N (5) 


way —ayyr 
mit den Komponenten des Spindrehimpulses zusammenhängen, wie das 
in ähnlichen Fällen (923.6) bei axialen Vektoren durchgeführt wurde. 
Für den Spinvektor gilt daher 
1 . 
TE u 
= fdrUx u (6) 
als Darstellung. 
Lösungen von (1), bei denen nur eine skalare Welle z. B. derart auftritt, 
daß alle X, Null sind, weisen also keinen Spin auf, da sie zu (6) nichts 


beitragen. Bei longitudinalen Wellen zeigen die Vektoren X wie auch X 
in die Ausbreitungsrichtung e, und haben somit gleiche Richtung. Longi- 
tudinale Wellen besitzen nach (6) ebenfalls keinen Spin. 


Lediglich transversale Wellen, 
. et 
ur We=0, (7) 


können einen Beitrag zum Spin liefern. Die dimensionslose Größe 


= o 
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ist charakteristisch für den Spin. Je nach der Polarisation der Welle variiert 
in den Grenzen 
Il (9) 


wie in Übungsaufgabe 94.3 näher gezeigt wird. Es stellt sich heraus, daß 
s—= 0 gilt bei linear polarisierten Wellen, s= +1 bei rechts- (bzw. links-) 
zirkularpolarisierten Wellen. Bei elliptisch polarisierten Wellen dagegen 
kann s einen beliebigen Wert innerhalb der durch (9) gegebenen Grenzen 
annehmen. 


944 Transversale Wellengleichung 


Gesucht werden Lösungen von 


Ayı=0 DA, = oh 4-9). ) 
Für diese Lösungen wird der Ansatz 
A=htr0, U,=(0,:U) (2) 


gemacht, der in Komponenten dargestellt bereits früher ın Abschnitt 636 
in der Form of 


verwendet wurde. Geht man mit dem Ansatz (2) in die erste der Gleichungen 
(1) ein, so folgt daraus 


Me. (4) 


als Beziehung zwischen f und U. Die Raumkomponenten der zweiten 
der Gleichungen (1) liefern 
/ 


[7] ? 
-O,+0U=Wi- (5) 


während die Zeitkomponente auf die Beziehung 
[) 
ot = nee (6) 


führt. Eine Funktion A, ist also dann eine Lösung von (1), wenn sie in 
der Form (2) angesetzt wird und wenn die in diesem Ansatz enthaltenen 
Funktionen f und U den Gleichungen (4) bis (6) genügen. Bildet man 
den Gradienten von (4), so läßt sich f aus (4) und (5) eliminieren, und es 
entsteht 


o (ou 1 ö 0) : 
ou4 (5) = tr (er t= Wi (7) 
an Stelle von (5). (4), (6) und (7) sind nunmehr die Bedingungsgleichungen 


für fund U. Hierbei ist (7) die von Teil 6 her bekannte transversale Wellen- 
gleichung, die im Gegensatz zu (1) nicht relativistiäeh invariant ist. 


27% 
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Von Gleichung (6) läßt sich zeigen, daß ihre zeitliche Ableitung durch (4) 
und (7) bereits erfüllt wird. Sie ist also bis auf eine unwesentliche Kon- 
stante, die gleich Null gesetzt werden kann, automatisch erfüllt, wenn (4) 
und (7) gelten; denn es ist 

; öj d ou , 
WR Uta. (8) 
Somit erhält man die Lösungen von (1) durch den Ansatz (2), indem man 
U aus (7) und anschließend f aus (4) berechnet. 


In Wirklichkeit erhält man eine weitere Vereinfachung dadurch, daß f 
physikalisch bedeutungslos ist. In der Elektrodynamik wird — worauf 
hier verzichtet werden soll — bewiesen, daß f zu den meßbaren Größen 
überhaupt nichts beiträgt, d.h. physikalisch bedeutungslos ist und will- 
kürlich gleich Null gesetzt werden kann. Es lassen sich alle meßbaren 
Größen durch den Feldtensor ausdrücken, der beim Ansatz (2) die Form 


P,3 = Ar — Are fa fjap + Una Ur = Una Ur (9) 


annimmt, die in der Tat von f unabhängig ist. 


945 Die Maxweızschen Gleichungen 


Die in Abschnitt 941 entwickelte Schreibweise der MAxweLuschen 
Gleichungen verwendet einen antisymmetrischen Feldtensor F,,, der den 
Gleichungen 

Fa=—Fı Female Fraut Pant Fax = 0 (1) 
genügen soll. Dabei kann F,, als bloße Abkürzung für die schiefsymmetrische 
Ableitung eines Viererpotentials A, angesehen werden, so daß die Gleichun- 


en (1) durch 2 
N P,, = Au Ar Fur Mods (2) 
erfüllt sind. 

Die Wellengleichung (2) unterscheidet sich nach (941.13) von (942.1) 
durch das Hinzutreten eines weiteren von A abhängigen Gliedes. Die 


LA@RANGE-Dichte dieser Gleichungen sollte deshalb durch eine entsprechende 
Erweiterung aus der früheren (942.7) hervorgehen, was bei dem Ansatz 


1 ae 
-B= 7 Fran (3) 
tatsächlich der Fall ist. Von diesem Ansatz (3) wird die EuvLersche Gleichung 
gebildet, die auf 
op dp er 2 OF,, " FF, 9A „4 u) 
| \-( 5 tl ae 7 2a 


04, \6Ayın Or, Ay Zu OA =), (4) 


7 Pu Puh] 


führt und, wie mn sieht, die Wellengleichung liefert. 
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Als nächstes soll der Knergieimpulstensor konstruiert werden. Er muß 
so beschaffen sein, daß seine Divergenz außerhalb der Quellgebiete, also 
in Gebieten mit j,— 0, verschwindet. Der Ansatz 


MoTsa— Fau ren, (5) 


für den Energieimpulstensor lehnt sich an (942.9) an und ist im Sinne 
von (3) — Ersatz von A,,, durch F',, — versuchsweise erweitert. Zum Nach- 
weis seiner Richtigkeit wird die Divergenz von T',, gebildet. Beginnt man 
mit der Ableitung des zweiten Terms von (5), so wird 


Öy 
Kol iR, Furt Fon Fuat Fan Fun (6) 
Die weitere Umformung von (6) ergibt 
1 
KoTara = F [Fans + Fyxlr + Fan] + Pan Fr: (7) 


Hier ist der erste Term durch Summation über A in ö,, in (6) entstanden. 
Der zweite und dritte Term sind gleich groß und gehen auseinander hervor 
bei Verwendung der Symmetrie von F,,F,,, bei gleichzeitiger Vertauschung 
A|» im ersten und w||x im zweiten Faktor. Beide zusammen sind gleich 
dem zweiten Term von (6). Die eckige Klammer von (7) verschwindet, 
weil die dritte Gleichung von (1) für den Ansatz (2) erfüllt ist, wie in 
(941.12) gezeigt werden konnte. Es bleibt somit nur noch 


MoTaaa> Pau „Furp= 0 für = (8) 


was wegen (2) außerhalb der Quellen der Fall ist. Der in (5) angesetzte 
Tensor T',, ist also wirklich divergenzfrei. 


Zu untersuchen bleibt noch die Energiedichte dieses Tensors, die nach 
(922.2), (5) und (941.8) 
1 1 Me Liu: & 
Te re] (9) 
1 [e& 
7. |a+#]>0 


positiv definit wird. Dieser Wert für 7 stimmt selbstverständlich auch 
mit dem auf elementarem Wege bereits früher in (635.5) gefundenen 
überein. Berücksichtigt man den Zusammenhang zwischen €, ® und U 


nach (635.1), so wird 
1 (Bi, fo 3 
-.le+xW) |>0. 110) 


was ebenfalls schon früher in (632.9) gezeigt werden konnte. 
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946 Wechselwirkung mit Materie 


Von der Wellengleichung (945.2) hat sich herausgestellt, daßihre Lösungen 
den Transport einer positiv definiten Energieverteilung repräsentieren und 
daß ihnen auch die übrigen Erhaltungsgrößen des Energieimpulstensors 
(945.5) zuzuordnen sind. Die bisherigen Überlegungen bezogen sich ledig- 
lich auf das Vakuum, in dem die Gleichungen 


Fu» =0 Furt Frau t Fur = 0 (1) 
gelten. Durch allgemeine Überlegungen soll nunmehr festgestellt werden, 
wie diese Wellen erzeugt und vernichtet werden können, wie sie also ihre 


Erhaltungsgrößen von mechanischen Systemen übernehmen und wieder 
an sie abgeben. 


Für diese Untersuchungen wird angenommen, daß das Gesamtsystem — 
bestehend aus Mechanik und Elektrodynamik — abgeschlossen ist und 
daher einen Energieimpulstensor 

T-TMıLTW Ta=Tjs T,3a=0 (2) 
besitzt, der aus einem mechanischen Anteil TM und einem Wellenanteil 7 
besteht, die nach (934.6) und (945.5) durch 
TE=[FFS+SER, zum (8) 
Ko ; 4 
gegeben sind. 


Nach den Untersuchungen von Abschnitt 935 ist die auf die Materie 
ausgeübte Kraft bzw. der mit ihr verbundene Vierervektor der Kraftdichte 
Ta (nu u) = ku. (4) 
Gelten die Wellengleichungen (1) im Vakuum, so verschwindet die Diver- 
genz von TF für sich. Wegen (2) muß dann auch die Divergenz von TM 
verschwinden und nach (4) die auf die Materie ausgeübte Kraft Null sein. 
Wenn also überhaupt eine Wechselwirkung der Wellen mit der Materie 
stattfinden soll, so muß die Wellengleichung (1) abgeändert werden. Dafür 
kommt nur die erste der Gleichungen (1) in Betracht, da die zweite dieser 
Gleichungen eine Identität ist, die mit der Definition des in (941.7) ein- 
geführten Feldstärkentensors verbunden ist. 


Findet also eine solche Wechselwirkung zwischen Welle und Materie 
statt, so darf in (2) nur die G@esamtdivergenz verschwinden. Für die Di- 
vergenz von TW folgt auf Grund der Gültigkeit der zweiten der Gleichungen 


1) nach (945.8 
a ER Kone- (5) 


Die von der Welle auf ein mechanisches System ausgeübte Kraft ist 
also unter allen Umständen 


1 
= — Tir= Fun Fans, (6) 
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bevor man noch Näheres über die Art der Wechselwirkung weiß. Bei 
stattfindender Wechselwirkung müssen also gleichzeitig die Bedingungen 


kl #0 — Fop#0 (7) 


erfüllt sein. Die Divergenz des Feldtensors, die nun nach (7) von Null 
verschieden sein muß, wird vorübergehend mit u,f, bezeichnet. Es müssen 
dann die Gleichungen 


—k,=Fafı Frau Mofi (8) 


erfüllt sein, wobei hier die Summationsindizes gegenüber (6) vertauscht 
werden. 


Die Größen u,f; sind hier die Inhomogenitäten der in (945.2) und (8) 
beschriebenen Wellenausbreitung. Sie stellen ihrer physikalischen Be- 
deutung nach die Quellen des Feldes F', 4, dar. Bildet man die Ableitung 
von (8) nach x,, so entsteht 


Mofa Fra > 0, (9) 


wie in (941.11) gezeigt wurde. Wegen der Schiefsymmetrie von F,, genügen 
die Größen f, also einer Kontinuitätsgleichung. Da nur Kraft auf Materie 
ausgeübt werden kann, wo Materie vorhanden ist, können die Funktionen 
J, nur dort von Null verschieden sein, wo sich Materie befindet. Die f, be- 
schreiben also eine Eigenschaft der Materie, die im übrigen der Kon- 
tinuitätsgleichung genügt. 


Wegen der Kontinuitätsgleichung (9) aber besitzt das Raumintegral 
von f, die Eigenschaft einer Erhaltungsgröße. Sie wird in 


-—[dop=|dse (10) 


als Zadung Q bezeichnet. Die übrigen Größen f, lassen sich wegen (9) als 
die der Ladungsdichte go zugeordnete Stromdichte od deuten 


Ja (co, tod). al) 
Die Kraftwirkung schließlich hat die spezielle Form 


W=—Ran=(H, it) t=o[E+Hx8] (12) 


der sogenannten LoßEntz-Kraft. 


Diese Ausführungen mögen zeigen, daß zwar gedanklich und begrifflich 
ein weiter Weg zurückzulegen ist, um die Wechselwirkung zwischen ver- 
schiedenen Feldern und materiellen Systemen übersichtlich zu behandeln. 
Andererseits führen diese Überlegungen aber auch zu außerordentlich 
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befriedigenden Ergebnissen. Bezüglich der elektromagnetischen Wechsel- 
wirkung mit Materie ließ sich hier sogar in eindeutiger Weise die gesamte 
Form der Wechselwirkung bestimmen. Die Eigenschaften, die die Materie 
unter dem Stichwort „Ladung“ haben muß, lassen sich unmittelbar aus 
der Diskussion des Energieimpulstensors folgern und zwar hinsichtlich 
ihrer Erhaltung selbst, wie auch ihrer Funktion bei der Erzeugung von 
Wellen, und schließlich bei der Kraftübertragung von Wellen auf Materie. 
Diese wechselseitigen Funktionen kommen in den beiden Gleichungen (8) 
zum Ausdruck. 


Übungsaufgaben 


94.1. Man untersuche die Invarianz 
&) der F PER 


b) der Wellengleichungen DA, — Azızıx = toj, und DA, = Ho)x 
gegenüber einer Eichtransformation A,— A, + ix 


94.2. Man zeige 
&) bei der skalaren, 


b) bei der durch (945.3) beschriebenen elektromagnetischen Theorie, daß die 
Größen 


far 9%ı=fas, Tar 


übereinstimmen, obwohl im Fall b) ©,; + T,; ist. 
Zur Definition von @,, siehe Übungsaufgaben 93.1. 


94.3. Man beweise die Beschränkung des Spins transversaler Wellen in (943.9) auf 
Werte -1<s<s +1, indem man den Spin zirkular polarisierter Wellen be- 
rechnet und anschließend zeigt, daß andere Polarisationsformen einen kleineren 
Spin besitzen müssen. 
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Zusammenfassung: Die Bewegungsgleichungen der Mechanik lassen sich in der 
symmetrischen Form der kanonischen Gleichungen darstellen. Eine entsprechende 
Darstellung ist auch in der Wellentheorie möglich, wenn man die Werte der Wellen- 
funktion in kleinen (dreidimensionalen) Raumgebieten Ao als mechanische Koordi- 
naten q(t) auffaßt. Definiert man das Raumintegral über die LA@GRAan@E-Dichte pP 
als LAGRAnge-Funktion L, so gelten auf Grund der Wellengleichung für das durch 
L beschriebene System die Bewegungsgleichungen der Mechanik. Durch diese Mög- 
lichkeit einer mechanischen Deutung der Wellentheorie wird die formale Überein- 
stimmung vieler Ergebnisse beider Theorien erst voll verständlich. Durch Einführung 
einer mit der Energiedichte n identischen Hamıtroxschen Dichte X und einer 
kanonischen Impulsdichte x lassen sich auch die kanonischen Gleichungen auf die 
Wellentheorie übertragen. 
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951 Hamınton-Formalismus der Mechanik 


Die kanonische Form der Bewegungsgleichungen ist in der Mechanik 
deshalb bedeutsam, weil sie noch umfangreichere Invarianzeigenschaften 
als die Lacrangesche Form gegenüber Koordinatentransformationen 
besitzt. Neben den Koordinaten g, werden die noch näher zu definierenden 
kanonisch konjugierten Impulse p, eingeführt. Es wird weiter eine soge- 
nannte Hamıztoxsche Funktion H durch die Gleichung 


H= N MN—L(; 0) = H (Pr: 9; 9») () 


definiert. Die Abhängigkeit dieser Funktion von den verschiedenen Variablen 
kommt in ihrem Differential 


R i r OL OL 5: oL, 
dH= 2 ladnı+ Drdi—4—5,I |— 5dt (2) 


zum Ausdruck. Der kanonische Impuls p, soll zweckmäßigerweise so defi- 
niert werden, daß die Hamıtronsche Funktion (1) von den Geschwindig- 
keiten g, unabhängig wird: 


oH oH oH 
HEHE de + 
dH 3, Pt | + (3) 


Das ist, wie der Vergleich von (2) und (3) zeigt, gerade dann der Fall, 
wenn die kanonischen Impulse durch 
n=5, ( 
ur? 
gegeben werden. Im übrigen zeigt der Vergleich von (2) und (3) die Gültig- 
keit von | 
i oH o0L OH .  0H OL 
ar 0 ET2 ar (5) 
Berücksichtigt man ferner die La«arangzschen Bewegungsgleichungen 
(933.3) mit 3,—= q, und die Definition (4), so folgen die kanonischen Be- 
wegungsgleichungen 
. ___0H ah a 
Le EA Ik ir ( ) 


Die Hamitronsche Funktion hängt nur noch von den Koordinaten 
und Impulsen ab 


H=H (p, 1%); (7) 


sowie eventuell noch von der Zeit. Ist in der Hamıtronschen Funktion 
eines speziellen Systems zufällig eine der Koordinaten g,, etwa g,, nicht 
enthalten, so folgt für den zugeordneten kanonischen Impuls p, nach (6) 
sofort die Gültigkeit von 


3 —=0 pn=0 9, = konst. (8) 
5 
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Der zugehörige kanonische Impuls ist daher eine Erhaltungsgröße. Hängt: 
insbesondere die Hamıtrtoxsche Funktion nicht explizit von der Zeit £ 
ab, so ist sie wegen 


4 i OH . OH OH 
=3 n ti a ae Tu (9) 


eine Konstante der Bewegung: 
H=E. (10) 


Die Hanmıtrossche Funktion ist im allgemeinen mit der Energie des Systems 
dentisch. 


952 Wellentheorie in mechanischen Koordinaten 


In diesem Abschnitt soll eine solche Darstellung für den LAGRANGE- 
Formalismus der Wellentheorie gefunden werden, daß sich ihren Größen 
die zugeordneten mechanischen Impulse und Koordinaten unmittelbar 
entnehmen lassen. Man gelangt auf diese Weise zu einer vollständigen 
mechanischen Deutung der Wellenausbreitung. Diese Überlegungen ver- 
laufen also praktisch umgekehrt zu denen von Teil 2 über die Oszillator- 
ketten. Während dort eine Wellentheorie aus ihren mechanischen Grund- 
lagen heraus entwickelt wurde, wird hier eine beliebige Wellentheorie, die 
nicht notwendig mechanischen Ursprungs ist, als mechanisches System 
unendlich vieler Freiheitsgrade dargestellt. 

Zunächst wird der gesamte dreidimensionale Raum in gleichgroße Wür- 
fel Ao, aufgeteilt, die so klein gewählt sind, daß die Wellenfunktion inner- 
halb eines solchen Würfels als praktisch konstant angesehen werden kann. 
Die einzelnen Würfel werden in der Form » =1, 2,... durchnumeriert. 
Als mechanische Koordinate q,(t) wird nun bis auf den Normierungs- 
faktor YAo der Wert der Wellenfunktion im n-ten Würfel aufgefaßt: 


V=YAop(i, 2). (ı) 


Aus den Variablen zweier Nachbarwürfel kanu ein Ausdruck gebildet 
werden, der in der Grenze Ar—> 0 in die Ableitung übergeht 


eu = 10 (52). (2) 


Dabei bedeutet Ax den mittleren Abstand zweier Würfel. Entsprechende 
Ausdrücke lassen sich für y und z bilden. 


Als mechanische Laerange-Funktion L wird das Volumenintegral über 
die LAGRANGE-Dichte /? aufgefaßt 


L= [do2(p, 52, ge N), (3) 
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das wegen der Einführung der kleinen Würfel Aco in die Summe 
= N A0L, (a HE, G) (4) 
= E 
zerfällt. 


Zunächst. sind die partiellen Ableitungen von L nach den Koordinaten g, 
und Geschwindigkeiten q9, zu untersuchen. Für die Ableitungen nach 
den Geschwindigkeiten entsteht ns relativ einfache Ausdruck 


m -Y40(3,), (5) 


Dabei ist die erste Ableitung von er benutzt und der Zusammenhang 
zwischen L, und LP, wie er aus dem Vergleich von (3) und (4) folgt. 


Die Ableitung von L nach den g, ist etwas komplizierter, weil die in (2) 
eingeführten Ortsableitungen hier zu berücksichtigen sind. Zunächst er- 
hält man aus (4) 


OL OL oL 1 OL 1 
es (32) ae Mi nn en a u Mn en |, LE 
Ogn Oq, een As a (Gere Ast (6) 
. 4x Az 


Die Punkte in (6) deuten entsprechende Ausdrücke für y und z an. Ähnlich 
wie in (5) wird daraus zunächst 


le) ae] © 


und wenn man die eckige Klammer in (7) nochmals im Sinne von (2) als 
Ortsableitung auffaßt, so wird daraus 


öL _ dL a 9 
Fr Alan ( 2) (8) 


0% 


n 


Die entsprechenden Ausdrücke in y und z lassen sich einfach hinzurügen, 
wobei endgültig 


öL _ op _9 _9P 
Kr Var ar, | D 
dr n 


entsteht. 


Nunmehr läßt sich zeigen, daß die in (1) definierten Koordinaten mit 
der in (3) und (4) eingeführten LAgrAnge-Funktion Z die LagRangEschen 
Bewegungsgleichungen erfüllen. Unter Benutzung von (5) und (9) erhält 
man nämlich 


d öL oaL aa, 98 ap PR 
dt 04, 0q, 1aola FE | 
In 


09 0p 
I 


a Sei 


(10) 
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Dieser Ausdruck verschwindet wegen der Gültigkeit der EuLerschen 
Gleichungen (933.7) der Wellentheorie. 


Es ist damit gezeigt worden, daß ein Wellenausbreitungsvorgang be- 
liebiger Art folgende mechanische Interpretation gestattet: Die Wellen- 
amplituden p(r,,t) an dem einzelnen Orten r, in Würfeln Ao, können als 
Koordinaten q,„(t) eines mechanischen Systems aufgefaßt werden. Die 
Zahl der Freiheitsgrade des Systems ist gleich der Zahl der Würfel, also 
im allgemeinen unendlich. Der zeitliche Ablauf der Wellenausbreitung 
wird beschrieben durch die Zeitabhängigkeit (1) der Koordinaten g,(t). 
Die Ableitungen der Wellenfunktion, die in (3) auftauchen, machen sich 
innerhalb der LAGRANGE-Funktion Z in (4) als Kopplungsglieder bemerkbar. 
Wäre nämlich Z unabhängig von diesen Ableitungen öp/ör, so zerfiele (4) 
in eine Summe von Funktionen Z,, deren jede nur von einer einzigen 
Koordinate g, abhängig wäre. Die einzelnen Koordinaten q, würden sich 
voneinander unabhängig ‚beweg “ können. Durch die Abhängigkeit 
von L von den Ableitungen (2) ist gerade die Wechselwirkung benachbarter 
Koordinaten gewährleistet. Das Auftreten der Ableitungen (2) bedeutet 
für das mechanische System das Vorhandensein einer Nachbar wechsel- 
wirkung, bei der jede Koordinate mit der Nachbarkoordinate durch un- 
mittelbare Wechselwirkung gekoppelt ist. 


Damit ist die Wellentheorie formal auf ein mechanisches System sehr 
vieler Freiheitsgrade zurückgeführt. Alle in der Mechanik irgendwie gül- 
tigen Sätze müssen sich allein wegen der formalen Übereinstimmung auch 
formal auf die Wellentheorie übertragen. Es nimmt an dieser Stelle daher 
nicht mehr wunder, daß die Wellentheorie in gleicher Weise wie die Mecha- 
nik 10 invariante Integrale erster Ordnung, die mit den allgemeinen In- 
varianzeigenschaften zusammenhängenden Erhaltungsgrößen, aufweist. 


953 Der kanonische Formalismus 


Auch der Hamıttonsche kanonische Formalismus der Mechanik kann 
formal auf die Wellentheorie übertragen werden. Entsprechend den Aus- 
führungen von Abschnitt 951 werden bei bekannter LAGRAnGE-Funktion 
die den Koordinaten gq, kanonisch zugeordneten Impulse p, durch 


OL 
De ) 
eingeführt. Wird weiter mit 
H= 3 Pan —L 2) 
N 


die Hamıtrtoxsche Funktion bezeichnet, so müssen die kanonischen 
Bewegungsgleichungen 

öH . __öH 
9q, 


m=— (3) 
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gelten. Die Richtigkeit von (1) bis (3) folgt aus den Überlegungen von 
Abschnitt 951. Ihre Gültigkeit für die Wellentheorie folgt aus den Zu- 
ordnungen von Abschnitt 952, insbesondere aus der Gültigkeit der EULER- 
schen Gleichungen (933.7). 


Um die Ausdrücke (1) bis (3) in den Formulierungen der Wellentheorie 
zu beschreiben, empfiehlt sich die Einführung einer Haımızronschen 


Dichte {X sowie einer zur Wellenfunktiongp kanonisch konjugierten /mpuls- 
dichte 


H=[doN r=VAor(i,), (4) 
die übrigens nicht mit der eigentlichen Impulsdichte z der Wellentheorie 


verwechselt werden darf. Mit (952.1), (952.3) und (4) geht nunmehr (2) 
direkt über in 


H= [do{ag—L]. (5) 
Die kanonische Impulsdichte x folgt aus (952.5), (l) und (4) zu 
uluE ee re (6) 
Für die Hamıtronsche Dichte entsteht somit nach (5) 
; 02 . 
er 
Da H mit der Gesamtenergie übereinstimmt, ist die HamıLroxsche Dichte 


W-n (8) 


im allgemeinen mit der Energiedichte der Wellentheorie identisch. Die 
kanonischen Gleichungen (3) bekommen in der Wellentheorie offenbar 


die Form au, a 04 . 4 a 
ut ig gm 9 
Or 


Dabei ist vorausgesetzt, daß die Hammwronsche Dichte /} in gleicher 
Weise wie £ von den Ortsableitungen der Wellenfunktion, also von Op/ör 
abhängt, von ör/ör jedoch nicht. Die in (3) geforderte Ableitung OH /dq, 
muß daher genau wie im (952.9) gebildet werden. 


Abschließend sei vermerkt, daß dieser kanonische Formalismus der Wellen- 
theorie die zwanglose Einführung quantenmechanischer Begriffe in die 
Wellentheorie ermöglicht. Bekanntlich entsteht die Quantentheorie aus der 
klassischen Mechanik dadurch, daß man die Gültigkeit der mechanischen 
Gleichungen weiterhin postuliert, die in ihnen auftretenden Impulse und 
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Kooräfnäten jedoch als algebraische Größen auffaßt, die nicht alle mit- 
einander vertauschbar sind, sondern den Vertauschungsrelationen 


\ 


h 
Pr Im — Im Pn = [Pr Im) Önm (10) 


genügen. Die in (10) definierte eckige Klammer wird als die ,‚Vertauschung‘“ 
zweier Größen bezeichnet. % ist die PrLancksche Konstante. Überträgt 
man (10) an Hand von (952.1) und (4) auf die wellenmechanischen Begriffe, 
wird daraus 


h Önm 
td), lm BIS FG: (1) 
Allgemein wird also eine Wellentheorie durch die Forderung 
’ h ’ 
[R(t,, 9, = ddl —r) (12) 


in die zugehörige Quantentheorie überführt, sie wird, wie man sagt, 
„quantisiert“. 


Lösungen zu den Übungsaufgaben 


11.1. Wegen der Ladungserhaltung besteht zwischen der Ladung g auf 
der Kondensatorplatte und dem Strom J im Schwingkreis der Zu- 
sammenhang 9 = J, wenn man Ladungsvorzeichen und Strom- 
richtung der Abbildung entsprechend vorschreibt. Die Spannung am 
Unterbrecher besteht dann aus drei Anteilen, deren Summe bei 
geschlossenem Unterbrecher verschwinden muß. 


Un+Ur+lc=0. 
U, ist durch die Selbstinduktion bestimmt 778 = Lg), 
U,„) durch den Oumschen Spannungsabfall (R.J = Rg), und 
U. ist die Kondensatorspannung (g/C). 
Somit gilt für g(t) die gedämpfte Schwingungsgleichung 
& ER | 
Zo+Rg+ . g=0. 


Multiplikation mit g ergibt nach Umformung den Energiesatz 
d E 2 1 


a |lattzer] Re 
Links stehen magnetische und elektrische Feldenergie von Selbst- 
induktion und Kapazität, rechts steht die im Ommschen Widerstand 
erzeugte JouLEsche Wärme. Es gelten daher die gleichen Über- 
legungen wie in Kapitel 11, wenn man den dort auftretenden Größen 


folgende Bedeutung gibt: 


yo | y nm ja im yim | 0) 
MEZEIEAENET ER Emmen, 
c ıYZC L R | LC 2L 
1 ! 
ya | 
dz 27 | Exsa | Eoor 
6 | 
d=Rn L, | sen Eeyektr 


11.2. Die Rotationsbewegung wird durch 99 = D beschrieben. Dabei ist 
D das auf den Körper wirkende Drehmoment und © = f dour? das 
Trägheitsmoment mit der Massendichte „ und dem Abstand r von 


420 Lösungen zu den Übungsaufgaben 


der Drehachse. Ist also y = g, dann bedeutet m das Trägheitsmoment, 
a das rücktreibende Moment pro Einheitswinkel, welches als Richt- 
moment bezeichnet wird, und —myy beschreibt den Dämpfungs- 
anteil des Drehmomentes. 


11.3. Aus der Lösung y(t)= 4e””"? cos (ot — a) folgt für t=0: 
Yy=4eosa, W=—yYy/2+Awsinz. Die Auflösung nach 4 
und « ergibt: 


“2 
® ee do +5 Yo 
A=|y+ Balan Trnae aeg: 


11.4. Die Lösung ist = e””*!? (1, coswt +1,sin ot). Mit den Anfangs- 
werten t, und ti, ergibt sich u =r, und u = (t, + 1,y/2)/®. Die 
Bewegung findet in der durch die Vektoren r, und ti, aufgespannten 
Ebene statt. Ohne Dämpfung erhielte man eine Ellipse, die Dämp- 
fung läßt den Abstand des Massenpunktes vom Nullpunkt ständig 
schrumpfen. 


11.5. a) Ein Schlüsselbund von 100g schwinge an einem Paketgummi, 
‘den es um 5cm verlängert. Mit a = 20 p/em und m = 100 g wird 
vr 2sect, 

b) Die Autofedern eines Personenkraftwagens tragen eine Eigenlast 
von 1000 kg und mögen sich unter der zusätzlichen Nutzlast von 
300kg um 2cm senken. Mit a = 150kp/em und m = 1300 kg 
wird v = 2 secrt. 

c) Elektronen sind zwar nicht elastisch gebunden, trotzdem läßt sich 
die Wellenlänge ihrer Strahlung der Größenordnung nach ab- 
schätzen gemäß » = Yalm mit 


a=—=e(4nE) 1 0100, 


Dabei wurde die Elektronenladung e,=1,6-10°1° A sec und der 
Atomradius r — 10”10m verwendet. Weiter ist Masse des Elektrons 


Inc 


1 = 10""m, 
Ve 


My 10° kg, also w.=10!°sec"! und /u= 


eine Wellenlänge im U.V.-Gebiet. 


“d) Die gleiche Betrachtung liefert mit m; = 10°”° kg eine Wellen- 
länge An = 10° m im U. R.-Gebiet. Beide Abschätzungen ent- 
sprechen den beobachteten Größenordnungen. 


12.1. Analog zu den Betrachtungen in der Aufgabe 11.1 muß hier die 
Summe der Teilspannungen gleich der eingeprägten Spannung sein, 
woraus folgt: 


a Rd, ı 
Ll4#+7 +rele= Um. 


12.2. 
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Multiplikation mit q gibt wieder den Energiesatz 
d[L =» er a ; 
Er 5 F+ord)|=gUlk)- RE mit = —. 

Überträgt man weiter die Überlegungen aus Kapitel 2, so wird bei 
U(t) = Ueet 


U, ejwt TE 
10-7} — = ee 
S-w+joT 
also V, 1 __ _@R/L 


I = 


L Yo$-@2%+ (R/Lo: 


Die im Mittel vom Schwingkreis aufgenommene Leistung ist gleich 
der verbrauchten N(wo)=JU=RJ2 Während o=YL/C/R ist, 
wird die Halbwertsbreite Aw = R/L. Der Schwingkreis siebt unter 
allen möglichen, erregenden Frequenzen nur dann die seiner Eigen- 
frequenz naheliegenden scharf aus, wenn Aw klein ist. 


e r 1 
Mit o> wor wird nach Formel (123.4) n ner Kr 
Nm liegt bei &,= Yl— 1/20? und hat den Wert n,,= ne 
kleine Dämpfung ist o groß; so daß &,--1 und 7,0, wie man 
nach Entwicklung der Wurzeln sieht. Aus diesem Grund ist essinnvoll, 
bei kleinen Dämpfungen o statt n,, als Resonanzüberhöhung zu 
bezeichnen. 


0 10 15 20 235 50 
En 0,71 0,88 0,94 0,96 0,99 
Am 1,16 1,6 2,07 2,56 5.02 
oftim 0,37 0,94 0,97 0,98 0,996 
n(V0,5) | 1,15 1,45 1,63 1,74 1,92 


nV2 0.58 0,73 0,82 0,87 0.96 


or eo mn RB 14€ 


Die gestrichelte Kurve deutet die Verschiebung der Maxima an 


28 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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13.1 a) Nach (133.5): — f dt --65+3) =; 


ee 
b) Nach (133.6): >| die 1 [de "==. 


—_—oxo 0 


+0 ES +0 
c) Nach (133.7): n [ac En | rel, 
ENT. 


d) Nach (133.8): 1 dt en = 


00 


13.2. Die nebenstehende Zeichnung 
enthält y,, y, und y,. In der 
Grenze N — oo geht yy(f) in die 
Gerade y(t) = t über. 


13.3. Hier ist "= 2x und 
0, =n2n/T =n. 


Die Fourikrkoeffizienten be- 


+n 


rechnensich zu c, Zr eiRty(t) 


für n=0, +, E 2. Die 
angegebenen Funkticten. werden durch y= 1/2 S, c„e”t dar- 
gestellt. a 


+n 6 3 
= 4 9 N zo | 25 IA, 
int intl __ — _,(-_])* 
a) „= rat eg ae dte F Con =—j( 1) 


jedoch c, = 0. Es ist also 
a ET; 
=, 7 EIN a (nt)= yo von Aufgabe 13.2. 
E s 


+7 
b) 0m [aretejzfare te jarere= 22% farm) 
0 nen 
2 = 
=2| Gr (-0osnn + 1) + +sinnz] = 7 wennn—0 
— — wennn ungerade 


n? 
- nn 4 8 cos(2m+1)t 
I=5377,2& Omriy 


14.1. 


14.2. 


14.3. 


285* 
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er z T m 
€) = | die" signt = [det — (et — — 27 [dtsinnt 
ud 3 u 0 (7 
| 0  wennn gerade 
0 wennn=0 


— wenn n ungerade 


-— 2) (-cosna+ )= 


4 58 sin(2m+1}t 


de no ZmH+l) 
+ m 
d) „= | dte-’*! [sine |= [dtsint(e ir! + er) 
_n 0 


—=2 [at sint cosnt= [at sin (nr +1) —sin(n— 1] 
ö Ö 

wenn n ungerade 

wenn n=0 


wenn n gerade 


2 4 © cos?2mt 


Bi En (2m —l 


Die Fouriertransformierte y(w) ist 
+00 +6 a 
y(o) = [u yo= [ dei =. 
Y 


00 ne 


Hier wird entsprechend 


+0 © © 
y(o)= f dieriete-alti=| det dtie--jot 
— 0 v0 v0 
1 1 2& 
= + ——— 


at jo “jo a? + m?" 


Das Integral J = rer ist hier zu bestimmen, wobei die Inte- 


gration den Punkt ® =js entgegen dem Uhrzeigersinn umlaufen 
soll. Mit der komplexen Variablen Re? =w—je wird do = Reirjdp, 
und die Integration erfolgt über das Intervall O<pos?2z: 


2n en 
ReP jd e & 
3-[ nr =j| dp=2nj. 
ö 


0 
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Mit diesem Wert für J ergibt sich direkt (145.11). Enthält der Inte- 
grand irgendwelche andere Potenz von w — je, sc verschwindet J: 


d Reivjd 
I Dr -9 nn we al ere ja-De—( für n+1. 
14.4. Aus (145.14) folgt in der Grenze e— 0 direkt 
y(o— je) = Y(e+jo) = Vz; 


(e 2/Te+io)_ 1) 


€E+ 


az (e- (a+pyY2T Yo- —]). 


21.1. In der Kraft (211.5) kann y? vernachlässigt werden. Die 
wird harmonisch, und die Frequenz ist 


o(L)= Vi 2) = one 1-2 2 L2ZLo. 


Bei großen Werten L>L, wird w(L) einfach konstant. 


m m 


— — 


a: I + 2 
c9 & F 


21.2. Den Bewegungsgleichungen (211.7) entspricht obenstehendes Schalt- 
bild für die Ladungen g, und g, an den Platten der Kondensatoren 
0? und 03. Es folgt aus der Spannungsbilanz in beiden Kreisen 


“ 1 1 1 : 

Li tamtrantraın)=0 
je 1 1 1 

get gr + Grm a-n)=0. 


Man beachte, daß hier g, an der unteren Platte von C? liegen muß, 
um die früheren Vorzeichen zu erhalten. Bei der symmetrischen 
Eigenschwingung ®&_ schwingen beide Kreise ‚in Serie“, wobei 0? 
stromlos bleibt. Bei der antisymmetrischen Eigenschwingung schwin- 
gen beide Kreise ‚in Parallelschaltung‘“, und die Ströme haben die 
Richtung der eingetragenen Pfeile. Unterbricht man die Selbst- 
induktion L? bzw. L”, so schwingt das System mit der Oszillator- 
frequenz w, bzw. @,. Schließt man außerdem noch 02 und 0% kurz, 
so wird die Schwingungsfrequenz ß,. Im übrigen gelten wörtlich alle 
Überlegungen von Kapitel 21. 


21.3. 


21.4. 


21.5. 


22.1. 


22.2. 
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Nach Definition der Größen 
Area, —jß, 
Are" a_—jß_ 
lauten die Anfangsbedingungen 
Wo 2 — wi 


ya, +9%_ ya B ME ” x_ 


A ß 07 — wi — o2 
ı=w,ß,+o_ß_ Ya 7 Bi = o,ß,+ a —.—o_ß_. 


Die ersten beiden Gleichungen bestimmen «, und «_ zu 


(w} — w*) yı— Biye 


= 


w2 — w2 
go (ei wi) yı-Biye 
= w2 — 02 2 


Man erhält ß_,indem man «, durch &, ß_, und y, „durch 7, „ ersetzt: 


Be A 
+7 @, ww — w? 


pl ei-ad)h Bin, 


o_ . wı—wi 
So wird schließlich 
5 @+8to 
25 e _HYı_ Ya 
Aa ta jet or (nt nr Alw+ je )} 


Nach (211.1) ist B=yyYma und somit y= = 
Ym a 
Von den sechs Freiheitsgraden des Systems bewegen sich die Schwer- 
punktskoordinaten 3 mit konstanter Geschwindigkeit 
Mıtı + Matz 
m, + Mg 


3 = 8=0, 


während die Differenzkoordinaten sich wie der räumliche harmo- 
nische Oszillator von Aufgabe 11.4 verhalten: 


“ a 
r = h Re t+wt=0; = £ 
mit einer Frequenz w,, in der die reduzierte Masse 
un 
; Br m, + m, 
auftritt. 


Mit dem Ansatz f(a’) = 2/0 ,ö(a’ — a). Beweis durch Einsetzen! 


Die zeitunabhängigen Lösungen können als staticnäre Schwingungen 
mit der Frequenz & = 0 angesehen werden. Nach (222.4) oder 
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22.4. 
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(222.5) ist dann &=1-a/2b. Bei verschwindender Federkraft «a 
(Seil!) ist dann (222.7) eine Lösung. Die Amplituden müssen eine 
Gerade bilden. Mit der Federkraft a > 0 aber ist (222.8) die Lösung 


mit 
1455 +45) | 


oder, bei schwacher Bindung a der Massen, 


B= 5 <1. 


Diese Lösungen treten auf, wenn die Kette an einer Stelle infolge 
einer äußeren Kraft angehoben ist und im übrigen ruht. 


ß=In 


.m=1,3 M=Ys; Ya Ya symmetrisch, 


m— 2,4 Y=—y Ya=—ys antisymmetrisch. 


. Zunächst ist zu beachten, daß die angegebene Lösung y(f,r) nur 


den Realteil der rechten Seite betrifft, also 


er e [1% ejtot— an) flat era an], 


Wechselt man im zweiten Summanden die Variable von x nach — x. 
so lauten die Anfangsbedingungen zur BRNEDE von f(x) 


ei 


Yn= y(0, rn) = —Lfe) ft) al 


_n 


M d "du jan 
yo [ EU IE". 


* 


Aus diesen Gleichungen läßt sich f(—x)* eliminieren. Unter Ver- 


wendung der Fourizgschen Reihen ist 


Se) = (m+ a)" 


3w (x) 


die gesuchte Darstellung. 


23.1. 


23.3. 


23.4. 


-1 
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Zunächst ist mit z= uc 
2, 22 ak 
o=cY(te k Cor ————. 
Yu + Gr Vmeorcr 
Die Bedingung vg, = c ist offenbar nur für kleine k erfüllt. Es kann 
daher entwickelt werden: 


2 
RE ELINE VERRNREN O0 uc el 
re { + 2n 


. Die Gesamtenergie zwischen 0 und x z.B. ist: 


E= Te + (22) + 2] & 


Ihre zeitliche Abnahme ist gleich dem Strom 8 durch die Grenzen 
des Bereichs, also bei x und 0: 


(tells 42 ]}-farod, (a8) 
v v 
=0+8(2)— (0). 


Die Energiestromdichte $ ist 


[%) 
S)=—0jz 


und nach (236.4) gleich der Impulsdichte, multipliziert mit c2. 


Nach (232.6) wird 
"I Yy(V,x)eit* 
IE LE a ce 
Betrachtet man den symmetrischen Anteil von f(k), also f(k) + f(—k), 
so gilt hier 
Relftk) +F-MI=Relfik) +ft-K*]= 20, 
während der Imaginärteil dieser Funktion noch beliebiger Werte 


fähig ist, und erst durch eine bestimmte Anfangsgeschwindigkeit 5(0, &) 
festgelegt wird. 


Alle Überlegungen von Abschnitt 235 bleiben aufrechterhalten, 
lediglich an Stelle der Integrale fax treten Summationen DA. 
An Stelle der ö-Funktion tritt die Funktion 


A 
= jr oz 
= In f 


auf, die mit = Aan, mit Ax/2r = 1/T und ©, = 2nn/T in die 
Funktion @, von (132.13) übergeht, die nach den dortigen Aus- 
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führungen aber ebenfalls mit der ö-Funktion identisch ist. Man er- 
hält also exakt wiederum das Ergebnis v, = dw/dk von (235.14). 


31.1. Die auf dem gespannten Seil herrschende Kraft ist « = „AL/L 
mit AL als der beim Anspannen erwirkten Verlängerung. o, ist der 
Elastizitätsmodul. Auf das Seilstück dx wirkt dann dK, zusammen- 
gesetzt. aus den, Vertikalkomponenten der nach rechts und links 
wirkenden Teilkräfte: 


= oy dy y 
GE a ak; dz se = I2° Ber 


32.1. Der Energiestrom muß auf beiden Seiten gleich groß sein, also 
S, = 8, gelten. Nach (314.2) muß also 


.[9y\ __„ [9% 
9 (72),= er (22), 
sein, was wegen (321.4) erfüllt ist. 
32.2. Nach (323.3) ist n = n2(1+ yljo) = |n |?e”?jP mit 


nz 1 
In je } H x ER ) 
Real- und Imaginärteil von n sind daher 


Ne Ne cos PREISE 
a=_ (inler=+in]| 
Im Im sin 


\. 


32.3. Statt durch 2= [1 + rd/di]"'F läßt sich die ursprüngliche Form 
darstellen als 
d d 


od 
Z=# 7772=F iger (F 172). 


Irr=m fr (2) und cos2o= 
| 0 \o . 


Dieses Verfahren, z auf der rechten Seite zu ersetzen durch F—rdzldt, 
ergibt bei ständiger wre, die Reihe 


:=F tr 24 TE RR Ne 
32.4. Die Energie E der Welle ist 
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Für den Schwerpunkt gilt entsprechend 


[as nz m »8 
re ; 


Die Schwerpunktsgeschwindigkeit x, ist 


o . no 0) 

i,= wa|rrde gr le ran rn 
et ve _ VE Mr 
ee 


und die Beschleunigung z, 


s% o ; 1 Ei 9(1 
a a are DEE al 


n 5° dx Fr 


Ol fy..e dllin) © (cm® _ 5 ve) 
- [dr Fee 2 u 2 


Bei n = konst. ist 2 —=0. 


33.1. Das Auflösungsvermögen ist &/A£. Die Halbwertsbreite AZ bestimmt 
sich aus. J,(£) von (333.6) aus der Bedingung 


At 1 J ir 
(45) = 40) — 


i+r—-2r cos 


Wegen e<1 sind die Maxima von J,(£) sehr steil. A& ist daher 
klein und cos 4£/2 = 1-—AL?2/8. Die Bestimmungsgleichung für 


AZ wird: 
1-n?+Z4°=2(1— 1? 
P73 2 
At= im 
S Yr Yı-e 


das Auflösungsvermögen also 


& _ rm e\ m . 
Te 1 ons Vs ie 


33.2. In den Formeln 


2._ mN os; nc 
Main u o—w8’ var 1 a w; Y 
n (or 
ist vg, Sc, wenn 
2 2 2 
Kar — — e) zn=ylt [. EuneR: 
u oa-w) — u w—w 
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41.1. 


41.2. 


Lösungen zu den Übungsaufgaben 
ist. Durch Quadrieren und Ausmultiplizieren geht diese Bedingung 
in 
I Zu ?+** (- 2 _) 
u \a—o? ee: ae) 
über. Für > w, ist sie stets erfüllt, weil die rechte Seite negativ 


wird, die linke aber positiv bleibt. Für << w, wird nach Fortlassen 
gemeinsamer Faktoren 


u a 


[077 FL Bu a2 }] = 
2+ 1 ( =1; 


3 @? a3 — w? 
2 
Diese Bedingung ist aber wegen ap >1 für m <m, stets er- 
füllt. Daher ist immer v..< c. ö 
_ 1/1.4-8315:273 m | de I ER, N 
u / Ua Frick 
M: N,=28 0,=32 H,=2 Luft = 28,8 
e: 336 314 1250 330 m sec-! 
i 336 314 1250 330 10-1 m 
De: 0615 05715 2280 0,600 mseo-ifrC 


a) Integrale Betrachtung: 

Bilden wir die Hüllflächenintegrale, so gibt es in der angedeu- 
teten Hüllfläche Strömung nur durch die Querschnitte F, und F,. 
W hat links und rechts verschiedene, ® dagegen gleiche Werte. 
U hat also Quellen und ® keine. Umgekehrt ist die Situation, 
wenn wir längs des Weges 1 2 3 4 integrieren, dies gibt bei A 
den Wert 0, bei ® ist das Wegintegral von Null verschieden. 
A ist wirbelfrei, 8 hat Wirbel. 


b) Differentielle Betrachtung: ’ 
A und ® haben nur Komponenten in »-Richtung. W ändert sich 
mit x, B nur mit y. 
= Y= — 4,(2)#0 U hat Quellen 


e B— 55 Be 3 quellenfrei 


wen: 


41.4. 


41.5. 


42.1. 
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= xA=0(, weil die allein vorhandene x-Komponente, die 
ja nach y und z abgeleitet wird, nicht von y 
und z abhängt. W ist wirbelfrei. 
= xB=+0, weil die allein vorhandene x-Komponente sich 
in y-Richtung ändert. 
& wen de, 8 ud ze (0) Ber: 
Zeh at Zuxdsız, Xu a, xı=l:; 
Te ö ö , 
ze =jlahe, free) lad (r— ch). 
[) () 0 rl 
xt 0; 7, xlaxı a; er 0; 
ö SRH e ö i 
3, x ae ZINN ae x aflir—ct)=txXaflfemct). 


Bei Zylindersymmetrie hängt die Lösung F von AF=0 nur von 
r= Yx?+ y? und z ab. Diese Funktion F ist beider nachfolgenden Rech- 
nung überall rechts von den Differentialoperatoren hinzuzudenken. 


or 1 2 .® Ir yY 
05 2 Verp Fr oy r' 
Insbesondere wird für 02/0x? 
°0 _ 96 _ 20 
O8 02 Or Tür 
® 10 29/1 09\_1 09 20 a 0 
de Or! Tr Ör al FH 7 dr 


Zusammen mit dem entsprechenden Ausdruck für ö2/oy? folgt 
j 1 9 0? 0° 
A= Zutat 


a) Analog dem Vorgehen in Abschnitt 322 ergibt sich unter Be- 
rücksichtigung von (424.6) und (424.9) 


Be j 
B..= far) - [a 
B.0= [ar (&rt+lDi)=B. 


b) Die Energiestromdichte wird in der gleichen Weise wie in Ab- 
schnitt 314 berechnet: 
.ö 28 En | B B > . 
= — wär = —ulF + RB) F+R)= PR) 


= D=ul#+ WR =8ı. 


% 
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42.2. Vor der Wand, die sich bei x = 0 befinden möge, überlagern sich ein- 
fallende und reflektierte Welle zu 
uW=UuUr+ur= Ue@t—kd) I Ryugel(ettketo), 
Ihre Intensität ist 
J=uru= | wo {I + RB + 2R, 08 (2ke+p)}. 


Sie nimmt bei positivem R, ihren ersten Minimalwert von der Wand 


dann an, wenn (2kx-+9)=—r ist, woraus sich für p mitz——I 
ergibt 
p9=2kl—n =4n—n. 
42.3. 2= uc 
| ulkg m-?] | c[m sec”!] | 2[Newton secm-?] 
Luft 1,29 330 426 
H, 8,99 . 10-2 1250 112 


42.4. Ersetzt man in (423.5) v gemäß (422.3) durch die Auslenkung s, so 
folgt für die von der Flächeneinheit abgestrahlte Leistung 


N=2% =z(jos)= Sz0?s}. 
Mit den in Abschnitt 423 gegebenen Werten z erhält man daraus 
o=| 2N 100 Watt [22 em Luft 
1 a8 en z@2 100cm? 10,037 cm sur H,0. 
43.1. Die Funktionen F,; in (431.8) werden alle gleich und in der Form 
GEN _ 1% et 
Flt ce ) 4nc zifle c ) 
angesetzt mit f als willkürlicher Funktion. Mit den Abkürzungen 
dAQ=2ndk gtrt=rcsd=rl 


wird über alle Raumrichtungen integriert. 


ul) =I.r (lt) -— fl! =) 
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43.2. Ja, denn sie ist vom Typ (431.8). Außerdem ist sie bei r = 0 regulär 


wegen: 
j re-2)-1(e+2) tB--i-m- ie  ,. 
er An rer ei 


43.3. Mit (436.7) und (436.4) ergibt sich 
= 2 
2N (1+ u 
Öse — Veen = ) 


else mit 4nr? N=1Watt. 


Il 
el- 


2nr2uc 


1,58 - 10”? 
1,53 - 103 


Man entnimmt der Tabelle, daß eine Kugel von 20 cm Radius nicht 
in der Lage ist, bei 10 Hz Sendefrequenz eine Schalleistung von 
100 Watt in Luft auszustrahlen, da hierbei die Änderung ör des 
Radius größer sein müßte als der Radius selbst. Die Kugel & ist in 
diesem Falle nicht an das Medium ‚angepaßt‘. 


44.1. Da sich Lichtquelle und Beobachtungspunkt in großem Abstand vom 
Beugungssystem befinden, sind nur die FRAUNHOFERSschen Beugungs- 
erscheinungen beobachtbar: 


B- [are mit Smninn-unn 
alle Spa \ 
€ ist für alle Spalten gleich groß. Führt man noch d=a-+b ein, so 
nn N-1 nd+b er a a 
er Eb_ nn ER nn 1 eikeNd 
RE TEE I gked 


Daraus erhält man für die Intensität 


. kEb\ 2 intsNd 2 
EIN = 8 F} 
zen) | ee 


2 eg 


J= BB*n 
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Zu den Ergebnissen von Abschnitt 333 ist der erste Faktor hinzu- 
getreten. Für den Fall b<a wird der erste Faktor konstant 
(sink&b/2— k&b/2 für kleine b), und es ergibt sich Abb. 333.1 mit 
nahezu gleich großen Hauptmaxima. 


44.2. Rückt der 0-Punkt immer weiter weg vom Spalt, so werden bei 
konstanten «, «, die t, r, immer größer, und es wird die Beugungs- 
. erscheinung auf dem Schirm sehr 
weit von der optischen Achse ent- | 
fernt betrachtet. } a 


Substitution: „= r'— x’, dy’ = dr”. * ° u2 
Aus dem Exponenten wird mit: 
= rot rySÄNAg «—=rtgasersina 


Er % 2 sina 
era (y’-+r,sina,) (14) 
_ rl Ka 1 Par etz) 
—=k (ut V sinag+ 7 rosin %) 
= ky (sin« +sinx,) +&r sina,(sina-+sinao), 


weil y’<<r,. Die e-Potenz mit dem 2. Term wird vor das Integral ge- 
zogen, und es ergibt sich ein Ausdruck analog (445.3). An der CORNU- 


51.1. 


51.2. 


51.3. 
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Spirale bewirken große Entfernungen von der Blendenmittelachse, 
daß die inneren Windungen als Kreise angesehen werden können, 
längs denen sich Intensitätsschwankungen analog der FRAUNHOFER- 
schen Beugung ergeben. 


In nebenstehender Figur ist 
S=R-—-ecundc=b, da das 
Dreieck M PO gleichschenklig 
ist. Mit sina=a/R und 
sin2«=a/b wird schließlich 


BER BRUNO a 
Ey ende Isinacosa 
es a 
a a\? 
os 1-(7) 


und der gesuchte Abstand 


Bei benachbarten Strahlen müssen die Lichtwege gleich lang sein, 

also müssen alle Lichtwege gleich lang sein: Beim Vergleich eines 

Strahls im Abstand a mit einem in 

der Achse einlaufenden Strahl sind 

die Lichtwege gleich 
4A’PO=APO 

oder 


L+f=1L—d+ Ya’+ (f— a), 
woraus sich durch Auflösung nach d 
ergibt 

da) 
(a) = 4° 


Der Spiegel muß also als Rotations- 
paraboloid geschliffen werden. 


Im AABC gilt 6+ (a2 — a) + (a2 P)=n oder ö=a + Pß, 

daher da =—öß', und im AABD y=(a— a) +(ß—P’) 

=a+Pß—6, öy=Öa + 6ß, wobei y zum Extremum wird für 

öy=0, also da=— Öß. Aus dem Brechungsgesetz folgt 
sine=nsin« _ 


sind=nsin ’ 
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oder sin sin «’ 

sinß iz sin 
und nach Variation unter Berück- 
sichtigung der unterstrichenen Be- 
ziehungen 

cos a cos a’ 

cos ß eos P’ 
Beide Beziehungen sind nur ver- 
träglich für a=ß und !=f. 
Extremalablenkung y erfordert 
also symmetrischen Strahlengang. 


52.1. a) Durch Auflösen und Zusammenfassen in Determinantendarstellung 


b) Die Umkehrung ist trivial: 


2 ee ee: 


52.2. 


Das rechts abgebildete Dreieck ist gespiegelt und verzerrt. 


53.1. Man hat lediglich in den Ausdrücken für x” und y” die Variablen x’ 
und y’ gemäß der gegebenen Transformation durch x und y auszu- 
drücken. Das liefert mit 

„_ (010, +bia + c1a)x + (aibı +bib, + eib)y+ (aicı + bie + Cie) 
aa +dt,+la)s+(@bt+öb+edb)y+(ac+bo-+ ce) 
y’= (a3a, + 53a, + 03a) + (a3b, + babz + e3b) y+ (adcı + bac, 4 cac) 

: (ao, +ba,+ca)a+ (ab +bb,+cb)y+ (ac +b’o+ cc) 


wieder eine kollineare Abbildung. 


E 
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53.2. In der nachstehenden Abbildung sind der Achsenstrahl und ein in 


der Höhe y einfallender Parallelstrahl eingezeichnet (glatt). Ihre 
Lichtwege L,; und L;; bis zum Brennpunkt F’ müssen nach dem 
Fermarschen Prinzip gleich sein: 


nd+f’=ay+ nd’ +as + Vf? + y*. (1) 


Lı 
Dieser Ausdruck wird jetzt für Paraxial- 
strahlen y——y’—0 in der Grenze ver- 
schwindender Dicke d--0 betrachtet. 
Dann bezeichnet auch f’ die Brennweite 
der dünnen Linse. Die Voraussetzung 
‚„.paraxial‘‘ führt zu 


d 


a) = Ag d=d—4a,— 4, . (2) 


was dem gestrichelt eingezeichneten Strahlenweg Lj; entspricht. 
Weiterist 


15 RR _ pr 1 
zen aeg, vre+y?=f ar 
e (3) 
1 2 
2) VI Pr, 
Setzt man die genäherten Ausdrücke (2) und (3) in = ein, so folgt 
’ 2 / 1 
nd+ nd mV H4f +54 (s) 
und daraus die Linsenformel 
1 1 1 
a) er) (9 


. Aus den Formeln (547.6) und (547.7) ergibt sich 


_.__ Di) 
er 
mit D(x,) als beliebig wählbarer Konstanten. 


. Zunächst wird die Bahngleichung in den beiden Teilbereichen x <s 0 


gelöst. d (n di 


TE - 0 für z+0 


na = font. 


29 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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Wegen n,„— konst. verlaufen die Strahlen gerade. Als Anschluß- 
bedingung muß gefordert werden, daß ı(s) stetig ist, also 1,(0)=tr, (0) 
gilt. Die Bedingung für die Richtung dr/ds erfolgt durch Integration 
der Bahngleichung längs des Strahls über die Unstetigkeit x = 0: 


+el2 +e/2 


d dı dı, di, on 
fi ds, (m —)- Ma Tmg rn f ds—. 
—el2 —ej2 


Nun ist In/dy = ön/öz =0, so daß die y- und z-Komponente dieser 


Vektorgleichung lauten 
dy, dy, dz, dz 
a eg eg 


Fällt der Strahl von links in der 
x,y-Ebene ein, dann ist da//ds=0, 
und die zweite dieser Gleichungen 
liefert das Gesetz Einfallsebene — 
Durchlaßebene. Dann können dy,/ds 


und dy,/ds dargestellt werden durch 
dy, dy, 


—Z—sina,; 
ds I» ds 


=sine,, 


so daß die erste der oberen Gleichun- 
gen das Brechungsgesetz darstellt. 


55.1. Zwischen r, und r, wird bei x, eine senkrechte Aperturblende mit 
der Öffnung F in den Strahlengang geschaltet. p(t,) kann dann statt 
durch (555.13) durch eine zweifache Abbildung - 

F 


e(t)=fSaydzop(to) SS dyadzr Elto, ra) Elta, tı) a) 
= [[dypdzyP(to) @ulto, tı) 


dargestellt werden, nach (555.16) = 


G D3 934 d +18 (1, + Sta tı)] 9 
Alto, I) S Ga, Dir Dig Imik, Pe zae (2) 


Damit hat man einen Fehler insofern gemacht, als (1) im Blenden- 
raum nicht mehr quellenfrei ist. Eine bessere Lösung entsteht, wenn 
man die Wellenfunktion hinter der Blende mit der KırcHHoFFschen 
Formel (443.4) berechnet. Wie die Ausführungen von Kapitel 44 zeigen, 
insbesondere (444.5), tritt dadurch lediglich ein Faktor n (e,— e) hin- 
zu. Von dieser Korrektur wird hier abgesehen. 


In der Grenze F—> oo muß @,(t„t,) in @(r,„t,) übergehen. In 
S(t,t,) sind nach (547.9) die Funktionen s(«) und t(x) enthalten, 


29* 
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denen in S(r,‚t,) die Funktionen p und g entsprechen, darstellbar 
durch 


stı — sit sy, +sut 
ru IeTT_ rg (3) 
Ssla—silı sta — salı 


Bei x =x, vereinfachen sich diese Ausdrücke wegen t, = 0, so daß 
mit (547.10) 


m ___ ta. Ye, _Vo tuts) __ VD 


qı i’ qı gt, Tr 


(4) 


wird. Damit vereinfacht sich nach (547.9) 


S(t, ta) + S(tut)= ‚Jere+ us (y-+ 2%) n (yoya-+ 2024) 


D,ti Yo, 
en rw Yyatzı)t re (it) 4 yayı + zum) (5) 
® D ® 
BE 4) era I ea 
= % a) 
a [ya(% are +20 | : 
so daß mit, 
8, -YD, 
da= jr, 99a und dß= ji, Fra 
schließlich 
ie ( v2) +Hiela -& 
Gulto Ref de 32 a, .) | .) (6) 
wird, mit 
R=- BD 934 Ätı Die 2 
Dit, Dmii Diiq, Dnii erg 
7 
_ oU8 7 9/2 iı ra 1/D 1 m 
Sn Dam ro I 


Die weniger wichtige Phase 9 enthält die ersten drei Summanden 
von (5) und stimmt genau wie 2 mit den entsprechenden Faktoren 
in (555.14) überein. 


An Stelle der ö-Funktionen stehen in (6) die Integrale über die der 
Fläche F zugeordnete Fläche f in der «, 8-Ebene. Bei f— oo geht 
(6) in (555.14) über. Der Beugungseinfluß der Blende besteht also 
darin, daß bei kleinem f die ö-Funktionen durch breitere Funktionen 
ersetzt sind, die noch mehrere Maxima und Minima enthalten können. 
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61.1. Die Komponentendarstellung der Wellengleichung (613.1) hat die 


61.2. 


Form 
2 
te (ta) Vet eat) 0 
a te) tler Ki er 9 
arte (Fat ar) % ut (getetrr u) 0 


Einfachheitshalber wird in (613.9) , =1,x,=0 und fr=0 gesetzt: 


U=a,coswti-+oacos(wt—P). 


) 


Die beiden Halbachsen der Ellipse liegen dort, wo I? bii=T 


einen Extremalwert annimmt. 


SZ =0=3-[cos? at -+0?cos’(wt — P)]r. (2) 
Hieraus folgen die Bedingungen für t: 
coswTsinoT + 0°cos( _T — g)sin( aT—p)=0, 
die sich in der Form 
2 cos(wT — pP) sinoT 
cosaT Tnler- = A (8) 
oder auch ei 
WAT, ei (4) 


darstellen lassen. Alle T sind Lösungen, bei denen sich 207 um x 
voneinander unterscheidet. 


Die Lage der Halbachsen wird 


durch 
__ |Uz(T)| _ecoswT —Yp) 
tg9 = ra Tee 
sinoT (8) 
—  osin@@T—P) 


charakterisiert. Der zweite Ausdruck 
folgt aus (3). Da sich die Lösungen d 
um 2/2 unterscheiden, wird wie bei (4) 
auch tg 29 einfacher darzustellen sein: 


EEE 2/e 
120 = 9 _A@f-g) wstoT-p) 
tg# 5 sin®T coswT 
—sin20o7T —1/e 


—Fsin2oT—P) cosp-singftg2oT 


ENT 0’sin2@ 


— le En — 20 cos 
_sinp(1+_g?cos2p)  g%(1+ c082P)— (1 +0?c082p) 


(6) 


62.1. 
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Grenzfälle: 
tg29 = we 9—>0 tg do (7) 
e v>1 n/a. 


Das Längenverhältnis y der Hauptachsen ist 


Bu En (8) 
rw) T oT + ecs(aT—g)‘ 


Hierbei geht 1” aus I’ hervor durch bangen von wi nach wt u 
Die Rechnung führt auf: 


a_ 1005207 +0? ERBE HER, 


ie 1+c0s2oT + 02(1+c0s2(w7—p)) ' 9 
Mit den Abkürzungen 
__g%sin2p A SEEN: 29 | 
ee a ET m (10) 
wird. daraus: 
vi VÄFB— (A2+B2) _ (140) VETB : 
1+0?) YA®+BE+(A®+B2) (1+0%)+ VB: 
—Y 
v-| Ime Y1+29?c0s2p+o! a) 
1+02-+)1-+20?cos2p+ ot 
Grenzfälle: p—>0 y—0 
>> Yv>0 (12) 


a) y—osin®. 
Der einfallenden ‚Welle 
Ur = (at a,)eitwt-trn 
entspricht eine reflektierte Welle 
Un (RybsH Rzb,) eflot-ten), 
Dabei stimmt.die Richtung von b, mit a, überein, während b, aus 
a, durch eine negative Drehung um 2x, in der Einfallsebene hervor- 


geht (vgl. dazu Abb. 621.1). Für die Reflexionskoeffizienten gilt 
nach. (624.3) bis (624.6): 


. Ysin?a,— n? 


COS & ; ; sin?a,—n? 

en a a er 
1; Vsin?a,—n? cos &, 
. COS &, 
14 Ysin?a,—n? 
n? cos a ; S Vsin?a,—n: 
RB, = ———— = —ei® mit tg - = ———, 
ie Ysin?a,— n? n? cos &, 


n? cos, 
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In R, ist mit den Minuszeichen der Sachverhalt von Abb. 624 be- 
rücksichtigt. Die Polarisationsrichtung ändert sich also nicht in 
einem Koordinatensystem, das mit der Welle mitläuft. Dieses sei 
durch a, und a, sowie e gegeben. Dann wird die reflektierte Welle 
beschrieben durch 


Ur=(a,eire+ a„ei®r) eitat—trr) 
und hat in einem bestimmten Raumpunkt die Form 
Ur=a,coswt-+a,cos(w—g) mit 9=9,— 
Wir entnehmen der Aufgabe 61.2, daß die große Hauptachse der 
Ellipse weiterhin um 45° gegen die Koordinatenachsen geneigt ist. 


Das Verhältnis y von kleiner zu 
großer Halbachse ist 


1—cos@ _ p 
er Ves#- 8}. 


Seine Abhängigkeit von o ist in der 
nebenstehenden Abbildung aufge- 
zeichnet. Die Pbasendifferenz be- 
stimmt sich aus 


P D 
wg-[4-%) 
_ 08%, Vsin?a,— n? Ysin?a, — Zi 


: ine 
Sie wird Null für den Grenzwinkel der Totalreflexion und für 
streifenden Einfall. Dazwischen durchläuft sie ein Maximum 


d o » 2n° o 
5 Sin’ = ay—=52 
(für diesen Winkel «,, ist übrigens |D,| = |D,|) und nimmt dort den 
Wert 
un | _1—n® 
el | tg 3| 2n 


an. Mit n = 2/3 ist dann = —n/4 und liefert ein Halbachsenver- 
hältnis y = 5/12. 


| 42° | 45° 52° | 75° 90° 
-p | 0 37 Ina || 0 
y 0 0,333 | 0417 |0,192 | 0 


63.1. Mit den Gleichungen aus Abschnitt 635 erhalten wir: 


B-% 0 H-2 mI=i. 
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63.2. Nach (633.3) ist die an eine einzelne Punktladung vom elektrischen 


64.2. 


64.3. 


Feld abgegebene Energie dE,„/dt 
.dE ’ | 
—Ze = [doj&=[d0305(1— 5(1)) Er) =QEW)S=NRS. 


Diese Energie wird also in mechanische Arbeit verwandelt und 
beschleunigt das betreffende Teilchen. Werden die Elektronen eines 
Leiters auf diese Weise beschleunigt, so geben sie jedoch die ge- 
wonnene mechanische Energie durch Zusammenstöße mit den Ionen 
laufend wieder ab und überführen sie somit letzten Endes in Wärme. 


. Die Berechnung erfolgt nach den Formeln von Abschnitt 642. Die na- 


türliche Linienbreite ist für alle Wellenlängen gleich: AA=1,2.10-1:m, 
zwischen Kohärenzlänge L und Aw besteht der Zusammenhang 
Aw = c/L. Nach: (642.20) gilt außerdem Aw/o = AA/A. 


6.10 10-10 


Der letzten Spalte ist zu. entnehmen, daß die y-Strahlung nicht 
mehr von Elektronen ausgestrahlt werden kann. 


Die Lorentz-Kraft ist nach 
(633.7), 


K=Q[C+8xXB], 
wobei € und B durch 
=; 8=-7xU 
definiert sind. Mit 

ESSEN AR. 
Or c dt 


aus (641.3) wird 
8=-—Q 14 X (e x|ü 
und | Knagn. <]| Kelekt. | wegen 


el zi. 
(4 


Ist A>a, dann ist der Strom auf der ganzen Kreisschleife in jedem 
Augenblick gleich groß, und zwar 


it) = Imeietölz) öl — a) ey. (a) 
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Damit erhält man für p(e) von (641.14) 
, ee’a 


2n 
Ble) = Fmetd [ ade” «er. (2) 
1) 


“ Die Ausstrahlung ist rotationssymmetrisch um die z-Achse, deshalb 


kann e in die z, x-Ebene gelegt werden. 
ee’= sind cos’ ey = —e,sing’+ e,c0sQ. (3) 


In (2) muß die Integration für jede Komponente des Vektors p(e) 
einzeln ausgeführt werden: 


‚wa, ‚wa. 
3— sin d cosgp’ j—- sind c0sp’ 
me 


2n 
De [ deosg)e * —0. (4) 


0 


Zur Berechnung der y-Komponente wird die Exponentialfunktion im 
Integranden wegen wa/e=2ra/A<1 entwickelt, 
2n 
& IE R , . wa . F 
Dre Ime®! ref adyp‘ cosp (1 +j = sind cosp ) 
ö j (5) 


RE a (les *\sind.2r 
e 2 


und es ergibt sich 
ex D=jwlex B)=jni,lex e) in 
(ex dB) lex $*r)=w?p,D, 


weil gemäß der Koordinatenwahl e und e, senkrecht aufeinander- 
stehen. Aus (6) und (7) folgt für die im Zeitmittel ausgestrahlte 
Leistung von (643.1) 


ee a (sin? 8, (7) 


und der Strahlungswiderstand wird mit der Definitionsgleichung 
(643.3) 


2 \* 
R=Roz On)tn? (4) (8) 
Biegt man die Antenne gerade, so strahlt sie nach (643.9) die Leistung 
en 1 % (4nta\2 
N jinear zur Y Im Im Ko Ey ( ; - ) (9) 


aus, dabei hat sich ihr Strahlungswiderstand vergrößert: 


1 /A\2 
a () Rgreis > Rxreis- \ (10) 


Kuinear = 72 


21.1. 


71.2 


72.1. 
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Die Zahl N der Atome im Kubikmeter kann durch die LOSCHMIDT- 
sche Zahl L ausgedrückt werden: 


Le 26 
mm — =6-.1 . 
ae EN 


Sie hängt über die Dichte og und das Molekulargewicht (M) noch 
wesentlich vom speziellen Material ab. Hier werden folgende Mittel- 
werte angenommen: 
Gase: e= 1 =, M=30, N 10° m? 
Flüssigkeiten: o= 10°, M=-5, Nz10%®m-®. 


Damit ergibt sich: 


One -31 10° für Gase 
N ln MR 
m ©® m 1 für Flüssigkeiten 


Aus der Abbildung folgt für die Parallelverschiebung ö bei einem 
Brechungsindex »: 
2,8 


ö Re sin (F-3) — 75 


cos ß 4 (1—tgß). 


Der Winkel $ folgt aus dem Brechungs- 
gesetz 

a sin«, 

n ! 1 

t en 3 
sp / 1.0 2m —1 
] 1—- —sin?o, 
n 


und die Verschiebung ö wird für rotes und blaues Licht: 


d 
ö,= TE (1—- 0,487) = 0,363d (rot) 
d 
KUN pe 
x ( 
Roter und blauer Strahl haben damit den Abstand 
Ög— ö, m 10-2 d 
voneinander, bei d—= cm also den Abstand 0,1 mm. 
Man erhält für R, und R, aus (624.4) 
MB cos a, — Yn®— sin2e, Be Yn® — sin?,— n?cos&, 
2 Vn?® — sin?a,+-n?coso, " 


d,— 0,473) = 0,373d (blau). 


COS + Yn®—-sin?o, 
Dabei ist n komplex und |®2|>1: 


Yn?®— si en=ng(l—j%) 


608, — (1 —5%) R- 1—-n,(1— jx)cosa, 
*» 008, + null —j%) ?P 1-+ng(1—j%)coso; 
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Für ,=0 folgt daraus die Gleichung (723.2). Der Betrag von 
R, und R, ist ein Maß für die reflektierte Intensität. 

(ng — c05 9)? +n}x? Bel (n, cos — 1)?+ n3 x? cos?«, 

(ng + cos)? -+ nix? = (n.c08 + 1)?+n$ x? cos?a, ' 


IR = 


a) | R,| und |%,| sind um so größer, je größer n,x ist. Somit werden 
diejenigen Frequenzen stark reflektiert, die auch stark absorbiert 
werden. 


b) Damit zirkular polarisiertes Licht entstehen kann, muß zwischen 
U, und U, eine Phasendifferenz 9 = r/2 möglich sein. Betrachtet 
man die beiden Einfallswinkel «,= 0 und x,=n/2, so schwingen 
im ersten wegen 
ex) 1—-n,(1—j%) 
Rı= R,— 1+n,(1--jx) 


U, und U, in Phase, während sie bei «, = x/2 wegen 
R,=—-R,=— 


die Phasendifferenz g = x haben. Dazwischen liegt die erforderliche 
Phasendifferenz = /2. R, und R, stehen in der komplexen Ebene 
für diesen Winkel senkrecht aufeinander: 


Ry-R,—Re(R,)Re(R,) + Im(R,) Im(R,) = 0 


Der Nenner ist für beide Summanden gleich und kann wegge- 
lassen werden. 


[eos®a, — nd(1-+ 2] [1 — n2(1-+ %2) cos?a,]+ Ann? cosu,—0. 


Das ergibt eine quadratische Gleichung für cos?«, in der die 
Glieder, die x2 nicht enthalten, ı werden können. 


cost, — (n3(2+x°) +4) cos, +1= 
Wegen cos?x < 1 ist nur eine Lösung sinnvoll: 


n?(2+x2) =) n 
3 i 


2. 2 
cos Met ee ( 


Entwickelt man die Wurzel, so folgt 

608, = BERSEN ARE 
Fr) +4 

Für n, = 1/2 und «=5 ergibt sich daraus x, = 72°. (Experimentell 

werden etwa 70° gemessen.) Um zirkular polarisiertes Licht zu 

erzeugen, muß ferner |U,|=|U,| sein. Das ist wegen |R,| = | R, 

dann der Fall, wenn die einfallende linear polarisierte Welle unter 

einem Winkel von ungefähr 45° gegen die Einfällsebene schwingt. 


73.1. 


73.2. 


74.1. 


74.2. 
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Bei Reflexion mit senkrechtem Einfall geht linear polarisiertes 
Licht wieder in linear polarisiertes Licht der gleichen Polarisations- 
richtung über. Die Gesamtdrehung g der Polarisationsebene setzt 
sich also additiv aus den Drehungen beim Hin- und Rücklauf zu- 
sammen. Die Drehung erfolgt bei dem in Feldrichtung laufenden 
Strahl rechts, bei dem zurücklaufenden Strahl links um die Aus- 
breitungsrichtung herum. Dadurch wird die Polarisationsebene im 
gleichen Sinne weitergedreht, und es wird 


=RB.-2L. 


Es ist 1 Gauß = 10” Vs/m?. Mit diesem Zahlenwert erhält man aus 
(731.4) 

10-19 As 
10730 kg 


Sichtbares Licht hat die Frequenz w » 1015 s-!. Somit macht sich 
die Frequenzänderung durch ZeemAn-Effekt erst in der 4. Dezi- 
male bemerkbar. 


on=— zu, B= B=104s-}, 


Da beide Wellen im Glimmer in Richtung der Hauptachsen des 
Indexellipsoids polarisiert sind, besitzen sie die Phasengeschwindig- 
keiten 


c 
v1 . 
& Ven 


- Nach Durchlaufen der Strecke d entsteht die Phasendifferenz 


p=2nd (-5)-5 Va-Vn). 


Zirkular polarisiertes Licht entsteht nur, wenn die beiden Wellen 
gleiche Amplituden besitzen. Die einfallende Welle muß dann unter 45° 
gegen die Hauptachsen polarisiert sein. Die Phasendifferenz |p|=n/2 
verlangt die Dicke 


da ___1__ _55:10°7m 


— = 5-10”? m = 0,05mm. 
4 Vena 4-3-.10-8 z = 


In der Experimentalphysik spricht man deshalb auch von A/4- 
Blättchen. 


Betrachtet wird in der Abbildung auf Seite 448 der Hauptstrahl des 
von einem Buchstabenpunkt ausgehenden Strahlenbündels. Dieser 
teilt sich an der vorderen Trennfläche in e,(e) und e,(ao). Da e vor- 
gegeben ist, wird das Indexellipsoid herangezogen: 

22 

=1. 


22 y° 
rt me 
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Mit ihm erhält man (vgl. Abb.) 


OF 


cost = 23 
2 öF 


Bel Hr 
sin? (n/4) % cos? (n/4) 
en: & Er 


 1/sinnf4\2 (cosnja\2' 
er 
Haben beide Strahlen die Dieke d 


durchlaufen, so treten sie im Ab- 
stand 


ee _ 3 Ei ,; 
ö=dtga De, 0,5cm 


EU 


aus der Kalkspatplatte heraus. 
Dieser Abstand ö ist gerade diejenige Strecke, um die die beiden vom 
Auge wahrgenommenen Bilder verschoben sind. 


74.3. An die Stelle der Grundgleichung (745.2) tritt eine analoge Beziehung. 
Nach Abb. 743.1 läßt sich U durch e, und ® in der Form 


U=k,x(,xB)=kle,(e,®)— 2) (1) 
darstellen. Der Koeffizient k folgt durch Multiplikation von (1) mit U 
und Vergleich des Resultates mit (745.2): 
W-—UB UB-n(W- (N) note? (Su. 2) 
Also ist k = — (v,/c)? mit v, von (743.12) und 
2 
u) 18-046, 8)]. (3) 


Die Beziehung (3) entsteht formal aus (745.2) wenn man folgende 
Vertauschungen vornimmt: 


Normalenrichtung e gegeben | u | ® | e | n2 = (c/v)? 
(fe)? 
Wählt man (3) als Ausgangspunkt einer zu Abschnitt 745 analogen 
Rechnung, dann hätte man die e, sinngemäß als die Hauptachsen- 
richtungen des Frzsneschen Ellipsoids und die Richtungskosinusse 


&, ß,, y, sind jetzt die der Strahlenrichtung e,. An Stelle (745.6) erhält 
man die en 


1 yıaırır 


rn 2 2 


ao U © Yin © 


4 
Strahlrichtung e, gegeben I) 


[2 
+ 0, (5) 


81.1. 


81.2. 


81.3. 
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und aus dieser zwei mögliche Polarisationsrichtungen W’, U” von U, 
die aufeinander senkrecht stehen. 


Auch die Rechnung von Abschnitt 746 läßt sich vollständig über- 
tragen. Ersetzt man nämlich in (746.2) v!—c?/n] gemäß (4) durch . 
c?/(v1/c)?, so entsteht 


eretifsretgfeee  @ 


On 


gerade das Fresneusche Ellipsoid. Deshalb können auch die Resuliate 
von Abschnitt 746 unmittelbar umgedeutet werden, so daß man zu 
folgender Gegenüberstellung gelangt: 


Wellennormale e gegeben Strahlrichtung e, gegeben 


Indexellipsoid v— ® 


Fresneusches Ellipsoid t- U 


Zwei mögliche Polarisationsrichtun- 
gen U’ und U’, die in den Haupt- 
achsen der Schnittellipse senkrecht 
zu e, liegen. 


Zwei mögliche Polarisationsrichtun- 
gen ®’ und 9”, die in den Haupt- 
achsen der Schnittellipse senkrecht 
zu € liegen. 


80,817 


Entfernt sich die Quelle vom Beobachter, so bemerkt er eine relative 
Verschiebung AA/A=vje. Mit AAA=10°5 und c=3. 10° km/s 
bekommt man v—=3km/s für die gerade noch beobachtbare 
Relativgeschwindigkeit. Da die Erd- 
geschwindigkeit v=30km/sist, muß 


vi 
man sie bei der Rotverschiebung v 
der Sternspektren berücksichtigen. H 

Die Verschiebung durch die Erd- 
bewegung beträgt AA/A = 10%. Wr r 


Er fährt nacheinander in beiden 
Richtungen gerade so schnell, dß 4 ———— u —i 
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für ihn der Regen unter 45° niedergeht. Das arithmetische Mittel der 
beiden Fahrgeschwindigkeiten v,, v, ist gleich der Fallgeschwindigkeit 
des Regens: nz % + EN ’ 
Ein mit dem Medium mitbewegter Beobachter stellt fest (s. Ab- 
schnitt 812, Fall II): 


KM (14+ 2 = = d=c. 
c 


Der tatsächliche Beobachter bewegt sich aber relativ zum Medium. 
Deshalb bemerkt er (s. Abschnitt 812, Fall I): . 
"_y. a VRR) 9} 
=}, v” v(1+? I); = (14) 
oder 
„ v\, ”_ 5 ”_ ! v 
R\ =A(1+4); van € =: (142). 


Dabei gelten alle positiven Vorzeichen dann, wenn sich das Medium 
von der Quelle zum Beobachter hinbewegt. Der Schall hat dabei 


„Rückenwind“. 


82.1. Nach Voraussetzung ist 


Pı 
= ei = = TazER 
x- ZT Y=Y T- —— 
iz IS 

c € 

=- 7 
=, = _ T-2Yy 

Y-P, T- ec? 


a a TPeanzs 
Se 9) 

Der Ursprung des Systems Z, zer bewegt sich im System & 

mit einer Geschwindigkeit 

X=0 bedeutet X=NT, 

= je nee 

Y=0 bedeutet Y=V,T=-nT al, 
-@) 


Damit folgt für die Geschwindigkeit des Systems 2 gegenüber & 


v=-\r VE 
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83.1. Das „-Meson durchläuft die Strecke x = 30 km in einer Zeit i= z/v. 


Eine mit dem Meson mit bewegte Uhr mißt infolge der Zeitdilatation 
nur eine Zeit von 


oo: 
Mit t— 2,15. 10% sec wird 


mare 7 BELLISLLIEEE} 15:10%, 


und für die Energie ergibt sich 


2 2 
210m — 10m _ 910myc?- 46,5 = 4,9 GeV. 


= : [2 Be 10- 


c 


Dabei ist 1GeV—10% eV. Das 1#-Meson braucht mindestens das 
46,5fache seiner Ruhenergie von 105 MeV, um aus 30km Höhe 
gerade noch zur Erde zu kommen. 


. Wegen der Zeitdilatation ist in (812.2) an = . zu ersetzen durch 


Damit beobachtet B die 


VE Va, 


I+ye 
os -| 1FvUe 


Vernachlässigt man Größen zweiter und höherer Ordnung, so er- 
gibt sich 


»=n(1tt). 


Aus Av=An,=C Fo sich für die Wellenlänge 


I Een ( (12). 


ie l+vJe 


Im Gegensatz zum akustischen DorppLekreffekt spielt beim optischen 
nur die Relativgeschwindigkeit eine Rolle. In erster Ordnung von 
ve gelten dieselben Formeln wie beim akustischen Dorpt.ereffekt und 
zwar für » die Beziehung bei bewegtem Beobachter und für 4 die 
bei bewegter Quelle. 
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91.1. a) ö,=«,, @,, also homogen linearer Zusammenhang nach Definition 
des Vektors. 


b) Ts = ä,b, == 0,,@,6,%, = %uT 1,%,, al30 homogen quadratischer 


zu uv 
Zusammenhang. 

e) a,b, = &,b, = 0,,0b,%,.= %b,6,.= a,b, ist also invariant, d.h. 
skalar. 


Die Relation a, ,«,, = 6,, folgt aus 


GH Ay Ku rt 


Geht man von £, aus, so folgt x,,0,.= din 


ai %, „OT, ER. 
ur og, Tas: 


a,,d®, Hrn 


d) Top = 


Die . eines Tensors zweiter Stufe transformiert sich 
also wieein Vektor, d.h. sieistein Vektoı. 


91.2. Für eine im Ursprung von , ruhende Punktladung e gilt 
ä 1 
h@) = (68) -6,0,0,0) Ala)= +, 0,00), 


Oo 

| H 
| 

{23 


ı e e_ 
ce rn nI 7 nr”? 
Er 
PIC En 8 
72 0 0 0 


mit ö(t) = ö(x): 6(y)-6(z) und r= Yrty+2. 


Geht man von & zu einem mit der Geschwindigkeit vin der x-Richtung 
bewegten System I über, so gilt &,—«, ‚2%, mit 


1 - it 0 
Au (2) Im (>) 
c ) 
au 2 0 
&, . ® 
"TER Be 
0 1 0 


N) Ri] 0.1 
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Entsprechend transformieren sich die Viererstromdichte 
a) == rd 

und das Viererpotential 
j 1 
A,(@)=a,4,(2,)= e 


€ .„v® e 
rn 0) 


Dabei ist 


| ar, 212 
1 


und 
ö —=6 a) %) Mi 2). 
Gern URS 
Für den Feldstärkentensor 7 „erhält man mit der Transformations- 
vorschrift 


T= KuuT ur &ir 


von Aufgabe 81.1. 


0 Er ie 1 ie 1 
co n* “159 m I z 8 
7 "Ver 
c \c 
ie 0 ee,» 1 e te 1 
em" IE v\2 a v 
9 TR 
c 
vie 1 e © 1 
« r9 v2 IE 7yp\2 0 0 
1-(z) a, 
ie 1 e v ı 
er rn 9 0 
= u 
mit <= en ‚ y=9, 2=2 


Im bewegten System & beobachtet man also neben dem elektrischen 
Feld noch ein magnetisches. 


91.3. Die Auflösung der inhomogenen Differentialgleichung ergibt 
un and) em, dk=dkudt ) 


30 Macke, Wellen. 2. Aufl. 
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und ist insofern unbestimmt, als der Integrand für k} = 0 divergiert. 
Die Unbestinamtheit entspricht dem willkürlichen Hinzufügen homo- 
gener Lösungen. Wählt man für 1/k} den sogenannten Hauptwert 
P(1/k3), der durch 

1 1 1 
Plz] = > Ber + ar > Ir m ———+ kompl. konj. 


| _ 2) 
=z f dae "+ kompl. konj. 
0 


definiert ist (P= principle value), und ersetzt diesen durch die an- 
gegebene Integraldarstellung, so erhält die inhomogene Lösung (1) 
die Form 


u= 


‚fase dke ie? na) re 


(2 a 
z,\2 Er 
Zg +ia k,+— Br 
ou dae”*’|dke | 2) e 4 (3) 
n „= 
| ee Te Far BI amp konj., 
ö 


wobei J zur Abkürzung für das FREsnELsche Integral 


= Tape Yzu +i) (4) 


verwendet wird. Der Faktor J* entspricht dem Integral über k,. Der 
Konvergenzfaktor e”*° wird wegen e=0 fortgelassen, während die 
Zahlenfaktoren von (3) 


1 1 3 
I) IH 9-7 (6) 
ergeben. Einführung der Variablen = 1/4« liefert für u den Aus- 
druck er 
aß Fiepe} .. -iße} 
u [lee], (6) 
F 


dessen Summanden sich zu einer einzigen Integration zusammen- 
fassen lassen, nämlich zu 


+00 
u [ Zei sl. (m 


92.1. Nach (922.14) und (921.8) ist dann 


Pe=EBB EB = Bo, 


92.2. 


93.1. 


93.2. 


93.3. 


30* 
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woraus &— P2ct/E?—=c2, also |ö|—=c folgt. Eine solche Welle 
kann: sich nur mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Die einzige 
weitere Möglichkeit ist 3=0, P=0undE=0. 


Mit «® = (0,ir,) ersetze man x, und «, in (923.1) durch x, — 2 
und x, — x. Die so gebildete Größe M,,,,„ wird wie früher in (923. 4) 
zur Definition von G,, verwendet. 


_ [02 ) a2 e 
9.1 = (5: „Port pn Perla — Pia: 


Der letzte Ausdruck läßt sich umformen, wobei die besondere Ab- 
hängigkeit P = = ee Pel A Br werden muß: 


6uEn=En= Er I ix Polilx- 


Man erhält für 2: ‚j„ damit gerade die Euuersche Gleichung einer 


Wellentheorie: 


= oL\ 22 
O.ayı = Polx (( ve ” 


Die resultierende Wellenfunktion lautet 
it et 

u=u, u) + Us (—) £ 

Mit ihr erhält man 


= [3 +(&) Ft + ++] 


> 1 .9u 5 a 5 
7 et letter ten). 
Die gemischten Terme verschwinden für e, =— e,, also für entgegen- 


laufende Wellen. 
Das Feld der ersten Ladung ergibt sich im statischen Fall als Lösung 
m. -A+r)u=g=Qölt), 


wenn man den Ursprung des Koordinatensystems in diese Ladung 
legt. Zur Lösung que 
_ u 


4rnr 


gehört der Energieimpulstensor (933.13), dessen negative Divergenz 
nach (935.4) die auf die zweite Ladung ausgeübte Viererkraftdichte %, 
ergibt. Unter Verwendung von (933.14) gilt 


4 ) =,=-- Tu=—wlO+r)u=— Use 


1 ou ou 
v0 I=-7 5,95, 
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Die Gesamtkraft auf die zweite Ladung ist das Raumintegral über 


die Kraftdichte 
8ı2-[dot=[d0Q öl) = a nung 
-j+1 
Ka= „ae er*tu-tul(n—t9), 


und beschreibt Anziehung gleichnamiger Ladungen. Im Grenzfall wird 
. Qı9: 
>0: et tan, (um- 


Damit hat sich das Gravitationsgesetz ergeben, in dem die „Ladun- 
gen Q' die Bedeutung der Massen besitzen. 


94.1. a) Fu3 >= Ar Ara > Ana Ast Spa — Fan Far- 
b) DA,— Ay > EA, — Ara + Of — De = DA,— Arpız 
04,>04,+0 fi. 
Die letzte Gleichung ist nur dann invariant, wenn die Transfor- 


mation der Zusatzbedingung Of„=0 genügt. Diese sagt aus, 
daß alte und neue Wellenfunktionen A, der Nebenbedingung 


4A, =0 >4,.+0f=0 of=0 
genügen müssen. 
94.2. a) skalare Theorie: E = (1/2)uf; nach (933.4) 
Oa= Megan — un P= up by uf T,, nach (931.2). 
Die zu beweisende Gleichheit der Integrale ist hier trivial. 
b) elektromagnetische Theorie: — 4,2 = (1/4) F}; 
+ Ho Our Ho Sulteran — Oya 2| =— An Fat u Far 
+ Tu Pag Faa+ 4 Ö,2F%, nach (945.5). 
Das Integral über die Differenz soll verschwinden: 
[aozLAse— Aen+ As] Faa= [do Arı Fio 
= — (do A,Fion=— [do A, Fo = [40 A,Foge— 0. 


Der letzte Ausdruck ist Null wegen der Wellengleichung (945.2) 
mit j,„=0 im quellenfreien Fall. Man beachte, daß der Index I 
sich nur auf die Raumkoordinaten bezieht, es ist aber Fyoj = Feoje 
wegen F,=. 
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94.3. x sei die Ausbreitungsrichtung der Wellen. In der aus Abschnitt 731 
bekannten komplexen Darstellung lauten zirkular polarisierte Wellen 


—+- rechts- 


= et/(et -kz) : 
9=% — links- 


| drehend. 


Der Spindrehimpuls $® hat nur eine Komponente in Ausbreitungs- 
richtung. Diese ist nach (943.6) 


oz [ou xA= + [asjaf. 


Hoc 


Im letzten Gleichheitszeichen wird die komplexe Darstellungsweise 
berücksichtigt: 


A=-+jioX; KeA=-FoIMl:;  IMÄ=-HnNEAN 
AX A=[ReNIMA— INAReNe-+|APe. 
Die Energie E erhalten wir aus (942.13) mit A — Air 


E=[don=[doz-( Ei +&0) - 5 [do ]ap. 


M\ e 


Somit wird der in: (943.8) definierte Spin 


gie +1 rechtszirkular polarisiert 
= = für 
u —1 linkszirkular polarisiert 


8 


Eine elliptisch polarisierte Welle kann aus einer zirkular und einer 
linear polarisierten aufgebaut werden. Dabei trägt die linear polari- 
sierte nichts zu % bei, wohl aber zu E, so daß |s|<1 wird. 


VERZEICHNIS DER VERWENDETEN FORMELZEICHEN 


Hinter der Bedeutung eines Zeichens ist diejenige Formel angegeben, in der es zum 
ersten Male auftritt. Abkürzungssymbole und gewöhnliche Koordinaten sind nicht mit 
angeführt. 


A Amplitude (111.2), Arbeit (425.2) 
A, Viererpotential (837.7) 

A Vektorpoteniial (636.3) 

& Angularvergrößerung (524.10), 
örtliche Abklingkonstante (313.7), 
Parameter (543.2), Phasenwinkel 
(111.2) 

Ayı Transformationsmatrix (831.12) 


B Fourisrkoeffizient reeller Funk- 
tionen (135.4), Beugungsintegral 
(444.5) 

b Bildweite (524.5) 

3 magnetische Induktion (541.1) 

ß Kopplungsfrequenz (212.1) 


C spezifische Wärme (411.4) 
c Grenzgeschwindigkeit (233.11), 
Lichtgeschwindigkeit (615.5), 
Wellengeschwindigkeit (411.5) 


D Durchlaßkoeffizient (321.9) 
d logarithmisches Dämpfungsdekre- 
ment (113.2) 
® elektrische Verschiebung (631.9) 
A LaPptAckoperator (414.13) 
ö 6-Funktion Abschnitt 133 
Önn KRONECKERSymbol (132.5) 


E Energie (112.2) 

e Elektronenladung (642.4) 

€ elektrische Feldstärke (631.10) 
e Einheitsvektor (431.4) 

e Dielektrizitätskonstante (632.5) 
n Energiedichte (235.1) 


F Wellenfunktion (312.3), einfallen- | 


de Welle Abschnitt 321, FRESNEL- 
sches Integral (446.4) 
F,„, Feldstärkentensor (837.10) 
f FOURIERspektrum (232.5), Brenn- 
weite (524.3) 


G GreEnsche Funktion (443.1) 
g Beugungsexponent (444.5), 
Gegenstandsweite (524.5) 

y Dämpfungskonstante (113.1) 


H Hamittoxfunktion (951.1), 
Hauptebene Abb. 524.1 
h Puancksches Wirkungsquantum 
(554.1) 
& magnetische Feldstärke (635.3) 
+ Hanmirtonxdichte (953.4) 


I Gesamtstrom (413.6), Intensität 
(441.1) 

i imaginäre Einheit (551.3) 

j imaginäre Einheit Abschnitt 114 

j„ Viererstromdichte (837.2) 

&% Drehimpuls (921.1) 

i Stromdichte (412.5) 


k, Viererkraftdichte (924.1) 
8 Kraft (412.1) 
f Kraftdichte (412.2), Wellenzahl- 
vektor (616.2) 
x Comrronwellenzahl (231.2), ima- 
ginärer Anteil des Brechungs- 
index (323.3) 


L Länge (312.7), Laerangrfunk- 
tion (541.4) 
l Abklinglänge (722.6) 
LP Laarangedichte (933.4) 
A Wellenlänge (231.3) 


M bewegte Masse (326.8), (836.8), 
Gesamtmasse (413.7), Molekular- 
gewicht (411.3) 


M,;,„ Prehimpulstensor (923.1) 
M® „ Spintensor (943.2) 


ra, 
m Ruhmasse (836.8) 
u Massendichte (231.1) 
4, Permeabilität (631.7) 
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N Teilchenzahl (221.2), 
(423.1) 
n Brechungsindex (321.2) 
n Normalenvektor Abb. 432 
N Teilchendichte (335.4) 
v Frequenz (111.4), Leistungsdichte 
(632.2) 


Q akustisches (423.5) und elektri- 
sches Ohm (643.4), Raumwinkel 
(553.7) 

dQ2 vierdimensionales Volumenele- 
ment (912.15) 
& Kreisfrequenz (111.2) 


p Druck (411.1) 
P,„ Viererimpuls (921.7) 
p, kanonische Impulskoordinate 
(951.4) 
® Impuls eines Systems (921.1) 
p Teilchenimpuls (836.1), elektri- 
sches Dipolmoment (641.12) 
r kanonische Impulsdichte (953.6) 


23 Impulsdichte (434.6) 


Q Quellfunktion (312.1), Quellstärke 
(515.1) 

q Quelldichte (414.2) 

q, kanonische Ortskoordinate (951.1) 


R Reflexionskoeffizient (321.9), 
Widerstand (423.6), Gaskonstante 
(411.3), Vernersche Konstante 
(732.11) 

r Radius (436.1) 

e elektrische Ladungsdichte (631.4), 
Resonanzüberhöhung (123.5) 


S Phasenfläche (544.1) 

s charakteristischer Strahl in der 
Elektronenoptik (546.2), Spin 
(342.9) 

© Energiestromdichte (434.5) 

3° Anfangsschwerpunkt (921.1) 

o Leitfähigkeit (721.2), Wirkungs- 


Leistung 


querschnitt (644.1), Seilspannung 
(231.1) 

do dreidimensionales Volumen- 
element (425.1) 


T Absolute Temperatur (411.3), 
Emissionszeit (642.14) 
T,„, Energieimpulstensor (921.3) 
t charakteristischer Strahl in der 
Elektronenoptik (546.2) 
T,, Spannungstensor (922.8) 
t Schwingungsdauer (111.4), Ab- 
klingzeit (113.3), mittlere Stoß- 
zeit (721.3), Eigenzeit (835.6) 
©,, kanonischer Tensor Aufgabe 93.1 


u Geschwindigkeitspotential(414.7), 
skalares elektrisches Potential 
(336.3) 

11 Ausbreitungsvektor elektro- 
magnetischer Wellen (611.3) 


V Potential (511.1) 

3 elektrischer Hilfsvektor (634.6) 

b Geschwindigkeit (836.1) 

® Potentialkoeffizient in der Elek- 
tronenoptik (545.3) 

& Phasenverschiebung (123.1), 
Wellenfunktion (921.3), insbeson- 
dere ihr Ortsteil (441.2) 

y Wellenfunktion der SCHRÖDINGER- 
wellen (554.9) 


W Wirbelstärke (413.15), Wirkungs- 
integral (541.5) 
w Strahlenweg (513.5) 


Y Vektor in der komplexen Ebene 
(341.1) 


2 Wellenwiderstand, akustische 
Impedanz (423.5) 

& Gangunterschied (332.1), Disper- 
sionsglied (713.1) 


OD Viereckoperator (414.14) 
V Nablaoperator (413.2) 
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Assgescher Sinussatz 209 

Abbildungsverhältnis 200 

Abbildungsfehler 211ff. ® 

Aberration 331 

Abklingkonstante 6 

Abklingzeit 6, 10 

Absorption 284ff. 

Achse, optische 321, 325 

Additionstheorem der Geschwindigkeiten 
347 

adiabatische Zustandsänderung 131 

Anfangsbedingungen 49 

Angularvergrößerung 201 

Anpassung des Schallsenders 147 

Anschlußbedingungen 101, 108 

Antennen 279ff. 

Äquivalenzprinzip 364 

Astigmatismus 213 

Äther 332, 336 

Auflösungsvermögen, Resonanz 122 

—, Vielfachinterferenz 119 

Ausbreitungsrichtung 155 

außerordentliche Welle 321 

avancierte Welle 162 


Bapinersches Prinzip 174 
Bahnkurven, Differentialgleichung 218 
—, Elektronenoptik 223 

Beugung 168f. 

—, Kante 181 

—, Kreis 178 

—, Rechteck 177 

—, Spalt 171, 176 
Bewegungsgleichung, relativistische 362 
Bildfeldwölbung 213 

Bildweite 200 

Bindung, elastische 3 

Brapıey 331 

Brechung s. Reflexion 
Brechungsgesetz 157, 184, 251 
Brechungsindex 100 

—, Dispersion 123, 295 

—, Teilchenstrahl 184 

—, Wellenstrahlung 186 


Brennpunkt 198 
Brennweite, dicke Linse 209 
—, Vorzeichendefinition 207 
Brewsterscher Winkel 255 
DE BRosLıE 234 


charakteristische Strahlen der Elek- 
tronenoptik 224 

ehromatische Abbildungsfehler 212 

Comrronwellenlänge 67 

CorioLiskraft 305 

Cornusche Spirale 180 


Dämpfungsdekrement, logarithmisches 6 
Dekrement, logarithmisches 6 
ö-Funktion 37, 25ff. 
Dielektrizitätskonstante 261, 269 
Dipolmoment 274 

Dispersion, anomale 124 

—, elektromagnetische Welle 289 ff. 

—, normale 124 

—, Seilwelle 122ff. 

Divergenz 137 

Doppelbrechung 321 

DorPL£refiekt, akustische Welle 328ff. 
—, Seilwelle 98f. 

Drehimpuls, Seilwellen 126 

—, Wellentheorie 388 
Drehimpulstensor 387 

Drehung der Polarisationsebene 304ff. 
Druck 134 

Durchlaßkoeffizient 102, 111 


Eigenfrequenz 47 

Eigenschwingung 47 

—, symmetrische 48 

—, antisymmetrische 48 

Eigenzeit 360 

Eissteissches Äquivalenzprinzip 364 
elastische Bindung 3 

Elektronenoptik 223f. 
Elektronenradius, klassischer 277, 286 
Elektronenstrahlen 214ff. 
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Elektromagnetische Felder 267ff. 

— Wellen 257ff. 

Emission 272f. 

Energiedichte 79 

Energiesatz, elektromagnetische Welle 
260 f. 

—, harmonischer Oszillator 5, 17 

—, Kristall 265 

—, Oszillatorkette 58, 69, 70 

—, Seil 96, 126 

—, Wechselwirkung 111, 114, 263, 390 

Energiestrom 96 " 

Energieimpulstensor 382, 385 

—, Kontinuumsmechanik. 397 

—,skalare Welle 392 

—,transversale Welle 409 

—, vektorielle Welle 404 

Entartung 64 

Erhaltungssätze 380, 381ff. 

Erzeugung, Lichtwelle 272ff. 

—, Schallwelle 161 ff. 

Eutersche Gleichungen der Wellen- 
theorie 397, 415 


FaArıpayeffekt 309 

Federkonstante 3 
Feldstärkentensor 367, 402 
FermaArsches Prinzip 189, 217 
Fızzau 332 

Fovriersche Reihe 36 
Fouriertransformation 37 
FRAUNHOFERsche Beugung 176 
Frequenz 4 

Frequenzmessung 33 
Frequenzspektrum, kontinuierliches 62 
FresnweLsche Beugung 176, 178 
FResneusches Ellipsoid 315 
Fresweusche Gleichungen 253, 254 
Fresvweisches Integral 179 


Gas, ideales 131 
Gaskonstante 131 
GALILEItransformation 328 
Gauss 195 _ 

Gausssche Bildebene 211 
Gaussscher Satz 138 

— —, vierdimensional 379 
Gegenstandsweite 200 
geometrische Optik 193ff. 
Geschwindigkeitspotential 140, 141 
Gleichzeitigkeit 341ff. 
Gradient 135 

Greensche Funktion 25, 172 


461 


Grenzbedingungen bei unstetigem Bre- 

chungsindex 249. 
Grenzgeschwindigkeit 67, 75 
Grenzwinkel der Totalreflexion 158 
Gruppengeschwindigkeit 73 
Gruppenlaufzeit 52 


Halbwertsbreite 17 

Hamitrondichte 417 

harmonischer Oszillator 3 

Hauptebene 199 

HrLmHortz-LaAsRangesche Gleichung 
206 

Hilfsvektor, elektromagnetischer 314 

Hüvysenssches Prinzip 171 

Hyperschall 129 


imaginäre Einheit 8, 228 
Impulsdichte 152, 160, 384ff. 
Impulssatz, Akustik 152 

—, Oszillatorkette 82 

—, Seil 97 

Indexellipsoid 316 
Inertialsystem 328 

Intensität 115, 169 
Interferenz 169 ft. 


Jouuzsche Wärme 272 


kanonischer Impuls der Wellentheorie 417 
KıIrcHHorrsche Formel 173 
kohärente Wellen 118 
Kohärenz 278 

kollineare Abbildung 195ff. 
Koma 213 

komplexe Integration 41 

— Zahlen 8, 125 

konkave Funktion 60 
Kontraktionshypothese 338 
Kontinuitätsgleichung 133, 377 
Konvergenzfaktor 40 

konvexe Funktion 60 
Kreisfrequenz 4 

Kristalloptik 312f. 
Kristallsysteme 316ff. 
KRONEOKERsymbol 23 
Kugelwelle 162 


LacrAangedichte 395 

—, skalare Wellen 396 

—, transversale Wellen 408 
—, vektorielle Wellen 404 
Längenkontraktion 340, 356 


462 


LarLaceoperator 142 
LaArraAcoztransformation 42 
Larmorfrequenz 305 
Leitfähigkeit 297 

Lichtäther 332, 336 
Lichtgeschwindigkeit 244, 346 
Lichtkegel 360 

Lichtweg 106 

Linienbreite, natürliche 278 
LoRENTZgruppe 352 
LoRENTZtransformation 344, 355 
Lorentzkonvention 273, 367 
Lorentzkraft 265, 411 
Lorentzsche Kontraktionshypothese 338 


Maus, Satz von 191 

Massenveränderung 363 

Maßstab, elektromagnetischer 339 

Maßsysteme 240, 268 

Materiewelle 72 

Maxwerısche Gleichungen 365ff., 408f. 

mechanische Koordinaten der Wellen- 
theorie 414 

Membran, schwingende 146 

Meridionalebene 213 

Metalloptik 297 f. 

MicHheELson 333 

MicHeLsonversuch 334ff. 

MinkowskIraum 359, 378 


Nachbarwechselwirkung 58, 416 
Normalengeschwindigkeit 321 
Normalengleichung 322 


Oberflächenwelle 159 
Ohm, akustisches 147 
Onmsches Gesetz 297 
optische Achse 321, 325 
ordentliche Welle 320 
Oszillator, harmonischer 3 
—, nicht harmonischer 5 
Oszillatoren, gekoppelte, zwei 44f. 
—, mehrere 63ff. 
Oszillatorkette 57ff. 
Oszillatorstärke 296 


Paraxialstrahl 211 

Perpetuum mobile 384 

Phasenflächen 190, 219, 225 
Phasengeschwindigkeit 62, 73 

PLAncK 234 

Prancksches Wirkungsquantum 234, 240 
Prancksche Relation 236 
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Polarisation 125ff., 241ff., 254 
Polarisationsebene 243, 255 
polarisierte Wellen 125, 241 


Quantentheorie der Wellenfelder 418 
Quellstärke 192 


Randbedingungen 88 

raumartige Bahnkurve 378 
Reflexion, Akustik 148, 156ff. 

—, Licht 248#. 

—, Seil 100ff. 

Reflexionskoeffizient 102, 111 
Relativitätsmechanik 361 ff. 
Relativitätsprinzip der Mechanik 328 
— der Elektrodynamik 348 
Reibungskraft 7 

Resonanz 15, 17, 121f., 286 
Resonanzüberhöhung 15 

retardierte Potentiale 271 

— Welle 162 

reziproker Differentialoperator 13, 14, 111 
Rırz 337 

Rotation 139 

Ruhenergie 364 

Ruhmasse 363, 383 


Sagittalebene 213. 
Schallgeschwindigkeit 131 
Schalleistung 146 

Schallschnelle 144, 145 
SCHRÖDINGER 72 
ScHRÖDINGERgleichung 235, 236 
SCHWARTZ 26 

Schwebung 50 

Schwerpunkt der Energie 80 
Schwerpunktgeschwindigkeit 81 
Schwerpunktsatz 81, 382 
Schwingung, erzwungene 12f. 
—, harmonische 4 

—, stationäre 14 
Schwingungsdauer 4 

Seilmasse, bewegte 107 
Signalgeschwindigkeit 73, 74 
skalares Potential 270 
SNELLIUSsches Brechungsgesetz 251 
Spannungstensor 385 
spezifische Wärme 131 
sphärische Aberration 212 

Spin 127, 406 

Storzsscher Satz 139 
Strahlenbündel, homozentrisches 191 
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Strahlengleichung 218 
Strahlenquelle, stationäre 182 
strahlendes Elektron 275ff. 
Strahlenweg 188 
Strahlgeschwindigkeit 319 
‚Strahlung, gedämpfte 193 

—, stationäre 192 
Strahlungsdämpfung 276 
Strahlungsdruck 153 
Strahlungswiderstand 279 
Streuung 107ff., 292 
—,inkohärente 292, 294 

—, kohärente 294 
Stromdichte 136 
Symmetrieeigenschaften 68, 89, 382 


Termschema 296 

Totalreflexion 158ff., 256ff. 
transversale Wellengleichung 245 
Transversalitätsbedingung 244 


Uhr, elektromagnetische 340 
Ultraschall 129 


Variation komplexer Größen 25 
Vektorfelder 136 
Vektorpotential 270 
Vektorverknüpfung 133 
Vergrößerungsmaßstab 198, 200 
Verpdersche Konstante 309, 312 
Vertauschungsrelation 418 
Verzeichnungsfehler 212 
vierdimensionaler Raum 359, 378 
Viereckoperator 142. 372 
Vierergeschwindigkeit 361 
Viererimpuls 362, 383 
Viererkraft 362, 389 
Viererkraftdichte 389 
Viererpotential 366 
Viererschreibweise 360 
Viererstromdichte 365 


Vierervektoren 370ff. 
virtuelle Abbildung 202 


Wechselwirkung mit Materie 107, 263, 398 

Wechselwirkungsenergie 46 

WEIERSTRASS 203. 

Wellen, avancierte 91 

—, bei veränderlichem Brechungsindex 
104, 232 

—, ebene 143 

—, fortlaufende 62, 88 

—, periodische 94 

—, polarisierte 125, 246 

—, retardierte 91 

—, stehende 64, 91 

Wellenfunktion bei veränderlichem Bre- 
chungsindex 106, 231 

Wellengleichung, Materiewellen 236 

—, mit Quellen 142, 259 

—, skalare 69, 142 

—, transversale 245 

Wellenlänge 68 

Wellenpaket 76 

Wellenvektor, elektromagnetischer 242, 
259 


' Wellenwiderstand, Ebene 147 


—, Kugel 167 

Wellenvektor 244 
Wellenzahl 67 
Wellenzahlraum 80 
Wirbelstärke 138 
Wirkungsquerschnitt 284, 293 


ZEEMaANeffekt 306 

zeitartige Bahnkurve 378 
Zeitdilatation 341, 358 
Zeitmittelwert 11, 16 

zentrierte kollinesre Abbildung 197ff. 
—, Abbildungsgleichung 199 
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—, geometrische Konstruktion 193 
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